Atvételi vizsga a speciélis matematika tagozatra, 2017. januar 18.

Megoldasok

1. feladat

Zso6fi egy szép reggelen hosszu Gtra indult. Délben a mar megtett Ut Ugy aranylott a még
hatralevé Uthoz, mint 2:3. Délutan folytatta Gtjat, megtett még 80 kilométert. Estére a megtett
és a hatralevo tavolsag aranya 6:5 lett. Hany kilométeresre tervezte Zsofi az utjat, mekkora
tavolsagot tett meg reggeltol estig? (5 pont)

Megoldas:
Zs6fi délig az egész Ut 2/5 részét, estig 6/11 részét tette meg. A teljes Ut 6/11 — 2/5= 8/55
része 80 kilométer, igy a teljes Ut 550 kilométer.

2. feladat
Aza)1,2,3,4,5,6 b) 0,1,2,3,4,5,6 szamjegyek mindegyikét pontosan egyszer hasznaljuk
fel. Létezik-e olyan N pozitiv egész szdm az a) illetve a b) esetben, amelyre az alabbi allitasok
mindegyike teljesul:

- Az N szdmbdl a 2-es szdmjegy kihagyasaval kapott (eggyel kevesebb szamjegybél

alld) szdm oszthat6 2-vel.

- Az N szambdl a 3-as szamjegy kihagyasaval kapott szdm oszthatd 3-mal.

- Az N szambdl a 4-es szamjegy kihagyasaval kapott szam oszthaté 4-gyel.

- Az N szambdl az 5-6s szamjegy kihagyasaval kapott szam oszthat6 5-tel.

- Az N szambdl a 6-o0s szamjegy kihagyasaval kapott szdm oszthato 6-tal.

(6 pont)

Megoldas

a) Nincs ilyen szam, hiszen az 5 elhagyéasa utan se 5, se 0 szdmjegyunk nincsen, vagyis a
maodositott sz&m nem lehet oszthato6 5-tel.

b) Van ilyen szdm: 6531420 példaul minden feltételnek megfelel.

3. feladat

Egy moziban 7 sor mindegyikében 10 szék van. 50 gyerek ebben a moziban megtekintette A
matematika furcsasagai cimi filmet. Egy hét mulva ugyanezek a gyerekek a Rejtélyes fizika
cimt filmet nézték meg ugyanebben a moziban. Bizonyitsd be, hogy legalabb két gyerek
ugyanabban a sorban ult a ket eléadason! (7 pont)

Megoldas

Egy gyerek az elsé eléadason 7 sorba tlhetett, a m&sodik napon is 7 sorba ulhetett, vagyis 49
lehet6sége van a két nap alatt a neki tetszo sor kivalasztasara. Mivel 6tvenen vannak, ezért
legalabb ketten ugyanazokat a sorokat valasztjak a két nap alatt.

4. feladat

Az ABCD konvex négyszdg A csucsat a B pontra, B cstcsat C-re, C csucsat D-re, végul D-t A-
ra tikroztik, igy kaptuk rendre az A’, B’, C’, D’ pontokat. Hanyszorosa az A’B’C’D’
négyszog terlilete az ABCD négyszdg teriiletének? (8 pont)

Megoldas
Huzzuk meg az AC atlot! Az abrén pirossal jelolt haromszdgek egyenl teriletiek:
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ADC és ADC’ haromszdgek A-bdl indulé magassaga kdzos, a tiikrozés miatt DC=DC’, igy
terliletiik egyenlé egymassal.

C’DA és C’AD’ haromszogek C’-bél induld magassaga kozos, és a tikrozés miatt DA=DA’,
igy ezek is egyenl6 terliletiiek, ezért a harom piros haromszog egyenl6 teriletii.

A harom z06ld haromszdg teriiletének egyenldségét ugyanezzel a gondolatmenettel lathatjuk
be. Igy azt kaptuk, hogy t(DC’B’)+t(BA’B’)=2t(ABCD).

Huzzuk meg a BD atlét! A fenti gondolatmenet ismétlésével kapjuk, hogy
t(CB’C’)+t(AD’A’)= 2t(ABCD). A két eredménybdl kdvetkezik, hogy az A’B’C’D’ négyszog
terlilete az ABCD négysz0g terliletének 6tszorose.

5. feladat

Egy szabalyos nyolcszog csucsai kdzul kivalasztottunk n darabot, majd ezeket dsszekdtve egy
olyan konvex n-szdget kaptunk, amelynek nincsenek parhuzamos oldalai. Legfeljebb mekkora
lehet n? (10 pont)

Megoldas

Megmutatjuk, hogy hat csucsot még ki lehet valasztani gy, hogy a feltétel teljesiljon, de
hetet mar nem.

A szabalyos nyolcszégnek négy parhuzamos oldalparja van. Ha csak egy csdcsot hagyunk Ki,
akkor két parhuzamos oldalpar biztosan megmarad, vagyis hét csicsa nem lehet a
sokszognek. Az abrén a piros és a z0ld szakaszok megmaradnak, az egyforma szintiek
egymassal parhuzamosak.
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Két csucs elhagyasaval mind a négy parhuzamos oldalpar egyik szakaszat meg tudjuk
szlintetni. Az Uj szakaszok az eredeti nyolcszdg egyetlen oldalaval sem parhuzamosak,
talaltunk a feltételeknek megfelel6 hatszoget.

6. feladat
a) Kiszamoltuk az 1,2,...,n pozitiv egész szamok 0sszegét. Bizonyitsd be, hogy ha az 6sszeg
két szomszédos egész szam szorzata, akkor n? + (n + 1)? négyzetszam!
b) Bizonyitsd be, hogy ha n? + (n + 1)? négyzetszam, akkor 1-tél n-ig a pozitiv egész
szamok Osszege felirhatd két szomszédos egész szam szorzatakent!

(7 + 7 pont)

Megoldas
a) A szamok dsszege @ Feltétellink szerint:

n(nz_ﬂ) = a(a + 1), ahol a egész szamot jelol.

Néhany szam kiprobalasa utan az a sejtésiink, hogy az 6sszeg (2a + 1)? lesz. Bizonyitas:

n2+ (n+1)2 =2n2+2n+1=4"C2 41 =4a(a+1)+1=(2a+1)>

b) Mivel két szomszédos négyzetszam 6sszege paratlan, ezért a feltétel igy irhato:
n? + (n+ 1)? = (2k + 1)?, ahol k egész szam.
2n2 +2n = (2k + 1)2 — 1 = 4k? + 4k = 4k(k + 1)

”(”2_“) = k(k + 1), ami a bizonyitando éllitas.
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