Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Altalanos geometria 1.

G1.1. Forgassuk e egymas utén haromszor O korul 90°-kal a BCDE négyzetet, igy az A
cslics képei négyzetet hatdroznak meg.

Eredmény:
m+n

OA = :
J2

G1.2. Legyen x ésy egy négyzet oldalanak vizszintes és fliggoleges vetilete, ekkor 3y + 2x =
86s3y+x=7.

Eredmény:

A négyzet oldaldnak hossza 5.

G1.3. Mutassuk meg, hogy BMA és CMK haromsztgek hasonl dak.

M és megoldasi lehet6ség:

TUkrézzik A-t C-re, ekkor az ABA’ haromszdgben A’K stlyvonal, M sdlypont.

G1.4. Forgassuk e A kordl pl. -90°-kal az MN szakaszt. Ekkor NM = MN', sANMN' deltoid.
Més megoldasi lehet6ség:

Legyen DAND = a, MABD = §3; ekkor NM =tga + tgB; NC = 1 —tga, CM = 1 —tgB. Ezutan
alkalmazzuk Pitagorasz tételét.

Eredmény:

MAND =45°.

M egj egyzeés:

|lgaz atétel megforditasais.

G1.5. Dolgozhatunk pl. analitikusan. Legyen N az origd, AO az x-tengely, NP az y-tengely, s
ekkor AB és AC egyenesek ellentétes meredekségiiek.

Altalanos geometria 2.
G2.1. Mutassuk meg, hogy KD = LC, sKBD és LBC haromszdgek egybevagok.
G2.2. Mivel CA = CB, tukrozzik P-t AB felezé merélegesére.

Eredmény:
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

BPCD = 80°.

G2.3. A CD és EF szakaszok metszéspontjét jel6ljuk N-nel, sirjuk fel a DN:NC aranyt két
hasonl 6 haromszogpéar segitségével.

G2.4. Tukrdzzuk pl. apiros golyot (ill. tikérképét) sorban hdrom oldalra.
G2.5. A kapott nyolcszégnek négy szimmetriatengel ye van, felbonthat6 nyolc egybevago

haromszogre, de nem szabalyos. (Egy szabd yos nyol cszognek nyolc szimmetriatengelye
van.)

A megoldashoz pl. hasonld haromszdgek segitségével juthatunk el; az dbran satirozott
haromszogek hasonl6ak, a hasonl6sagi arany 1 : 2.

Eredmény:

~—+
1]
ol

M egj egyzés.
Ez apéldaamiiszaki és természettudomanyi egyetemek-foiskolak felvételi feladata volt
1989-ben. Pl. Scharnitzky Viktor: Egyetemi felvételi feladatok matematikbdl 1X, 1989 —
1992, Tankonyvkiadd, 1992. c. kdnyvében hat megoldast taldhat az olvaso.

Har omszdg-geometria 1.

G3.1. HUzzunk C-n keresztil AM-mel parhuzamost!

G3.2. Alkalmazzuk az ABM és ABC h&romsztgekben a szogfelez6 osztasarany-tétel é, majd
fegjezzik ki aBM sulyvonalat a haromszog oldaaival.

Eredmény:

AB » 1083,8, BC = 2574.

G3.3. Mérjunk fel A-bdl az AC oldarakifelé kétszer g nagysagu szoget, s alkalmazzuk ezen
egyenesek ésaBC szakasz C-n tuli meghosszabbitasanak metszéspontjaira a szogefel ez
osztasarany-tul gy donsagét.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

M egj egyzeés:
Hasonl 6an megmutathat6 pl. ab? + ab = ¢? dsszefiiggés is.

Ide kapcsol 6dik az aldbbi feladat (Bényei: 33 matematika feladatsorozat felvételizoknek,
Miiszaki, 1990):

Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog a, b, gszogeire a = 2b = 4g, akkor & = c(a+ b + ¢).
G3.4. Bocsassunk D-bél merélegeseket a haromszog oldalaira (ill. azok meghosszabbitésara).
Mutassuk meg (pl. a szinusz-tétel segitségével), hogy az igy kapott A1, B1, C1 pontokraDB;1 =
DA1 + DC1. Ezutén legyen az M, ill. N pontok téavolsaga a szemkdztes oldalaktol x ésy, sa
hasonl 6 haromszégekben felirhatd aranyokat fejezzik ki x-szel ésy-nal.

G3.5. Alkalmazzuk Pitagorasz tételé s mutassuk meg, hogy BN? + AB? = CN? + AC?, pl. M
ésN BC-re vett vetlleteinek segitsegével.

M éas megoldasi lehet6ség:

Alkalmazhatunk koordinata-geometriai modszereket (pl. A(0, a), B(b, 0), C(c, 0) kezdeti
»Kiosztassal”, vagy bizonyithatunk a skaléris szorzat segitségével is.

Har omszdg-geometria 2.

G4.1. A magassag talppontjat T-vel, aBC oldal felezépontjét F-fel jel6lve haszndljuk ki, hogy
BAF egyenl6 szar( haromszog, valamint AF szogfelez6 a CAT haromszogben.

Eredmény:

A szdgek nagysaga 30°, 60°, 90°.

M éas megoldasi lehet6ség:

Tukrézzik a TFA haromszoget az AF egyenesre!
Megjegyzés:

A feladat megtaldhat6 pl. Katz Sandor: Matematika feladatsorok c. kdnyvében. Ugyanitt
olvashat6 a kovetkezo feladat:

Az ABC h&romszogben az A cstcsbdl kiindul6 magassag, stlyvona és szogfelez6 a BACD-
et négy egyenl6 részre osztja. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog derékszogt!

G4.2. Tébb megoldasi lehetéség is van: terliletek alkalmazésa, hasonl6sag, Ceva-tétel,
stilyozés.

Eredmény:
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

AO 9

MO 2

G4.3. Az AB1B: és L1B1B> egyenl6 szarl haromszogek; irjuk fel a szinusz-tételt az AL1B2 és
akoszinusz-tételt az AB1B2 hdromsztgekben. HaB1AB2D = eésLiKL, B = a, kapjuk, hogy

G4.4. CF és BM metszéspontjét jeldljuk S-sel, AS és BC metszéspontjat D-vel, srajzoljuk
meg ABS és BSC haromszogek korlirt koreit. Az adott szogek érint6 szard kertleti szogek
lesznek, az AB, BC, AC szakaszok pedig érintok. (Segitség: MC? = MSMC = MA?),
Végezetil az ASCD = FSDP = 180° — b egyenl 6séget mutathatjuk meg.

G4.5. AB és LK metszéspontjét jeldljik N-nel. Alkalmazzuk Cevatételét az ABC

haromszdgben, majd Menelaosz tételét az ABC hdromszoger és a KL egyenesre; majd

hasznaljuk ki az NKA és MWA, valamint NKB és MV B haromszogek hasonl ésagat.
Har omszig-geometria 3.

G5.1. Alkalmazzuk a szbgfelezé osztasarany-tétel é&t és a Pitagorasz-tételt kétszer a CF
magassagra.

Erdemény:
DH =1,25.

Gb5.2. Legyen abeirt kor kozéppontja K, akorllirt kor kozéppontja O. Mutassuk meg, hogy
AKBD =90° + % , majd a kerlleti-kdzépponti szogek tételé alkalmazva keressiink
egyenletet a gtompaszogre.

Eredmény:

g=108° a =b =36°.

G5.3. Vaamely hdromszog helyett hozza hasonl 6t is szerepeltethetlink, ezért feltehetjuk,
hogy pl. b =b’. Ezen oldal egyik végpontjdban felmérve a-t ésm — a-t, kapjuk, hogy a=&;
ezutén alkalmazzuk Pitagorasz tételét.

G5.4. Mutassuk meg, hogy ACQP hurnégyszog. (Vagy 0sszegezzik a BCP haromszdg bel sé
szOgeit.)

Eredmény:
a

PCb = —.
Q 2

G5.5. Irjuk fel AD?-et kétfé eképpen a Pitagorasz-tétel segitségével az AB, majd AC &fogoju
derékszogli hdromszogekben, ezutan alkalmazzuk a szel 6szakaszok tétel ét.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

Har omszdg-geometria 4.
G6.1. Huzzunk pl. C-n keresztul parhuzamost AE-vel.
Eredmény:
BACD =90°.

G6.2. Tegyik fel, hogy AB < AC, ekkor E a BC oldal B-n tuli meghosszabbitasan van.
Mérjuk fel AB A-n tuli meghosszabbitasaraaz AZ = AC szakaszt, ekkor EB = BZ, BEZD =

% 6SEC = EZ.

Eredmény:

BD =80° ésCb = 40°.

G6.3. Az AC oldal Ffelezépontjaratikrozzik D-t; az igy kapott D’ pont rajtalesz az ABC
haromszog koré irt koron, valamint D, G, O, O’ egy egyenesbe esnek. Ekkor a bizonyitandd
alités: ha2R(1 + cosa + cosB) = k (= 2R(sina + sin + siny), akkor y = 90°.

A megforditast igazolhatjuk pl. indirekt modon is.

G6.4. Alkalmazzuk a BAQ haromszdgben a szogfelez6-tételt, majd mutassuk meg, hogy a Q-
n &mené AB-vel parhuzamos egyenes egyenl6 szard haromszoget vag le az AQC
haromszogbdl. Ezen parhuzamos és az AC oldal metszéspontjat R-nek nevezve
megmutathatd, hogy AQ = QR.

Eredmény:

PACD =90°.

G6.5. El6sz0r mutassuk meg, hogy DI = 1C és DIED = 45°. DK és |E metszéspontjat jel 6lj ik
L-lel, shizonyitsuk be, hogy IKL és DEL haromszdgek egybevagok.

Har omszdg-geometria 5.
G7.1. Rgzoljuk meg a haromszdg koré irt kort!
G7.2. A szinusz-tétel és amegfeleld teriiletképletek segitségével a9abe £ (a2 + b? + c?)(a+b
+ C) egyenl6tlenséget kapjuk. Ezutén alkalmazzuk mindkét jobboldali tényezére a szamtani —
mértani kdzép kdzotti egyenl 6tlenséget.

G7.3. Legyen AA” az ADE haromszdg DE oldalhoz tartozé magassaga. Haszndljuk ki, hogy

ADA'’E hurnégyszdg, s mutassuk meg, hogy BAA"D = % -0

G7.4. Tukrozzik AC-re az S pontokat; ekkor pl. $1S1" Sz és S1S,B hdromszogek egybevagok.
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Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

G7.5. Bizonyitsuk be a kovetkez6 segédtételt: Haaz ABC haromszog oldaaira kifelé
megszerkesztjik az ABX, ACY, BCZ szabdyos haromszogeket, az ABX ésBCZ
haromszogek koré irt kdrok kdzéppontjait 6sszekdto egyenes meréleges BY -ra.

A segédtétel bizonyitasahoz mutassuk meg a kertileti-kdzépponti szogek segitségével, hogy az
ABX és BCZ haromszogek koré irt korok M masodik metszéspontjarajtavan aBY
szakaszon.

A segédtétel jeldléselt haszndva B’ Ni ¢BY, A’C'1 ¢O:0: (amegfelel6 kdrkdzéppontok
centrdisa).

Illeszkedési feladatok 1.

G8.1. Altaldban megmutathatd, hogy OD  OE OF ;i Abi zonyités torténhet a hat

AD BE CF
részhdromszog tertlet-aranyainak segitségével.

Méasik megoldasi lehetség:

Az ABC haromszdg cstcsaiba gy helyezziink e sulyokat, hogy az ABC haromszdg
stlypontja O-ba essen, s ennek megfelel 6en alkalmazzuk a silypontszerkesztési tételt.

Eredmény:
OF =31

G8.2. @) Legyen AB = a, AD = b. Mutassuk meg, hogy az EBF haromszog koré irt kor sugara

2

r= g_b (Pitagorasz-tétel), s hogy OP a két sugar 6sszege.
b) Mutassuk meg pl., hogy az ADG és GBA szigek dsszege 90°.

G8.3. Végezhetiink egyszerti szogszamitésokat | helyzetét felhasznélva, vagy akamazhatunk
ol % arény( kicsinyitést C-bal.

M egj egyzések:

1. A beirt kor kozéppontjara a feladat szévegében nincs sziikség.

2. Hasonl 6 az aabbi feladat:

Az ABC h&romszog C cstcsabol bocsassunk merélegeseket a BAC és ABC szdgek belso és
kilsé szogfelezire. Mutassuk meg, hogy az igy kapott négy talppont egy egyenesen van.

G8.4. Az A kdzéppontu forgatva nyUjtéssal BC aviheté EF-be; jel6ljik BE és CF
metszéspontjat Q-val. A forgatéds BAC szoge megjelenik BQC-benis, sinnen P= Q.

M egj egyzés.
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Egy ide kivankozo feladat:

Két kor metszéspontjai A ésB. Az A ponton é hiizott egyenes az egyik kort C, amasik kort
D pontban metszi. Igazoljuk, hogy aC, illetve aD pontban hizott érinték metszéspontjarajta
van a BCD haromszdg koré irt koron.

G8.5. Legyen aHK és QS szakaszok metszéspontja M. Mutassuk meg, hogy a QHKP
hurnégyszogben QKHD (= QKXD ) ésKQSP (= KQMD) egyenl6 (ez utdbbi vatoszoge
QSRD-nek). Ekkor KM Q egyenl 6 szari hdromszdg.

Mé&s megoldasi lehet6ség:

Q-bdl az SR egyenesre bocsétott meréleges talppontjalegyen L. Ekkor K, H, L egy egyenesre
esik (a PRS haromszdg Simson-egyenese), és QL SK téglalap.

Illeszkedési feladatok 2. - Harom egyenes egy ponton
G9.1. Végezziink anégyzet O kdzéppontja korul 90°-os forgatést!
M éas megoldasi lehet6ség:
Viszonylag kénnyen kijon a feladat koordindta-geometriai segitséggel. Legyen az origb a
négyzet kozéppontja, P(u, v) atetszéleges pont, s mutassuk meg, hogy a merélegesek
amennek a (— v, u) ponton.
G9.2. Mutassuk meg, hogy A’ P bels szogfelezé az A'B’C’ haromszogben.
G9.3. Legyen F pl. az R-bdl hizott magassag talppontja, O akorulirt kér kbzéppontja, H a
magassagpont. Ekkor POHR harnégyszdog, s O egyuttal a PHF hdromszdg beirt kdrének
kozéppontja.

G9.4. PI. az A2 centrumu kdzéppontos tiikrdzés Asz-at az A1B1C1 hdromszdg beirt kdrének
kozéppontjaba viszi.
G9.5. Ha a négyszdg harnégyszog, a kordlirt kor kozéppontjét a kozépvonal ak

metszéspontjéra tikrozve kapjuk a szemkoztes oldalakhoz tartozé merélegesek
metszéspontjét. Visszafelé okoskodhatunk pl. indirekt modon.

M egj egyzés:
A feladat egyik iranyban megegyezik aKoMalL F.1215. feladataval.
Illeszkedés feladatok 3. — Harom pont egy egyenesen
G10.1. Haszndljuk fel az ABC és ABD haromszégekben a szogfelez6 osztésarany-tételét ésa

szinusz-tételt! Az ABDD =a, ADBD =b, ACBD = gjeldléssal kapjuk, hogy sin(a + b) =
sin(a + g, sinnena +b + a + g=p kovetkezik.
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G10.2. Legyen az érint6k metszéspontja G, ekkor BAG és CBG, vaamint ADG és DCG
hasonl 6 haromszogek segitségével igazolhatd az allitas. A forditott iranyt indirekt Gton
bizonyithatjuk.

G10.3. By, A, B2 egy egyenesre esnek, MOy = AO2 és MO, = AO: (hdromszdgek
kdzépvonalai). Mutassuk meg, hogy az MO:1A és MO2A, valamint MO1M1 és MO2M:
haromszogek egybevagdk; innen MM1 = MM.. A kdzépponti szogek feltétel ét felhasznalva
M1, B, M2 egy egyenesbe esik.

G10.4. Mutassuk meg, hogy AB felezémerdlegese akkor és csak akkor halad a K-n, ha

AM _ €0Sb 4 hen kovetkezik AMD és BND héaromszogek hasonléséga. Jeldljik P-vel AB

BN cosa
€s CD metszéspontjét, sirjuk fel a szinusz-tételt rendre az % aranyra, az APC

haromszdgben az AP , SaBPC haromszdgben a BP aranyra. Kapjuk, hogy AP S_m 20 .
CP CP BP sin2a

G10.5. Jeldljuk R-rel ak és AH masik metszéspontjat. Mutassuk meg, hogy BR szbgfel ezé,
ezért HAB egyenl6 szard haromszog; M T parhuzamos BC-vel; ezutan el ég megmutatni, hogy

HS _HK A wogtdezs-tulgidonsag kihasznalasaval B = KB 3 walssrakaszok tételébsl
SM MT HC AB

HS-HM = HC-HB. Ezutan a szinusz-tétel segitségével i'\g =sin MZSD levezetheto,

ahonnan az ABT és MKB haromszogek teriiletének egyenl 6sége kovetkezik.
Illeszkedési feladatok 4.

G11.1. Jeldljuk az A1A’, B1B’, C1C’ szakaszok hosszat rendre a, b, c-vel. A teriilet-
egyenl 6ség miatt van olyan P pont a haromszog bel sejében, melynek az ol dalaktél mért
tavolsidgaa, b, c. Ezen P pontrapl. PA1 meréleges AA’-re, sinnen kovetkezik, hogy PH a
keresett kor &méréje.

G11.2. Legyen DABD =a, ABCD =hb, AD és BC metszéspontja E, AC és BD metszéspontja
L (ekkor L az ABE h&romszig magassagpontja). Mutassuk meg, hogy a CEDK
hirnégyszogben CKDD = AKBD =a + b, sebbdl az is kovetkezik, hogy ABLK és CDKL
harnégyszdgek. Az ABCD, ABLK és CDKL korok hatvanyvonalai egy ponton mennek at
(M), sezért K, L, M egy egyenesbe esik.

G11.3. Legyen az AP és BQ egyenesek metszéspontja X, s mutassuk meg, hogy ABXC és
QPRX hurnégyszogek.

G11.4. Alkalmazzuk Cevatételét és haszndljuk fel akoszinusz-tételt, valamint a belsé
szogfelez6 osztésarany-tétel ét.

G11.5. Alkalmazzunk inverziét; az alapkdr kdzéppontjalegyen A’, a sugara tetszéleges.
Ezutén haszndljuk fel a korokre vonatkozé hatvanytételt.

Korgeometria 1.
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G12.1. Az érint6négyszog-tul ajdonsaghdl megkapjuk a szarak hosszét; ezutan alkalmazzuk
Pitagorasz-tétel ét.

Eredmény:
- gm, (=4,

G12.2. Legyenr az AIMA2 haromszdg koré irt kor sugara. Ha az éintére A1-ben alitott
meréleges K-ban metszi a ki kort, mutassuk meg K segitségével, hogy rsinA1A>MbD =
risSNMA1A-D.

G12.3. A BCE h&romsztdgben CD magassagvonal. Mutassuk meg a kertleti szogek tételének
felhaszndlésaval, hogy pl. CFG és CBE szbgek egyallastak.

G12.4. Jeloljuk T-vel az AB iv felezépontjat (itt érinti C1 Si-€t), valamint D-vel és E-vel
rendre a BT szakasz metszéspontjét Ci-gyel és S,-vel. Mutassuk meg, hogy D rajtavan a PR,
E pedig az RQ szakaszon, s ezen szakaszok merdlegesek OT, ill. OB-re.

G12.5. Haanégyszog nem trapéz, jel6ljuk AB és CD egyenesek metszéspontjét F-fel, s
tekintsiik a DFB és AFC korok metszéspontjat.

K orgeometria 2.
G13.1. Altaldnos esetbem ARLM és LSBM olyan hirnégyszogek, amelyekben AL, ill. BL a

kordlirt kor améroje.
Vizsgdljuk meg azt a specidis esetet is, amikor M az e egyenesre esik!

G13.2. A PA + PB 0sszeg kifgjezhet6 Ptolemaiosz tételébdl, selég a E)—Pg = % egyenl 6séget

igazolni.
Masodik megoldas:

A PB szakaszt hosszabbitsuk meg B-n tul Z-ig Ggy, hogy BZ = AP legyen, s hasznaljuk fel a
CAP és CBZ haromsztgek egybevagosagat.

G13.3. A PNQ haromszog P és Q csticsaindl [évé érinté széarl kerlileti szbgek dsszege a QMR
sz0g.

G13.4. Legyen CADD = a ésBACD = b. Ekkor az dtaladnos szinusz-tétel
kovetkezményekeént elég megmutatni, hogy sina + sinb = sin(a + 2b), haa + b = 60°.

G13.5. Legyen | abeirt kor kbzéppontja, AW az AKL hédromsztg magassaga. Felhaszndlva az
IPK és AWK h&romszogek hasonl ésagét, mutassuk meg Ceva tételének segitségével, hogy W
= N. Ezutén hasznaljuk fel, hogy az APIQ koron N israjtavan.

K orgeometria 3.

G14.1. Alkalmazzuk a korzsugorités modszerét és Pitagorasz-tétel ét!
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Eredmény:
A két sugar szorzata 48.

G14.2. A szel 6szakaszok tétel ének segitségével mutassuk meg, hogy az MN egyenes PQ-t
felezi.

G14.3. A CO sugar meghosszabbitasa kijel6li a CD amérét, s ABCD hartrapéz.

G14.4. Vegyuk észre, hogy a két atléhoz tartozo kerlleti szogek kiegészité szogek; fejezzik
ki az étlokat az oldalakkal és szogekkel, s alkalmazzuk Ptolemaiosz tétel é.

Az egyenl 6tlenség legegyszeriibb igazol asa a szamtani-mértani kdzép segitségével torténhet;
egyenl6ség az a=b = ¢ = d esetben alhat fonn.

M egj egyzés.

Hasonl éan vezethetjik le a hirnégyszogek tertletképletét: T = \/(s- a)(s- b)(s- ¢)(s- d),
ahol safékertlet.

G14.5. A BQN és PMC haromszogek koré irt korét AM, ill. AN rendreaz X, ill. Y pontban
metszi. QBCD = PCBD teljesll éséhez € ég megmutatnunk, hogy MNXY hirnégyszog.
Haszndljuk fel az ABX és ACY haromszogek hasonlésagat, valamint az ABM és ACN
haromszogek teriletének egyenl 6ségét is.

Korgeometria 4.

G15.1. Legyen anégyzet AB-vel parhuzamos CD olda énak felezépontja E; irjuk fel
Pitagorasz tételét az OED hdromszogre.

G15.2. Hasznaljuk fel, hogy egyenl6 szért haromszog alapon fekvé szogei is egyenl 6k, és
alkalmazzuk akerlleti szbgek tétel ét.

G15.3. Tukrozzik a C-t aB-re (E) és mutassuk meg, hogy EAMC hirnégyszog.
Eredmény:
ABMbD =90° —2x.

G15.4. Haaz A kbzéppontu, AD sugart kér E' és F' pontokban metszi a befogokat, saz E'F
egyenes G és H pontokban a CAD, ill. DAB sztgek szogfelezdit, mutassuk meg, hogy AE’' G
€s ADG h&romszdgek egybevagok, ADGD = 45° sigy G az ABD haromszég beirt kérének
kozéppontja.

G15.5. Huzzunk merélegeseket O-bdl az AD, DC, CB oldalakra, ezek az AB egyenessd, ill,
egymaéssal rendre a, b, g, d szogeket zarnak be (a + b + g+ d = p). Feltehetjik, hogy afélkor

sugara egysegnyi, ekkor AD + BC = g?ga + tg%9+ g?gg + tgdg. Ezutan hasznaljuk fel, hogy
e g e a
ABCD hurnégyszog (BB = b, b ésd pbtszogek stb.).
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Korgeometria 5.

G16.1. A BC oldalt AD-re vetitve a kimaradt szakaszok hossza legyen x és 10 — X, s fejezzik
ki atrapéz szarait x fliggvényében.

Eredmény:
L ehetséges.

G16.2. Legyen AB és CP metszéspontja T, PABD = a, PBAD = 3, salkalmazzuk a kerlleti-
kozépponti szogek tételét (érinté széra kertleti szogek). Pl. POBD = PCBD = 3. Mutassuk
meg, hogy PRBD = PQRD = a + f.

G16.3. Legyen aHA ésBC, aHB és CA, vaamint aHC és AB egyenesek metszéspontja
rendre D, E, F. Mutassuk meg, hogy a széban forgo kérék &mennek a D, E, F pontokon; s
mivel ADBE hurnégyszog, akamazhatjuk a szel 6szakaszok tételét.

G16.4. Vegyik fel a Q1 pontot a BD szakaszon Ugy, hogy CQ: szégfelezé legyen.
Alkalmazzuk a szogfelezé osztésarany-tételét, s afeltételt felhaszndlva mutassuk meg, hogy
ABCQ1 harnégyszég.

G16.5. Vegyik fel aK pontot a BN egyenes meghosszabbitasan Ugy, hogy BCKD = BMAD
AB_BM
BK BC
ABK és MBC haromszogek is hasonl 0k lesznek. Ezutan mutassuk meg, hogy ANCK
harnégyszog, s alkalmazzuk Ptolemaiosz tétel ét.

legyen, ekkor ABM és KBC haromszégek hasonlok. Az egyenl6 ardnyok miatt

K 6rgeometria 6.

G17.1. Legyen L tukorképe BO-ralL’, O tukorképe D-re (és AB-re) O'. Mutassuk meg, hogy
OM’O’M paraelogramma, és CLODP = BLMD = BL’'MbD = BKObB.

G17.2. A C kozéppontu és CA = b sugaru kor BC-t F-ben, AB-t D-ben metszi. Legyen PB =
1, ekkor BF = 2. A szel6szakaszok tétel ébdl PD = b adddik, s AC = CD = DP-bdl kdvetkezik
az dlitas.

G17.3. Mutassuk meg pl. a C pontbeli kzos érinté segitsegével, hogy haa CKL kor érinti w-
t, akkor KLU1BD, majd haszndljuk fel az érint6 szard kerlleti szogeket.

G17.4. A ki(PDG) és ka(PFE) kortk méasodik metszéspontja legyen Q. Ekkor PQ A 010,
tehét azt kell megmutatni, hogy A, P, Q egy egyenesen vannak. Haaz AP egyenes H és K
pontokban metszi a DE, ill. BC szakaszokat, akkor DH : HE = BK : KC; smivel FH : HG =
BK : KC, ezért DH : HE = FH : HG. Innen kovetkezik, hogy H rajtavan ki és k>
hatvanyvonal an.

G17.5. A korok centrdlisara vonatkoz6 tengel yes szimmetria miatt a magassagpontok egyenlé
szaru trapézt alkotnak, ezért elég belatni pl., hogy haH az AMN haromsz6g magassagpont;a,
akkor HB meréleges AB-re. Legyen MN metszéspontja AH-val és AB-vel P, ill. Q.
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Derékszdgi hdromszogek hasonl ésdga miatt PM>PN = PH>PA; ezutén mutassuk meg, hogy
HBQP harnégyszog, vagyis AHAP = AQAB.

Mértani hely

G18.1. Az AD és BE egyenesek metszéspontja G; mutassuk meg, hogy DCEG
paralelogramma.

Eredmény:

A mértani hely akapott ABG haromszdg AB-vel parhuzamos k6zépvonala, a végpontok
kivételével.

G18.2. A BC felezémerdlegese és a BC egyeneshil a BC szakasz elhagyéasaval kapott
halmazon kivill egy BC iv is hozzétartozik a mértani helyhez.
Specidlis eset, ha A aBC szakasz felez6pontja.

G18.3. Akkor lehet megoldas, haaz AE szakasz Thal esz-korének és atrapéz alapokkal
parhuzamos kdzépvona dnak van kdzos pontja.

Eredmény:

2-42.

G18.4. Forgassuk el A kordl pl. -90°-kal az MN szakaszt. Ekkor NM = MN', sANMN'
deltoid.

Az AMN ésAMN'’ haromszégek egybevégosaga miatt AMND = AMN'D, az APM és ABM
haromszdgek egybevagbsagamiatt AP=AB = 1.

Eredmény:

A mértani hely A kdzéppontu, egység sugarl negyedkoriv, kivéve B és D hatarpontokat.
G18.5. HaAb = 90°, akkor amértani hely az A pont.

HaAb 1 90°, akkor tUkrézzik A-t BC-re, igy kapjuk D-t; D-t tikrozve MN-re, kapjuk K-t; s
akeresett magassagpontok rajtavannak a K ponton ameno, BC-vel parhuzamos egyenesen.

Az egyenes azon Hi és Hz pontja nem tartozik a mértani helyhez, amelyre DH1 * DB és DH>
N DC.

Teruletszamitas 1.
G19.1. Pl. asllypontszerkesztési tétellel meghatarozhatjuk az egyes szakaszok osztési
aranyait, majd kiszdmol hatjuk a kapott részharomszogek terlileteinek aranyat (tertilet aranyos
az alappal és amagassaggal).
Eredmény:
n=_8.

G19.2. Az &tlok metszéspontjdt M-mel jelélve Taem = Tmpe.
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(19.3. Mutassuk meg, hogy T(APIK) — T(CPI) = T(CLI).
G19.4. Legyen pl. aBC oldaraemelt félkor kbzéppontja D, sirjuk fel az ABC hdromszog

terliletét az ABD és ACD ha&romszogek tertiletének dsszegekeént; majd ugyanezt végezzik e a
masik két oldalrais.

M egj egyzeés:

A megol dasban nem hasznéltuk ki, hogy az ABC h&romszog derékszogi, tehat az dlités igaz
tetsz6leges haromszogre is.

G19.5. Mutassuk meg, hogy a keletkezett hatszog kdzéppontosan tikkrds; majd haszndljuk fel
akis hdromszogek és az eredeti haromszog hasonl dsagét.

M egj egyzés.

Hasonl 6 hangszerel ésii az aldbbi feladat:

1955. évi Orszagos Tanulmanyi Verseny:

Egy hdromszdg bel sejében felvett tetszéleges ponton é a haromszég oldalaival parhuzamos
egyeneseket hlizunk. Ezek az egyenesek a haromszog terliletét hat részre osztjak. mekkora az

adott haromszog tertlete, ha adva van a kel etkezett 3 haromszdg teriilete: ty, to, t3?

Terlletszamitas 2.

G20.1. S egy haromszégtartomany, csicsal 8@ 09, 8% 19 (©,0).
e3 ge 2¢
Eredmény:
A tertlet i.
12

G20.2. HOzzuk be az AM szakaszt, sirjunk fel egyenleteket az ABM és ACM haromszogek
terUletére!

Eredmény:
X =22.

G20.3. Legyena ésb az A, ill. B pont helyzetét jellemzd szog. irjuk fel apa, ill. pe terileteket
az OAB korcikk, valamint a pontok vetileteibél adodd megfelelé derékszdgi hdromszogek
tertletének segitségével. p1 + p2 = b —a adodik, ami valdban AB hossza.

1

G20.4. Haszndljuk fel, hogy MA1 = A1A2 (M amagassagpont), és az Q X

1

tipust aranyokat

fejezzik ki amegfelel6 hdromszogek terlileteivel.
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G20.5. Hasonl 6ség alkalmazasaval megmutathatjuk, hogy pl. D, = 2,/T,T, , sezutén
alkamazzuk a szamtani-mértani kozép kdzotti egyenl 6tlenséget.

Geometriai egyenldtlenségek 1.

G21.1. Mutassuk meg, hogy r + R egyenlé a hdromszdg keriiletének felével, majd az
egyenl6tlenséget csak r és R segitsegével irjuk fel.

G21.2. Az Steruletiit haromszog oldalait jeldljuk a, b, c-vel, beirt kdrének sugarét r-rel.
Nyilvan s £ r2, valamint a+ b-t 2+/ab -vel ésc-t +/2ab -vel alulrdl becsiilve S3 (3+ 24/2)r2.

Egyenlé szart derékszdgii haromszogek esetén al fenn az egyenl 6ség.

G21.3. A Héron-képletbél abizonyitandd alitas:

Jabc(a+b+c) 3 /(a+b+c)(b+c- a)(a+c- b)(a+b- c).

Tovébbléphetiink pl. az & 3 & — (b — ¢)? tipusil egyenl 6tlenségeket alkalmazva, vagy az u = a
+b-c,v=a-b+c, w=—a+ b+ cheyettesités utén az u, v szamokra felirt szamtani —
meértani kdzép kdzotti egyenl 6tlenség segitsegevel.

Egyenl6ség szaba yos haromszdg esetén dlhat fenn.
G21.4. Alkalmazzuk a Cauchy Schwartz-Bunyakovszkij- egyenl6tlenséget a

el
(Jar, fbr, for, ) 6s &= o \/_ \/_ Q swémharmasokra. Felhaszndlva, hogy ar: + brs + crs =

ﬂ  kapjuk, hogy (5, +./r, + . | £ ab+bc+ac . 1tt ismét alkalmazhatjuk a Cauchy-

Schwartz Bunyakovszkij- egyenl 6tlenséget, vagy arendezés tételt.
Egyenl6ség szaba yos haromszdgben van, ha P a kdzéppont.

G21.5.
A D
Q O
Y
U C
Q
B O O c

Vegyuk fel pl. az bra szerint betizott egységoldal i négyzet B cslicsaban a koordinata-
rendszer kezdépontjét, ekkor A(0; 1) és C(1; 0) a koordinatak.
ea  a g

Legyen U(O; @) ésV(1; d); ekkor szamolhat6 Q két koordinatga: Qc
a+d a+dg
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Ezutan mutassuk mega BQC és UVQ haromszdgek tertiletének egyenl 6ségét, s hatédrozzuk

ad
2(a+
kozotti egyenl6tlenség segitsegével dsszehasonlithatjuk a BQC héromszog ésaBCVU
trapéz terlletét.

ismega BQC hdromszog terliletét ( ). Végezetll a szamtani és harmonikus kézép

Eredmény:

A keresett terlilet legfeljebb a négyzet terliletének negyede lehet; a maximalis érték akkor [€p
fel, ha a=d.

M éas megoldasi lehet6ség:

Hapl.a BQU és CQV haromszogek terlletét x-szel, ill. y-nal jel6ljik, megmutathato,
hogy a BQC és UQV haromszogek terillete /xy . (Ekkor persze aBCV U trapéz teriilete

(xS

Geometriai egyenlétlenségek 2.
G22.1. Alakitsuk szorzattd az a + b® kifejezést, s alkalmazzuk a koszinusz-tételt.
Masodik megoldas (becsl és):

3 3

Mivel a, b < c, ezért c? =20 e
cC ¢

M egj egyzés.

Lényegében ugyanezt afeladatot tiizték ki a Kozépiskolai Matematikai Lapok 1995/7.
szamdban, a 3010. gyakorlatkeént.

A 2002. m§jus 22-i egyetemi felvételi feladatsor 8. feladata:

Egy héromszog oldalainak hossza a, b és c. Tudjuk, hogy & + b® = ¢2. Igazolja, hogy a
haromszdg ¢ hosszUsagul oldalaval szemkozti szbge 60°-na nagyobb, de 90°-ndl kisebb!

G22.2. Kénnyen lathat6, hogy az A csucs vagy az A-bol hlizott magasséag tal ppontja P két
lehetséges helyzete. Az a+ ma > b + ¢ egyenl6tlenseg Pitagorasz tételével és atertletképletek
segitségével |athatd be.

Eredmény:

A P pontot A-ban kell felvenni.

G22.3. El6sz6r mutassuk meg, hogy BD < CE (HBCP = Cb + 5°). Ezutan bizonyitsuk be,
hogy B és C akét kor kdzos AZ hurjanak kulonbdzé félsikjdba esik, majd allapitsuk meg a
két kor sugardnak nagysagviszonyét.
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G22.4. Legyen AC = a, CE = b, AE = c. Newton tétele értelmében (a Ptolemai osz-tétel
egyenl6tlenség alakban) AC-EF + CE-AF 3 AE-CF, ahonnan
BC+DE+FA3 a_ . b c

it et S + kovetkezik. A jobboldal kétszeresét
BE DA FC b+c c+a a+b
a , &, b b, C . C vabecsihejikaulrdl.

atb c+a a+b b+c b+c c+a
Egyenl6ség akkor lehet, haa= b = ¢, vagyis a hatsz6g szabalyos.

G22.5. @) Alkalmazzuk a cos

h, . . N .
= T Osszefliggest, at = rstertiletképletet ésaz a=

a

2RsinA szinusz-tételt. Ezek segitsegével l—g = %{;%nA +%(sm2A +sn 28)9. Osszegzés
e a

a

utan alkalmazzuk asinA + sinB + sinC = 4cos% cos% cos% Osszefliggést.
.2
a&/h h h 0
b) A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséghol ¢~—2= x ! + \/_b e 1 + \/_" x T £
loyhe  LoJhy L by

1
he

= = (Osszefliggéshdl kovetkezik az

1 1
saz —+—+
ha hb

=l

Geometriai egyenlétlenségek 3.

G23.1. Alkalmazzunk kétszeres nagyitast M-bél, ekkor O a haromszg magassagpontjaba
kerdl.

Eredmény:

Minimdlis értéket akkor kapunk, haM aB cslicsbdl hlizott magassag tal ppontja.

a

G23.2. a) Vegyuk észre, hogy g, =

3
1 1 1 1 . , , s
b) Mutassuk meg, hogy — + — +— ==, salkamazzuk pl. a szamtani-harmonikus kzép
m, m, m, r

kozotti Osszefliggést.
(G23.3. Egyenesen kell mennie V2 km-t, majd merélegesen elfordulva szintén V2 km-t.

G23.4. @) A baloldali egyenlétlenség a hatszdg szomszédos oldalaira felirt haromszog-
egyenl 6tlenségekbdl kovetkezik. Az ACE, ill. BDF haromszogek kertletének metszéspontjait
felhasznalva tudjuk felllrél becsiilni a hatszog keriletét, innen kdvetkezik az u +v > s

egyenl 6tlenseg.
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b) Az egyenlétlenségek nem élesithet6k. Az egyik példalehet az AB oldalra, lapos
haromszdg-tipust” hatszdg (AB ~ 2), amasik a,lapos téglalap-tipust” hatszég (AF = BC ~

S
2"

G23.5. Az egyenl6tlenség szorzatta alakithaté: (a—b +c)(a+b—-c)(b+c—a)(c+a—b) >0.
Vektorok

G24.1. Dolgozhatunk koordindtageometriai eszk6zokkel: ekkor érdemes a beirt kor
k6zéppontjdban v asztani az origot.

Mésik megoldasi lehetéseg vektorok alkal mazésa

G24.2. Alkalmazzuk avektorok skaléris szorzatét!

G24.3. a) Eszrevehetjilk, hogy a H pont koriili 90°-os elforgatés pl. BC-t H—A1 -be viszi.
b) Az a)-beli egyenl6seg éppen a sl ypont-tul gjdonsagot jelenti.

G24.4. Az egyenletet atalakitva ﬁf(ﬁ: + ﬁ) =0.

M egj egyzés.
Mely X pontrateljesiil az egyenlet, ha X az AB szakaszon kivdll is lehet?

G24.5. Legyen AB és CD metszéspontja E, AD és BC metszéspontja F, D és AC tavolsagah,
B és AC tavolsaga k. Ekkor terlletek segitsegével megmutathatd, hogy helyvektorokkal
. k+h k-h
felirvapi1= ——c+——
2k
hogy PP, és @; parhuzamosak (egymés szamszorosai), a P1, P2, Ps, P4 pontok

szimmetrikus helyzete miatt ebbdl mér kdvetkezik az alités.

e. A megfelel6 p2, p3 és p4 vektorok felirdsa utdn mutassuk meg,

Geometriai trigonometria 1.

G25.1. Legyen a CH magasség talppontjaaz AB oldalon D, sirjuk fel az igy kapott
derékszogli hdromszogekben a hegyesszogek szogfliggvényeit.

M és megoldasi lehet6ség:

Legyen BE aharomszog koré irt kor &méréje, s mutassuk meg, hogy AHCE para elogramma.
G25.2. AB =y, CD = x bevezetésével egyrészt xy = 2; masrészt hafelirjuk a koszinusz-tételt
az ABC haromszog BC oldal ara, a kapott negyedfoku egyenletnek egyetlen pozitiv gyoke

van.

Eredmény:
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cD=%2.

G25.3. Legyen pl. az A cstcshdl huizott magassag talppontja D. Mutassuk meg, hogy az
AEDF harnégyszdgben AEF és ABC haromszogek hasonldk, s mivel az AEF haromszdg koré
irt kor &méréje AD, megvan a hasonl 6sag aranya.

Masodik megoldas:

Dolgozhatunk szogfiiggvényekkel is. Az dtaldnos szinusz-tétel segitsegével EF =
2Rsinasinbsing.

G25.4. Mutassuk meg, hogy pl. QB = BC
2cosa

alkalmazzuk az dtaldnos szinusz-tételt.

(innen megkaptuk a kerlletet), majd

Eredmény:

tgABCD + tgBCAD + tgCABD = %.

G25.5. Mutassuk meg, hogy hegyesszdgii haromszogben a 1Jcrosx

flggvény konkav, s

alkalmazzuk a Jensen-egyenl 6tlenséget.
Egyenl6ség a szabd yos haromszégben 1€p fel.

Geometriai trigonometria 2.
G26.1. Bocsassunk D-bdl, ill. E-bél merdlegeseket a szemkozti szérakra, ezen merélegesek
talppontjai N és M; valamint hizzunk F-bél merélegeseket a DN, ill. EM szakaszokra, ezen
merélegesek talppontjai F1, ill. F2. Az FFD és EF2F haromszdgek hasonl 6sagabdl az dlitas
mar kovetkezik.
Masodik megoldas:
Az ADFE harnégyszdgben alkalmazhatjuk az altalanos szinusz-tételt és a koszinusz-tételt.

G26.2. irfjuk fel aszinusz-téelt az ACD és ABD haromszogekben az AD, ill. az AB = CD
oldalakra.

Eredmény:

a=72°

G26.3. Alkalmazzuk a szinusz-tételt az API, ill. AQI haromszogekben!
Eredmény:

Mivel ABt AC, ezért AD = 60°.
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G26.4. A CH magassag tal ppontjat Q-val, az AH magassag talppontjé R-rel, az AB oldal
felezépontjat P-vel jeldlve CHT és CQP, valamint ABR és AHQ h&romszégek hasonl 6ak.

G26.5. Alkalmazzuk ab) egyenletben az addicios tételeket, majd a szinusz-tétel segitségével
térjink &t az oldalakrdl a szogekre.

Térgeometria

G27.1. Legyen az AE és CD egyenesek metszéspontjaF. A sikmetszet tovébbi cslicsait FM és
CC1 metszéspontja G, valamint FM és DD1 metszéspontjaH adjak. A sikmetszet szerkesztése

utan alkalmazzunk hasonl6sagot! (A sikmetszet trapéz, szarai £ €s g aapja % €s
% hosszliak; atrapéz terlilete az AFH haromszdg teril etének g része.)

Eredmény:

t » 0,94.

G27.2. Legyen az AB szakasz felezépontja F, s mutassuk meg Pitagorasz tételével, hogy O:F?
— O2F? = O1P? — O2P?, innen PF és 010, merélegesek.

G27.3. Az AC ésBD atlok M metszéspontjaa gula S csticsbél indulé magassagan van, ésez a
magassag felezi az ASD és BSD egyforma szogeket. Forgassuk ezt a két haromszoget
egymaésra, és bizonyitsuk az igy ad6do sikgeometriai allitést.

M egj egyzés.

Lényegében igy szOlt az 1957. évi OTV masodik fordul §jaban kittizott 3. feladat is.

G27.4. Tekintsik az AB szakaszra O kdzépponttal emelt Thalesz-gémbdét, legyen C

tukorképe O-raE; ekkor cosDBED < cosDCED, DBED > DCED afeladat dlitdsa. Ennek
bizonyitaséra fejezzik ki a szinusz-tétellel aharomszogek koré irt korok sugarait.

G27.5. @) Legyen DA =pDP és CB =qCQ. Vezessiik le DB + CA = DA + CB segitségével,
hogy NM = pNP+ NQ+p4qDC mivel M, N, P, Q egysikuak, innen p = q kovetkezik.

b) Vegyuk fel atérbeli koordi nét&rendszert, s alkalmazzunk vektoridlis szorzatokat. Pl.:

aoo B%e‘/éa 0,03 ca% EO . Ekkor D, M, N felirhaté, spl.

— o &
p:g%,-é,o LU R =
é& 27g §2/3'2 33 Sé 2

&IIO Q-

ésQ= §_OO

Q'|'_|O

&IIO:
Nlm

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu -19/20-



Orosz Gyula: Kulfoldi kézépiskolai matematikai versenyek

NQ WXWD): 0 dapjan s =t; ateriletre felirhatd T(MNPQ) = %GWQXEM‘WXW)

- o at+Db? i
alapjanaminimaisarany t = o7 esetén adodik.
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