Orosz Gyula: Rekurziv sorozatok

Rekur ziv sor ozatok

Bevezeto

A kozépiskolas torzsanyag a rekurziv sorozatok elméletét nem tartalmazza. Az dtalanos
tantervii osztalyokban a szamtani és mértani sorozatokkal foglalkozunk; ezenkivil fakultacio
keretében tanitjuk 11. és 12. osztalyban a sorozatok analitikai tulajdonsagait, a
hatérértékszamitast. Rekurziv sorozatokat csak érintélegesen, alkamankeént hasznalunk, féleg
konkrét feladatok esetében. (Néhany feladat taldhato ebbdl atéméabdl az dsszefoglal 6
érettségi feladatgyiijteményben, valamint az utdbbi évtizedek egyetemi felvételi feladatai
kozott.)

Méltanytalanul elhanyagoljuk arekurziv gondolkodasmdd tanitését. Tapasztalataim
szerint ez akombinatorika-jellegii téma sikeres a diakok korében (pl. tobb feladat megoldésa
egyszertibbé, elegansabba valik). Nehézséget leginkabb az okoz, hogy arekurziv kapcsolatok
kezelése komoly technikai jértassagot igenyel, amit csak sok gyakorlassal, idéigényes
rutinszerzéssel lehet elérni.

A rekurziv sorozatok témakorének tobb (felséfoku) folytatdsais van. Az alkalmazésok
korébol néhany (nem egyformafajsillyal) ezek kozdl:

— Catalan-szamok;

— Markov-lancok;

— generdtorflggvenyek;

— differenciaegyenl etek;

— differencia egyenl etek;

—szimul&ciés modellek (pl. a kéosz jelensége a popul &ci6biol 6gidban).

A rekurzios problémék a szamitogépek elterjedése 6ta még inkabb el 6térbe kerdltek,
hiszen a gyors gépek rendkivil alkalmasak az a goritmikus szdmitasokra. Godoljunk csak a
véges rekurzidk numerikus kezelésén kivil pl. arekurziv figgvények és gorbeék, afraktélok
vizsgdlatara.

A cikk tovébbi részében a kovetkezé témakoroket vizsgajuk:

1. Altalanos fogalmak

2. A rekurzidk és ateljesindukcio kapcsolata

3. Elsdrendii rekurziok

4. Az elsérendii linedris rekurziok atalédnos megoldasa
5. Méasodrendii rekurziok

6. A masodrendii rekurziok alkalmazasa

7. Egyéb rekurziok

8. Erdekességek (triikkok és problémak)

9. Gyakorl 6 feladatok
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1. Altalanos fogalmak

A rekurziv osszefliggések szakmai és modszertani elemzését altalaban Ugy végezzik €,
hogy arekurziv sorozatok térgyalt tipusait altalanosan megoldjuk (vagyis meghatarozzuk az
explicit alakot), majd a probléma megol dasét visszavezetjik arekurziv osszefliggés
keresesére, ill. feldlitésara

M ddszertani szempontbdl egyébkeént is érdemes killon egységkeént targyalni arekurzid
feldlitasat és megoldasat. A matematikailag kezel hetetlen rekurziv sorozatok tagjai is gyakran
el6allithatok szamitogéppel.

Jelolések:

Allapodjunk meg a kdvetkezokben. Jelentse (a) azt a sorozatot, amelynek tagjai ay, a,
as, ... th. Az i, k, nindexek atovébbiakban természetes szdmokat jelentenek, a sorozatok
kezdétagjat 0-tdl vagy 1-t6l indexeljUk.

Explicit ésrekurziv alakok:

A sorozat explicit megadésa azt jelenti, hogy az altaldnos n. tagot olyan képlettel adjuk
meg, amely csak n-t6l flgg (teha nem fligg a sorozat korédbbi tagjaitdl). Pl. a,=2n,n3 1. A
rekurziv formula olyan egyértelmi utasitas, amellyel a sorozat tagjait a kordbbi tagok
segitségével fejezhetjik ki. Ekkor a sorozat bizonyos szamu kezdétagjét el6re meg kell adni,
hiszen csak igy tudjuk a késébb kovetkez6 tagokat meghatarozni. Az €l6z6 példarekurziv
megadasa: a, = a1 +2 (N3 2) ésa = 2; vagy az ezzel egyenértékii ang =an+2(n3 1) ésa
=2.

Az explicit alak segitségével a sorozat algebrailag és anditikailag is kénnyen
kezelhetove valik. Ezért dtaldban arekurziv sorozatok explicit alakjanak meghatédrozasa a
célunk; ezt nevezzik arekurzio megoldasanak. A forditott iranyu - explicitbdl rekurziv -
atirésraritkdbban van szikséeg.

Rekurziok osztalyozasa:

A sorozatokat jellemezhetjik attdl fliggéen, hogy arekurziv dsszefliggésben a sorozat
hany korabbi tagja szerepel (vagyis hanyad rendii arekurzio), taldhat6-e konstans tag stb.
Néhany példa:

da,=a1+d(n3 2),a =c(c, dalandd). Ez aszdmtani sorozat rekurziv alakja;
dlando egyltthatds, elsorendii, d = 0 esetén homogeén, egyébkeént inhomogén, linearis
rekurzio. Az ismert explicit formula: a,=c+ (n—21)d, (n3 1).

b) by =qbns (N3 2),b1=c(c,q? 0 &landdk). Ez amértani sorozat: alando
egylitthatds, elsdrendii, homogén, linedris rekurzid. A mértani sorozat explicit alakja b, = cq™
1

(n3 1).

C) Ch = NCn1 (N3 1), ¢o = 1. Nem-allandd egytitthatos, el sérendi, homogeén, lineéris
rekurzié. Megoldasac, =n! (n3 0) a0! = 1 megallapodassal .
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d) A jol ismert Fibonacci-sorozat: f, = f1 + fro (n3 2), fo = f1 = 1 dlandd egyiitthatds,
maéasodrendii, homogeén, linedris rekurzio.

e dn= o2, elsdrendi, e, = masodrendii, gn = 0n-1°0h-2 + On4 pedig negyedrendii

€2

n

homogén nemlinedris rekurziok.
A sorozatok rekurziv alakja nem egyértelmii:

Tekintslk pl. a 2, 4, 6, 8, ... szamtani sorozatot. Ennek egy rekurziv megadasa lehet a
"klasszikus' a, = a1 +2 (N3 2), & = 2 képlet.

A sorozatot megadhatjuk masodrendii rekurzioval is: a, = a,» + 4 (n3 3), ekkor két
kezdétagot kell megadnunk: & = 2 ésa = 4. A sorozatot harmadrendii (és hasonl6
gondolatmenettel tetszéleges rendii) rekurzidval is megadhatjuk: a, =a, 3+ 6 (n3 4),sa
kezdeti értékek &g =2, a» = 4, a3 = 6.

Egy masik gondolatmenet a kovetkezo:
A szamtani sorozatban barmely kdzbilso elem a két szomszédos tag szamtani kdzepe.

a.,ta

fgyn3 2esetén a, :'T”*l,vagyisa]ﬂ: 28y — &1, innen indexeltol assal a, = 2a,-1 —

an2 (N3 3). Ezzel amodszerrel egy mésodrendii rekurziét kaptunk, amelynek két kezdbtagjat
kell megadnunk: &g =2 ésa, = 4.
an-Z + an-l + a'n + an+l +a
5
felhaszndlésava: o =—aw1 +4an—a1—an2 (N3 3), =2, @ =4,8=6, 4= §;
és igy tovabb.

Negyedrendii rekurziéhoz jutunk pl. az a, = 2 Gsszefliggés

2. A rekurziok ésateljesindukcié kapcsolata
Altalénosan haszndlt eljérés, hogy arekurziv osszefliggés alapjan felirjuk a sorozat

néhany kezdétagjét, kialakul egy sejtésiink a sorozat explicit alakjéra, majd a sgjitést teljes
indukcioval bizonyitjuk. Nézziink néhany feladatot!

2.1. feladat: Hatérozzuk megaz a, =+1+a,_,°, (n3 2, & = 1) sorozat explicit alakjét!

Megoldas: Az a, = V2, a, = V3, a, = 2 behelyettesitések alapjan az a,, = Jn
Osszefliggést sejthetjuk meg. Teljesindukcidval bizonyitunk: feltesszik, hogy a, = Jk,s
kérdes, hogy a,,, =+vk +1 teljesiil-e. A rekurzios 6sszefliggés és az indukcios feltevés

dapjan a,,, =y1+a’ =41+ JK = V1+K, vagyis sejtésiink igaz.

M egj egyzés: Erdemes a sorozatot més pozitiv egész kezdéérték esetén is megvizsgélni.
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2.2. feladat: Hatérozzuk megaz a, = > 1 ,(n® 2, a :%) sorozat explicit alakjat!

n-1

Megoldas: A sorozat néhany kezdotagja alapjan (a, :%, a, :g, a, :g) az

n

a = niﬂ sejtést probaljuk bebizonyitani az a, = kiﬂ indukciés feltevéshil kiindulva,

. 1 1 k+1 .. n
M = = = i | képl 5 =
ivel a,,, 2 a K k+2,|gyazexp|C|t éplet valoban a, 1

2.
k+1

2.3.feladat: Aza,=2a,1—1(n3 2, ay = 2) sorozat mely tagjai oszthatok 3-mal?

Elsé megoldas: A sorozat tagjainak harommal val6 osztasi maradékai (2, 0, 2, 0, ...)
periodikusan ismétlédnek. (A periodicitas egyébként - a skatulya-elv miatt - barmely rendi
rekurziv osszefiliggés és a 3-as helyett tetszéleges modulus esetében is fenndll, ha a sorozat
elemel egészek.) Igy asorozat paros indexii tagjai - és csak azok - oszthatok 3-mal.

M asodik megoldéas: A sorozat kezdéelemel 2, 3, 5, 9, 17 stb. Eszrevehetjiik, hogy
mindegyik tag eggyel nagyobb egy kettshatvanyndl, igy az a, = 2"+ + 1, n3 1 explicit alakot
seithetjiik meg. Az indukcids feltevés a, = 2% + 1, ebbdl kell belétnunk, hogy a1 = 2+ 1,
ez pedig az a1 = 2a— 1 = 22 + 1) — 1 = 2 + 1 4tal akitasbdl mar kovetkezik.

2™ + 1 ugyanazt a maradékot adja 3-mal osztva, mint (— 1) + 1, tehét a sorozat paros
indexii tagjai oszthatok 3-mal.

3. Elsérendi linearisrekurzidk

A szamtani sorozat a, = a,1 +d (n3 2), & = ¢ (¢, d dlando) rekurziv formulgjat
kézenfekvo gy atalanositanunk, hogy a képletben ad konstans helyett egy n-t6l fliggé
valtozot szerepeltetiink. Jeldljuk avaltozot f-nel, ekkoraza, = a1 +fra (N3 2,4 =c, C
allandd) rekurzi6 explicit alakjat keressik.

irjuk fel az i. tag rekurzios alakjét rendreazi =1, 2, 3, ..., n esetekben:
a1 = C,

& =a +fi,

B=a+f,,

a=a1 +fi,

an = a1+
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n-1
Az egyenleteket Gsszeadva, a kozbilso g tagok kiesnek, az a, =c+ é f. explicit alakot
i=1
kapjuk. Vagyis minden olyan esetben felirhatjuk a,-et zart alakban, amikor é f. zart dakra
hozhato.
Az eljaras nem tul nehéz, a didkok egy része 6nalldan, masok kis segitséggel réatalanak
amegoldasra. Az alabbiakban felsorolunk néhany feladatot.
3.1 feladat: Folytasd az 1, 2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, ... sorozatot!

a) Mi lehet a sorozat 1995. tagja?
b) A sorozat mely tagjai oszthatok 3-mal?

Megoldas: @) A sorozat persze tetszélegesen folytathatd. Az egyik |ehetséges megoldés
aZa,=a1+tn—-1(n3 2, a =1) dsszefliggés felismerésén alapszik. Az

=1,
p=a+1,
B=t2,

&h=a1+tn-1

egyenleteket Osszeadvaa, =1+1+2+...+(n—-1) =1+ n(n2- 1),sigya1995=1+

19951994
—

b) A 3-mal val6 oszthatosag szempontjabol elég vizsgalni az a, =1 + nn-1 _

nn-H+2 explicit dak szamla 6jét, hiszen 2 és 3 relativ primek.
Han maradéka 0, 1 vagy 2, akkor n(n — 1) + 2 maradékarendre 2, 2, 1. Vagyis ebben a
sorozatban nincs 3-mal oszthat6 tag.

3.2. feladat: Legfeljebb hany részre osztja n egyenes a sikot?

Ezt aklasszikus feladatot a didkok egy része altaldban meg tudja oldani. Néhanyuknak
esetleg segitlink elindulni, felvesszik a kezdéhelyzeteket, de a rekurzids dsszefliggést mar
ondlldan sgjtik meg.

M egoldéas: Adott szamu egyenes esetén a legtdbb sikrészt akkor kaphatjuk, ha az
egyenesek kozott nincsenek parhuzamosak és semelyik ponton nem megy at ketténél tobb
egyenes, tehét a tovabbiakban feltessziik, hogy az egyenesek altalanos helyzetiiek.

Nézzik meg, hogy n=0, 1, 2, 3, 4 egyenes felvételekor hany tartomany keletkezik!
Némi prébalkozas és rajzolés utan kapjuk az aldbbi tablazatot:
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Egyenesek szama: O|1]|2|3]|4
Tartomanyok szama: 1124711
K il onbség: l1]2]3] 4]

Eszrevehetj ik, hogy aszomszédos tartomanyszamok kiil nbsége eggyel né.

A sgjtés bizonyitasahoz tegylk fel, hogy n — 1 egyenes S, ; részre osztja a sikot. Az n.
egyenes elmetszi a korabban felvett n — 1 egyenest, ekkor n — 1 Uj tartomany kel etkezik;
valamint az utolsd metszéspont utan szintén kapunk egy plusz sikrészt. Vagyis n egyenes
legfeljebb S, ; + nrészre osztjafel asikot, mint azt sgjthettik. (Az doran az n = 5 eset
|athato.)

\+\ +/ + +

AzS =S 1+n(nd 1, S = 1) rekurzidé megoldédsa mar nem okoz nehézséget. Az
egyenleteket 0sszegezve S, =1+1+2+...+n=1+ w képlet adddik. A kapott

képlet dsszhangban van az eddigi eredmeényeinkkel, errol az n £ 4 kezdeti értékek
visszahel yettesitésével meggy6zédhetiink.

M egjegyzés. A problémaakdzépiskola érettsegi példatar, a"Zold kényv" 3626. sz.

feladataban a kdvetkezé megfogal mazashan szerepel: "Bizonyitsa be, hogy n darab egyenes a
2
sikot legfeljebb %m részre osztja."

Itt ateljes indukcids bizonyitést arekurzios 6sszefliggés segitségével lehet elvégezni.
Ebben az esetben is egyenértékii ateljes indukcié és arekurzid modszerét haszndl 6 megol dés,
bar ateljesindukci6 akamazasahoz ismerni kell a végeredmeényt.

Altaldban is gyakoroltathatjuk (ismétlés, szinten tartés) az egyik téma keretében a
masikat.

3.3. feladat: (Z.3627.) Bizonyitsa be, hogy n kor asikot legfeljebb n>—n + 2 részre
osztja.

Az el6z6 feladat megjegyzése most is érvényes, bizonyithatnank teljesindukcioval is.
Haszndljuk azonban arekurzio feldllitdsanak és megoldasanak a mddszerét, hiszen igy azt is
megtudjuk, hogyan kaphaté meg az explicit képlet.

Megoldas: A képletet n3 1 esetén igazoljuk, n = O-ranem teljesll.
Adott szamu kor felvételekor alegttbb sikbeli tartomanyt akkor kaphatjuk, ha barmely
két kor két pontban metszi egymast és semelyik metszésponton nem megy a kettonél toébb
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kor. (Ellenkezo esetben a tartomanyok szaméat ndvelhetnénk.) A tovabbiakban tehét csak az
ilyen helyzetii korokkel foglalkozunk.

Tegyik fel, hogy n— 1 darab kor kn; részre osztjaa sikot. Az n. kor felvételekor 2(n —
1) metszéspontot kapunk, s mindegyikhez tartozik egy Uj tartomany (az dbraaz n = 4 esetet
mutatja).

fgy ak,=kn1+2(n—=1) (N3 2, ky = 2) rekurziv dsszefliggést kapjuk, ennek megol désa
kn=2+2(1+2+...+(n—=1)) =2+ n(n—1), ami valéban megegyezik a bizonyitandd n’ —n
+ 2-vel.

A szélsbhelyzet  is érheté. Tetszéleges n esetén megadhatunk n darab kort Ugy, hogy
barmely kettének két metszéspontja legyen. Pl. egy adott kort rogzitett iranyban (n — 1)-szer
»Kiss&" eltolunk; haaz els6 és utolso kor kozéppontjanak tavol séga kisebb, mint akor sugara,
akkor mindegyik kér metszi mindegyik kort, kil 6nb6z6 pontokban.

3.4. feladat: Hany atl¢javan egy konvex n-szégnek?

Egyik lehetséges megoldéas: Osszekatjiik a pontokat egymassal, megszamoljuk a
kel etkezett szakaszokat, majd levonjuk az oldalak szamat.

Az elsb cslicshol n— 1 darab szakaszt hiizhatunk (kimarad 6nmaga); a masodik cstcsbdl
mar csak n — 2-t, hiszen az €ls6 csliccsal mér Gsszekotottik egyszer; a harmadikbél n — 3-at
stb; végill az utolso, (n—1). csticsbdl mar csak egy szakasz hiizhatd. A behlzott szakaszok
nn-12 n(n-l)_n_n(n-3)

2

szamal+2+..+(n-1)= , az &ldék szamatehat

Mésodik megoldas. Minden cstcsbdl n — 3 atl6t hizhatunk; ez n(n — 3) alot jelent.

Mivel minden &tlo6t kétszer szamoltunk, az 6sszes atld szama w )

Harmadik megoldas (rekurziv gondolatmenettel): Tegyik fel, hogy akonvex (n— 1)-
szdg &ldinak szama An;. Sorszamozzuk be a csticsokat pl. pozitiv iranyd korlljaras szerint 1-
t6l (n—1)-ig, ésaz n. pontot az 1. és (n — 1). kdzott vegyuk fel. Az n. pontbdl n— 3 darab G
a6 indul ki (kimarad akét szomszédos csics); valamint az 1. és (n — 1). cstics kdzott is
keletkezik egy U atlo. (Eddig ez a szakasz egy oldaél volt.) Vagyisaz An = A1 +n—-2(n3
4, A3 = 0) rekurzié explicit alakjat kell eléallitanunk.
n(n- 3)

Ennek megoldasa a hagyomanyos moédon A, =2+3+ ... +(n—-2) = 5
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M egjegyzések: Az elso két megoldas aapjan ez a problémamar ataldnosiskoldban is
tipusfeladatnak minésiil a tehetségesebb gyerekek korében. A harmadik megoldésis
minimdlis technika appardtust hasznal. A didkokat egyszeri feladatokkal érdemes mér igen
koran hozzaszoktatnunk a rekurziv gondolkodasmodhoz.

A kozépiskolasok szamara akkor ad valami Ujat az - esetleg sokadszor hallott - feladat,
ha kifejezetten rekurzion aapul 6 megoldast kériink. Az egyszerti feladatokkal is tudunk
gyakoroltatni, mert arekurzio feldlitasa Ujszerii gondolatot kivan.

3.5. feladat: Egy szabalyos 8-sz6g alaku labirintus egyik cslicsaban egy egér, masik
cslicsaban egy sajtdarab van. Az egér nem latja a sgjtot; minden |épésben a 8-szog oldalai
vagy atloi kozil véletlenszeriien val aszt egyet, és az utat csucstol cslcsig végigjérja (tehét pl.
amasodik |épésben visszatérhet akiindulasi helyére).

a) Mekkora annak a val6sziniisége, hogy az egér nem taldja meg a sgjtot?

b) Atlagosan mennyi idé mulvataléljameg az egér a sajtot?

c) Atlagosan mennyi idére van szilksége az egérnek, ha az 6sszes cslicsot &t akarja
kutatni?

Megoldas: A cslicsok szerepe szimmetrikus. Az egér barmely csticsbol %

val6szintiséggel taldjameg asgjtot, ill. g val0szintiséggel egy masik cslicsba jut.

n

a) Annak aval6szintisége, hogy az egér az n. |épésig nem taldljameg a sgjtot, ggg .Ez
az érték alépésszam novekedtével nulldhoz tart, tehat az egér el 6bb-utdbb 1 val 0szintiséggel
ratalal asgjtra.

b) Jel6ljuk L-lel asajt megtaldasahoz szilkseges &tlagos | épésszamot. Az egér az
alaphelyzetbdl vagy % val6szintiséggel egy |épésben célt ér, vagy g val6szintiséggel 1€p egyet
és egy masik csucsba keriil. Ez az dlapot akiindulési helyzettel ekvivalens, innen tovabbrais
L asajt megtal dasdhoz szilkséges atlagos | épésszam. Ennek alapjan afelirhatd rekurziv
osszefliggés: L = %>§L+g(1+ L). Ennek megoldésal = 7.

A sajt megtald asdhoz szilkséges atlagos "id6" 7 1épés.

c) Szinezzuk be a csticsokat: legyen pl. piros szinii az a cstics, ahol mar jart az egér, és

legyen kék, ahol még nem. Kezdetben egy cslics piros, ahol az egér dl, atobbi hét kék szini.
Az elsd |épésével az egér mindenfél eképpen "pirosra szinez" egy csucsot. A masodik |épés

mar kétféle |ehet: % val0szintiséggel piros csticsba vezets ét vélaszt az egér, g
val6sziniiséggel kék csiicsba vezetét. (Ekkor 3 piros és 5 kék cstics lesz.) Altaldban ha akék
csticsok szamaii, % val0szintiséggel kék, % val0szintiséggel piros csticsot vl aszt az egér.
(Itt kihaszndltuk, hogy az egér mindig piros csticson al.) Jel6ljuk L;-vel azt az élagos

|&pésszamot, ami az dsszes csUcs pirosra szinezésehez szilkkseges, hameég i darab kék van
kozottik. A feladat L; meghatarozésa.

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu -8/32-



Orosz Gyula: Rekurziv sorozatok

Haakeék csicsok szdmai, I; val6szintiséggel kék csticsot valaszt az egér. Ekkor tortént
egy lépés, és (i — 1) kék cstics maradt; az ezek szinezéséhez szilkséges |épésszdm L. Ha

% val6szintiséggel piros csticsot valaszt az egér, akkor |ép egyet, éstovabbrais alagosan

L; Iépésre van szilksége. Ez dapjanaz L = I—(1+ Li_1)+%(1+ Li) véges rekurziét irhatjuk

7
fl (=12, .., 76ésLo=0).

A képlet atalakitasautanaz L = L1 + IZ formulat kapjuk, ahonnan L; = é T7 = 32,15,
ennyi a cslicsok bejarasahoz szilkséges étlagos | épésszam. B

M egjegyzés. ez egy tipikus bolyongas-feladat a Markov-lancok témakorébdl. ;

Néhany tovabbi feladat 6nall6 gyakorlasra:

3.6. feladat: Hany részre osztja a sikot n darab parhuzamos helyzeti téglalap?

3.7. feladat: Hany 5-tel oszthaté szdm van az a, = a1 + %, (N3 2, & = 1) sorozat €lss
100 tagja koz6tt?

3.8. feladat: Hany haromszoget hatéroz meg n darab dtalanos helyzetii pont a sikon?
3.9. feladat: Legfeljebb hany részre osztja ateret n darab sik?

3.10. feladat: Legfeljebb hany részre osztja ateret n darab gdmb?

4. Az elsérendii linearisrekurziok altalanos megoldasa

Tovabbi dtalanositasi lehetéség, amikor az a, = b, + ¢ képletben ab, ¢ egyltthatok
dlanddk, demost bt 1.

4.1. feladat: Adjuk megaz a, = ba, 1 + ¢, (N3 2, a; = €) rekurziv sorozat explicit
aakjat!

M egoldas: irjuk fel asorozat néhany kezddtagjét és vizsgdjuk aszomszédos tagok
kUl 6nbségét:

=6

2 =@y +C,
& = b+,
&y =g + C,
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A kulonbségek: @ —ay =bey +c—e - =b(ax—a), s —ax=b(a—-a), ...
Definialjuk a (d) kilonbségsorozatot di = g — a1 (i 3 2) formaban, ekkor d; = bey + c—e (=
allando), ds = b, ds = bxds ... Vagyis (d) egy b hanyadosi mértani sorozat, d, = b™2xd,.
Mivel a, = dn + ay1, 81 =dna1 + a2, ... & = d; + &, a(d) sorozat ismeretével egy olyan
elsérendu rekurziot kaptunk (a)-ra, melyben a, egytitthatéja 1. Ennek megol dasa mar

n n-l_
egyszerii: az egyenleteket Osszeadvaa, = &y + é d ,innena,=a + bb 110'2 =et
i=2 -
n-1
b 1(be+c- e).
b-1

4.2. feladat: Mi az a,=2a,1 + 1, (n3 2, & = 3) rekurziv sorozat explicit alakja?

Megoldas: A sorozat kezdétagjai: an =3, =28+ 1=7, =2 +1=15,a=2a3+ 1
= 31. A kiillonbségsorozat dr = 4, ds = 8,d; = 16, ..., dh = 2" lgyan =y + q d, =3+4+8+

i=2

L+2"=om_q

M egj egyzések:

n-1

11(be+ c- e) formuldba

Természetesen a kordbban levezetett dtalanos a, = e +

egyszertien behelyettesithettik volnaaz a; = e =3, b= 2, c = 1 értékeket.

Az islathatd, hogy a kildnbségsorozat haszndlata miatt kissé kényelmesebb az (a)
sorozatot O-t6l indexelni.

Egyébként az explicit alak kénnyen megsejthetd, dolgozhattunk volnateljes indukcidval
is.

4.3. feladat: Adjuk meg az a, = bpya1 + ¢, (N3 1, a = €) dtaanos el sérendii linearis
rekurzié megol désat!

M egoldas: Hac, = 0, akkor arekurzid homogén, egyébként inhomogén. Az dtalanos
megol dast a specidlis homogén rekurzi6 megol dasa segitségével alitjuk €é.

A tovébbiakban feltesszilk, hogy b, 1 0 (egyébként arekurzi6 elfajul). Legyenac, =0
esethez tartozd homogén rekurzié megoldasa (h): h, = bhng (n3 1, hy értéke egyel6re
szabadon vélaszthat6); majd tekintsik a (q) = 83—19 sorozatot: G b,a,, + &0 -
ehg h h h

n n n

%+C—”.Az igy kapott g, = gna + ﬁ—“,(n3 1, qo késébb meghatarozandd) rekurzid
n-1 n n
. _ g C . a, a, ¢ C ., 3 C
megoldésag,=o+ g —,innen —=—+g —,vagyisa,= —h_ +h. g —.
2 h, h, h, &h h, = Dy

A homogén rekurzié megoldasa h, = hobsb,...by; ha b, dlandd, akkor specidlis esetként
amértani sorozatot kapjuk meg. Az islathat6, hogy a hy =1 valasztas a legkényel mesebb.

4.4. feladat: Oldjuk meg az a, = 3a,1 + 2", (n3 1, a = 1) rekurziot:
a) irjuk fel asorozat €ls6 n elemének Osszegét n fliggvényekeént;
b) alapitsuk meg, hogy a sorozat mely tagjai oszthatdk 5-tel!
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Megoldas: A sorozat néhany kezdotagja: ap =1, & =5, a = 19, ag = 65.
A 4.3. feladat megoldasa alapjan el6szor ah, = 3h,4, (N3 1, hp = 1) homogeén lineéris
rekurziét oldjuk meg. A (h) mértani sorozat explicit alakjah, = 3". Ezutan meghatarozzuk a

X o O
rc e g2 281- 35 L@ @80 20
[¢] i [o] i [o] - T
— Osszeget;, 4 —=a - =— =3 =-¢=F T=2-3¢c-+ .Végilaz
ia:lhi = ia:.lhi a3 3¢ 22 3‘23 e3g 3g3z =
N
e & 5"t o
a, :&hn +hn§1i osszefliggés alapjan a, = 3" + 3"¢2- 389—29 T =3 _ 2™ vagyisaz
h, = hy e3g 4

explicit alak a, = 3™ — 2™ (n3 0).
A kapott képlet 6sszhangban van az eddigi eredményeinkkel, errél az n £ 3 kezdeti
értékek visszahel yettesitésével meggy6zédhetiink.

B i 3™-1
a) Az elsi nelem Gsszege Sh1 = (3'+l - 2'+1)= 5
i=0
b) A 3" — 2™ kifejezés 5-tel val6 osztasi maradékait vizsgaljuk. Az oszthatdségi
szempontbdl egyenértékii (— 2)™* — 2™ kifejezés paros kitevskre (tehét pératlan n értékekre)
nulla maradékot ad, paratlan kitevék (tehét paros n-ek) esetén —2:2™* amaradék. Tehét az a,
=3a,1+2"(n3 1, a = 1) sorozatban csak a paratlan sorszami tagok oszthatok 5-tel.

-2y

Méasodik megoldas. Egyes esetekben specidlis modszereket is alkalmazhatunk. Az

a=1,
& =35 + 2,
= 3ay + 2,

1= 380+ 2™,
8 =3a1 +2"

egyenletek Gsszeadésa el 6tt azonos egyUtthatokat dlitunk elé mindkét oldalon. Az n.
(utolsd el 6tti) egyenletet megszorozzuk 3-mal; az (n— 1). egyenletet 3%, az (n—2)-et 3>, ...,
véglil az els3 egyenletet 3™-nel. Az egyenleteket 6sszeadvaaz a, = 3" + 28" + 228" 2 + ... +
218 + 2" Bsszeget kapjuk, ami a (3 — 2)-es tényezdvel bévitve 3™ — 2™ (n 3 0).

Megjegyzés: A 3"+ 28" + 2282+ + 218 + 2" tipusti dsszeget felfoghatjuk egy
3" kezddtagu és g kvéciensii mértani sornak is, ekkor az 6sszegzés a hagyomanyos képl ettel

torténhet.

4.5. feladat (1972. kozgazdaségi egyetemi felvételi): Vaaki évente 2000 Ft-ot rak a
takarékpénztarba évi 5% kamatos kamatra. Hany év mulvalesz 100000 Ft-ja?

Megoldas: Ezzel afeladattal minden kozépiskolés didk taldkozik. Jelentse a, az n. év
végén meglévs Osszeget, ekkor tulajdonképpen az a; = 2000405, a, = (a1 + 2000)4,05 =
1,05a,; + 20004,05 rekurziét kell megoldanunk (n3 2). A kordbbi négy megoldasi modszer
mellé (teljes indukcid, kil nbségsorozat modszere, dtalanos képlet, egyltthatdk
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visszaszorzasa (4.4. feladat masodik megoldasa)) most aleggyakrabban hasznalt “frontalis”
modszert aka mazzuk.

Az elsb év végén a = 2000%,05 az 6sszeg; a mésodik év végen ez tovabb kamatozik,
értéke 2000:4,05° lesz; s az Ujonnan betett 2000 Ft tovabbi 2000%,05 értéket ad.

A harmadik év végére (20001,05% + 20004,05)»,05 + 2000%,05 = 20004,05° +
2000x4,05° + 2000405 a kamatozott 6sszeg. Eszrevéve a szabdlyossagot, az n. év végére
2000x4,05" + 20004,05™* + ... + 20004,05 a teljes dsszeg, ami nagyobb vagy egyenls, mint
100000. Ezutan alkalmazhatjuk a mértani sorozat 6sszegképletét. Eredmény: n3 24,97,
vagyisn =25 év.

5. Mésodrendii, allando egyttthatds, homogen linearis rekur ziok

Az a, = b1 + 0a,» (b, ¢t 0 konstansok) tipusu rekurziok ataldban szerepelnek a
kozépiskolakban. Az f,=f, 1 +fo(n3 2, fo =1 = 1) Fibonacci-sorozat explicit alakjat és az
el 6dllitas modszerét tobb kdnyvben, tankonyvben és példatérban megtal d hatjuk. Erthetéen
kevesebbet foglalkozunk a kzépiskoldban azzal az esettel, amikor a karakterisztikus
egyenletnek komplex gyokei vannak vagy amikor aval 0s gyokok egybeesnek. A teljesség
kedvéért mindhdrom esetre réviden megoldunk egy-egy feladatot. Azok szaméra, akiket a
téma részletesebben érdekel, gjanlhatjuk pl. az [1], [2], [6], [8] konyveket.

5.1. feladat: Adjuk megaz &, = a1 + 6a2 (N3 2, 8 =0, & = 1) rekurziv sorozat
explicit alakjat!

Megoldas: A sorozat kezdétagjai O, 1, 1, 7, 13, 55, 133, ... Az (a) sorozat megoldasét -
az elsérendii rekurziokhoz hasonldan - a, = X" alakban keressiik; ekkor az x" = x™* + 6x"?
atal akitas utan x"%(x> —x —6) = 0. Mivel x t 0, az x> —x — 6 = 0 Un. karakterisztikus egyenlet
gyokei b =—2 ésc=3. Ez azt jelenti, hogy az &, = a1 + 6a,-» Osszefiiggést az a, = b" = (= 2)"
ésaz a, = ¢" = 3" mértani sorozatok is kielégitik. Az dtalanos megoldést b" ésc” linedris
kombinéci 6jaként kaphatjuk meg; egyszerii behelyettesitéssel meggy6zédhetiink arrdl, hogy a
meértani sorozatok linearis kombinéaciéja val Oban megoldasa az eredeti rekurziénak.

Az a, = ub" + vc" dltaldnos megol dasban az u, v értékeket az a = 0, a; = 1 kezdeti
értekek illesztésével hatarozhatjuk meg. Az ay = O feltételbdl u+v =0, az a = 1 feltétel miatt

—2u+ 3v =1. Az igy kapott egyenletrendszer megoldasa u = - % Y :% ; tehd asorozat

explicit dakjaa, = - %(- 2)" +%>G”.
Azn=0,1, 2, 3, 4 é&tékeket behelyettesitverendreaz a, =0, 1, 1, 7, 13 értékeket

kapjuk.

Hasonl6an jarhatunk el minden a, = ba,_; + ©8&._» rekurzié megoldasakor, haa
karakterisztikus egyenletnek két val 6s gyoke van. (Sot akkor is, haakét gyok komplex, lasd
5.3. feladat.)

M egj egyzés. Miért pont mértani sorozatok linearis kombinéci djaként kerestik a
megol dést? Elképzel het6, hogy més Uton is eljuthatunk ehhez az eredményhez (gondoljunk
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csak arra, hogy a sorozatok rekurziv alakja sem egyeértelmii), azonban ez a modszer a
gyakorlatban mindig célhoz vezet, tehét atalanosan alkal mazhaté.

A kovetkezo feladatban a karakterisztikus egyenletnek egy kétszeres gyoke van.

5.2. feladat: Adjuk meg az a, = 28,1 — a2 (N3 2, a0 =—2, & = 3) rekurziv sorozat
explicit alakjét!

Elsé megoldas: Az x* — 2x + 1 = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei egyenldk: b=c=
1. Most az a, = ub" + vc" = (u + v)b" = yb" atal akitas miatt csak egy y kezdeti dlandonk
marad; ezt ataldban nem lehet Ugy megva asztani, hogy ag = — 2 és & = 3 egyszerre
teljesilljon. Altalanosan megmutathato (pl. a Vieta-formuldk segitségével), hogy a, = nx" is
kielégiti az eredeti rekurziv oszefliggést, ezért b = ¢ miatt amegoldast a, = ub" +vnc" = (u +
vn)b" alakban alithatjuk €.

Az ay=—2ésa = 3kezdéfeltételek dapjanu=—2ésu+v=3.Innenv=5,igyb=1
figyelembe vételével a, = (— 2 + 5n)b" = 5n— 2 adddik (n 3 0).

Mésodik megoldas. A sorozat kezdétagjai: — 2, 3, 8, 13, 18, ... ; sgjthetd, hogy ez egy 5
kilonbségii szamtani sorozat. Bizonyithatunk teljes indukcidval, vagy speciais modszerként
észrevehetjlk, hogy arekurziv formula atalakithatd: a, — a1 = a1 — a2, vagyis az (a)
sorozat kil énbségsorozata allando.

5.3. feladat: Adjuk meg az &, = 28,1 — 2a,2 (N3 2, & = 1, & = 3) rekurziv sorozat
explicit alakjét!

Megoldas: A sorozat néhany kezdétagja: 1, 3,4, 2, —4,—12, - 16, — 8, 16, 48, 64 stb.
Az x* - 2x + 2 = 0 karakterisztikus egyenletnek két komplex gyokevan: b=1+iésc=1—i.
Haszndljuk fel az a, = ub" + vc" megoldéshoz a kezdsfeltételeket: ag= 1 miattu+v=1ésa
=3 miatt u(1 +1i) +v(1-i) = 3. A masodik egyenletbél u + v +i(u—v) = 3 aalakitéds utdn u —
= Z =—2i. Az egyenletrendszer megoldasau = % i ésv= %+i.
[

&
&2
=0, 1, 2 sth. értékeket behelyettesitve meggy6zédhetiink a képlet helyességérdl.

Az a, = 28,1 — 2a,» sorozat explicitalakjag%- i9(1+i)n + +i9(1- i)",n3 0.Azn
e a a

M asodrendi rekurzidk felallitasa

Az 5.1. —5.3. feladatokban targyalt megoldasi modszerrel tetszéleges a, = bXa, 1 + 82
alakd masodrendii rekurzi6 explicit alakja megadhatd. A kdvetkezo feladatokban ezért a
tulgjdonképpeni probléma arekurziv dsszefliggés feldlitasa.

(Mindegyik megoldés a Fibonacci-sorozat f, = fn + f 2 képlete))

5.4. feladat: Hanyfé eképpen lehet 10 forintot 1 és 2 forintosokkal kifizetni, ha az
érmék sorrendjét is figyelembe vesszik?
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Megoldas: Jeldljuk f-nel azt a szamot, ahanyfé eképpen ki tudunk fizetni n forintot 1
és 2 forintosokkal, ha az érmék sorrendjére is tekintettel vagyunk. A feladat f1o
meghatérozasa.

Haakifizetést 1 forintossal kezdjik, akkor atovabbiakban (n — 1) forintot kell kifizetni
1 és 2 forintosokkal; ezt a kifizetést f,,_1-féleképpen tudjuk megtenni.

Haviszont az els6 kifizetett érme 2 forintos, akkor a tovabbiakban (n — 2) forintot kell
kifizetni; ezt f,_o-féleképpen tehetjik meg. A kifizetést vagy 1, vagy 2 forintos érmével
kezdhetjik, igy az f, = fnq + fho (N3 2, f1 = 1, fo = 2) Osszefliggést kapjuk. Ezutan
meghatérozhatjuk a Fibonacci-sorozat explicit aakjat, vagy ismételten alkalmazhatjuk a
rekurziv hozzérendelést. A sorozat tagjai 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 stb, vagyisfip = 89.

5.5. feladat: Hanyfé eképpen lehet egy 20 szintes 1€pcso tetej ére felmenni, ha egyszerre
egy vagy két 1épcsot |éphetiink?

5.6. feladat: Hanyféleképpen lehet 2x1-es domindkkal lefedni egy 2x15-0s téblazatot?
(A domindk nem fedik egymést és nem |ognak ki atablardl.)

Utmutatéas: Az elsé domino el helyezésére két |ehetéségiink van.
Haaz els6 dominot az abra szerint dlitva helyezzik el, atovabbiakban egy 2x14-es
tablat kell lefedniink:

A masik lehetéseg, hogy az els6 domindt fektetve helyezzik el. A mésodikat ekkor csak
parhuzamosan folé helyezhetjik, s ezutan a maradék 2x13-as tablat kell lefedniink.

5.7. feladat: Piros és kék szinii Giveggolyokbal tiz golyo hosszisagu lancot készitiink.
Hanyféleképpen tehetjik ezt meg, ha nem akarjuk, hogy kék golydk kerlljenek egymés mell€?

5.8. feladat: Hanyféleképpen lehet egy n-személyes padra fitkat éslanyokat |elltetni
agy, hogy lany lany mellé ne tlhessen?

Inhomogén linedris masodrendii rekur ziok

Az a, = ba, 1 + 08,2 + e inhomogén rekurzid kil dnbségsorozata mindig homogén
méasodrendii rekurzio lesz. A kildnbségsorozat explicit aakjaigy az 5.1. — 5.3. feladatok
megol désa alapjan el6dlithatd, innen - az elsérendii inhomogeén rekurzi dk megol dasdhoz
hasonl 6an - dsszegzéssel kapjuk az (a) sorozat explicit aakjét. A modszer tetszéleges e
konstans esetén alkal mazhato.

5.9. feladat: Adjuk megaz a2 = a1 +6a,+1 (N3 2,8 =0, & = 1) rekurziv sorozat
explicit alakjét!
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Megoldas: A sorozat kezdétagjai: 0, 1, 2, 9, 22, 77, 210 stb.

Tekintslk az () sorozat (d) kilonbség-sorozatat: d = a — a1 (i 3 1). Ekkor a(d)
sorozat tagjai 1, 1, 7, 13,55, 133 sth. Azg,—a 1= a1t 6a >+ 1— (a2 + 6an3+ 1) = a1 —
an2 *+ 6(a, 2 — a,3) atalakitéds miatt d, = dn_; + 6d > (N3 3), vagyis a(d) sorozat mar homogén
maéasodrendii rekurzio, ad; = d, = 1 kezdeti feltételekkel. Ennek megoldésaaz 5.1. feladat

aapjan d, = u(-2)" + v3" alakl, akezdeti feltételeket felhasznalvad, = - é( 2)" + %3“ ,(n3
1).

Ezutén irjuk fel rendre a szomszédos tagok kil onbségeit:

a —ap=dy,
& —a = dy,
ag—a =ds,

3 — a1 = .

Az egyenletek Osszegzésebdl a, —ap = é d, ,vagyisa,= a+ é d, .
i=1 i=1
A Kkeresett explicit alak a, = %(3” - 1)- %(( 2)" - 1), (n3 0).
Ellenérzésképpaz n=0, 1, 2, 3, 4 helyettesitéssel rendrea 0, 1, 2, 9, 22 értékeket

kapjuk.

6. A masodrendi rekurzidk alkalmazéasa

A masodrendii homogén és inhomogén rekurziok alka mazasaként a
val 6szintiségszamités témakérébol vizsgalunk meg egy-egy feladatot, majd Bernoulli és Euler
hires problém§at emlitjuk meg.

Linedris vagy egydimenzids bolyongés alatt azt értjik, amikor a"bolyongé pont”
véletlen mozgést végez egy egyenes menten. Az egyenes lehet pl. a koordindtarendszer x
tengelye, vagy a sikbeli négyzetracsbél kival asztva egy tetszéleges sor; ekkor a bolyongd pont
adott val 6sziniiséggel egy-egy egységnyit |éphet pozitiv vagy negativ iranyba (ill. jobbra vagy
balra).

Ennek megfelel6en vegylink fel egy h hosszUsagu tablat, a mezoket balrdl jobbra
sorszamozzuk 1-t6l h-ig. Helyezzik € atabla valamelyik mez6jén a bolyongd pontot; legyen
p abalralépés, q ajobbral épés val 6sziniisége.

A kovetkezo két feladatban a bolyongd pont mozgasaval kapcsolatban egyrészt azt
vizsgdljuk meg, hogy mekkora val 6szintiséggel hagyjael apont jobbrdl, illetve balrdl a pdyét;
masrészt meghatarozzuk a pdlya elhagyasahoz szilkséges atlagos | épésszamot.

Azédranah=5p=q= % esetet tlntettlk fel, a pont kezdéhelye a 4. mez6.
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Ez amodell egy jatéknak istekinthets. A ferdefoci nevii jatékban felvehetiink a 0. és 6.
fiktiv mez6kon egy-egy kaput, s akét jatékos, Jobb és Bal kozll az veszit, akinek a kapujaba
kertl avéletlen bolyongéast végzé "labda’.

A fenti helyzet a Bal jatékosnak kedvezé. A jaték szimmetria okok miatt akkor lenne
igazségos, haalabda (a pont) kezdéhelye a 3. mezé lenne.

Ap=g= % specidlis val6sziniiségek esetén az érmedobd asi model It kapjuk meg.

Ermedobal &sok esetén a balral épés megfeleltethetd pl. afej, ajobbralépés pedig az irés
dobésanak. Ha a pont kezdéhelye a 3. mezd, akkor a bolyongasi jaték étlagos |épésszama
(amely a palya elhagyasahoz szilkséges) egyUttal megadja azt az étlagos dobasszamot is,
amelyet ahhoz kell szabalyos érmével végeznink, hogy afej és iras dobasok eltérése harom
legyen.

Ez az egyszerti példais mutatja, hogy a bolyongasi modell talanos vizsgaataigen
hasznos. A feladatok bevezet6 térgyal dsa megtal ahato:

6.1. feladat: Legyen ah hosszigagu pdyan a balral épés val 6sziniisége p, ajobbral épés
valoszintisége g = 1 — p. Melyik mezére kell kezdetben helyezni a bolyongd pontot, hogy a
jéték kozelitoleg igazsagos legyen?

Bl | | [ [ | |3
0 1 3 .. h h+l

2
Y q

M egoldas: Legyen p; annak aval észintisége, hogy az i. mezén tartdézkodd bolyongd
pont balrol hagyjael apayét. (Azt is mondhatjuk, hogy ekkora val 6szintiséggel nyer Jobb.)

Azi értékét kell ugy meghataroznunk, hogy p, »% legyen.

A bolyongd pont vagy p valoszintiséggel balra, vagy q valdsziniiséggel jobbra lép egy
mezot, ésinnen a késébbiekben pi_y, illetve pi.; val bszintiséggel hagyja el balrdl a payét.
Ennek megfeleléen ap; = pXpi—1 + oPpi+1 va Oszinisegi egyenletet irhatjuk fel. Célszerii a 0. és
(h + 1). fiktiv mezoket felvenni, ekkor po = 1, pr+1 = 0.

Adott p, g és h értékek esetén megoldhatjuk a h darab egyenletbsl alé p; = ppi_s + OPPi+1

(i=1,2, ..., h) egyenletrendszert és megkereshetjik, melyik i-re teljesil, hogy p, » % (Hah

értéke nagy, haszna hatunk szamitogépet.)
Az dltalanos eset vizsgalatakor api = ppios + ppi+1 (i =1, 2, ... , h) rekurzi6 explicit
alakjat keressiik apo = 1, pn+1 = O peremfeltételek mellett.
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A gx? —x + p = 0 karakterisztikus egyenlet vizsgél atét két részletben végezzik el.

Els eset: Hap=q= % akkor az egyenlet gyokei egybeesnek, X1, = 1, ezért a(p)
sorozat p; = a+ bi alaku (Iasd 5.2. feladat). A po = 1 feltétel miatt a= 1, apn.1 = 0 feltétel
i _h+1-i
h+1 h+1

miatt b =- hi+1 . A (p) sorozat explicit dakja p, =1-

Masodik eset: Hap® q, akkor legyen pl. p < q. Ekkor a karakterisztikus egyenlet két
gyoke x, =B, X, =1. Legyen c ==, ekkor p; = ac' + b alakban irhat6 (1asd 5.1. feladat). A po
q q

= 1 feltétel miatt a+ b= 1, apn = O feltétel miatt ac™* + b =0. Innen a= o S
- C
¢ . . c"-c™
b=- 1o . A (p) sorozat explicit aakjatehat p, = 1- o

+
1,ami trividlisap

A p, »% egyenletet kell n-re megoldanunk. Az elsg esetben n » h

= g szimmetriamiatt. A masodik esetben, amikorp* g, n »

M egjegyzés. Vegylk észre, hogy a kapott értékek csak a g hanyadostdl fliggnek.

6.2. feladat: Legyen ah hosszigagu pdyan a balral épés val 6sziniisége p, ajobbral épés
valoszintisége g = 1 — p. Melyik mezére kell kezdetben helyezni a bolyongd pontot, hogy a
jéték alehet6 legtovabb tartson? (A bolyongésnak akkor van vége, ha a pont valamelyik
oldalon elhagyja a palyat.)

Bl | | [ [ | |3
0 1 3 .. h h+l

2
Y q

Megoldas: Jeldlje L; az &lagos |épésszamot, ha a bolyongo pont az i. mezén van. A
feladat L; maximumhelyének meghatarozésa.

A vérhat6 lépésszamraaz L = p(1 + Li_1) + (1 + Li+1) egyenletet irhatjuk fel. Az
egyenlet els6 tagja Ugy értelmezhetd, hogy a pont p val észiniiséggel az (i — 1). mezére kerdl,
tehat |ép egyet, plusz még annyit, amennyi alagosan az (i — 1). mezon dlvavérhato, vagyis
Li-et. Hasonl6an a mésodik tag ajobbralépést irjale. Ha a pont afiktiv mezékre kerll, a
jétéknak vége lesz, tehét Lo = L+ = 0. Az egyenletet atalakitvaaz L =1+ pLi_s + qLi+1 (i = 1,
2, ..., h) rekurziv 6sszefliggést irhatjuk fel, Lo = Lh+1 = 0 a peremfeltétel ek.

Az egyenlet atrendezésével kapott gLi.1 = Li — pLi-s — 1 inhomogén masodrendii
rekurzi6 megol dasadhoz el 6szor meg kell oldanunk a kiildnbsegsorozat dtal kaphaté homogeén
maéasodrendii rekurziot (I&sd 5.9. feladat). Ezutan a peremfeltétel eket illesztjik; ez alépés
valamivel bonyolultabb lesz, hiszen most nem a sorozat elsé két tagja adott.
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Definialjuk az (L) sorozat (d) kilénbség-sorozatat: d =L — L, (i=1, 2, ...). EKkor a
(d) sorozatra érvényes 6sszefuiggés qdi+2 = di+1 — pdi. Hameg tudjuk adni (d) tagjait, akkor a

di =L1—Lo,

do=Lo—Ly,

ds=Ls—Lo,

di = Li — L,
Oh+1 = L1 — L

h+1
egyenletrendszer 6sszegzéséhol kovetkezne Ly — Lo = é d,,ésmivel Lo=0,L;=
i=1
g e
a Clj , pl. |—h+l:a di .
j=1 i=1

A ox? —x + p = 0 karakterisztikus egyenlet vizsgél atét ismét két részletben végezzilk el.

Els6 eset: Hap=q= % , akkor az egyenlet két gyoke x;», = 1, ezért a(d) sorozat d = a+

bi daku. Most a (d) sorozat peremfeltételeit nem ismerjik, akét dlandod, aésb az (L) sorozat
kezdeti feltételeinek felhaszna dséval hatérozhatd meg.

h+1
EI5SZ0r is, List = 0, 65 Lyt = &, d, miatt (h+1a+p DN *+2 +1)§h *2)

i=1

=0, vagyis
h+2

a+b 0.

Mivel Lo=0,L;=dy=a+ b, Lo=L;+d,=a+b+a+2b=2a+ 3b. A mask
egyenletet a és b meghatarozasahoz (L) rekurziv alakjanak felhaszndlésaval kapjuk. Eszerint

L, = Li-plo-1_L,-1 =2L,-2,igy2a+3b=2a+2b-2. Az
q 1
2

a+bh+2

:O’
2a+3b=2a+2b-2
egyenletrendszer megoldésab=-2,a=h+2,tehd d =h+2-2i, smivel L, = é d.,igyLn

i=1

n(n+1) _

=(h+2)n- 2 =—n*+n+nh=n(h+1-n).

h+1

A —n?+ nh + n kifejezést teljes négyzetté alakitva, amaximumot n » helyen

kapjuk, ami a pdlya kozepe, s amit aszemléletiink issugall. Hah = 2k — 1 alaku pératlan
szam, akkor n =k, és L = k? amaximum.

M egj egyzés: Erdemes kihangstlyozni, hogy hah = 2k — 1 alaki, ésn =k (apéya
kozepe), akkor a vérhat6 |épésszam minden esetben L = k. Ez a nevezetes eredmény pl. az
érmedobal asok szempontjabdl azt jelenti, hogy ahhoz, hogy afejek és irdsok szamanak
eltérése (el8szor) k legyen, &tlagosan k? dobésra van sziikség. (Es megforditva: k? dobés
esetén az eltérés kozelitéleg k.)
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Masodik eset: Hap® q, akkor legyen pl. p < q. Ekkor a karakterisztikus egyenlet két
gyoke x, = =P , X, =1.Legyen c= P , ekkor d = ac' + b alakban irhaté. Az egyik feltétel ismét
q’ q

h+1
az Loy = g d, Gsszefiiggésbsl adodik: Ly = g

i=1

—+b(h+1) 0. Tovabba mive Lo
_C g
=0,Ly=d;=ac+b, L22L1+d2=ac+b+ac +b—ac(c+1)+2b.

A maésik egyenletet (L) rekurziv alakjabdl kapjuk. Eszerint
L =bimPord Lyl aevb-1 s acrn)+op= EXE-L 4,
q q q q
_ ~h+l &4
2-C 9 ph+1) =0,
acg 1-c g

gac(c+1)+2bg=ac+b-1

1 h+1 : 3
egyenletrendszer megoldésa b=- ——, a= — - Mivel L, =g d, , ezért
a-p’ " plL- c™) ot
_ 1-¢c" _ n ch+) aa-c"0_ n h+1 J1-c
L,=nb+ac = + -

1-c g-p pi-c)§1l-cs a-p q-p 1o

A kapott eredmény meglehetésen "cstinya’, legegyszertibb - adott h, p, g, ¢ érték esetén
- szamit0gép segitségével meghatérozni a kifejezés szél soértékét.

Konkrét példak:

Pl. h = 4 hosszUsagu palyan, p:%, g=1- ng 8%—%9 értékeket valasztva annak
e a
val 6szintisége, hogy a pont az i. mezérél indulva balrdl hagyja el apayét, rendre
15 7 3 1
==,p,=—, p; =—, p, =— . L&hatd, hogy még az els6 mezérél indulvais, ajaték
P; 31 P, 31 Ps 31 P, = 31 gy még oré J

ad+ch*
In

Bal-nak kedvezé. Az "igazsagos hely" n »

9
2 | épletébe behelyettesitve n » 0.96.
147 174 141 78
A lépésszamok: L, =—, L, =—,L,=——, L, =—. A maximdis |épésszamot n
® 1T 31 2T 3 e Y B ®
= 2 esetén kapjuk (aképlettel n» 1,84, L, = 5,64).

X h+11c

Az adbbi téblazat az L, =L(x) = - . flggveny szélssértéket

q- p q-p 1- c™
ey b A . o1 2 & _10
tartalmazza kil 6nb6z6 h értékek mellett. A paraméterek: p—é, qg=1- p—g gc—§+.
e [
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Palyahossza ( h) | Szélséértékhely (x ) | Felvett szélséérték (L(x) )
2 1,25 2,21
3 1,56 3,78
4 1,84 5,64
5 2,08 7,72
6 2,29 9,97
7 2,48 12,34
8 2,64 14,79
9 2,79 17,32
10 2,93 19,89

20 3,86 47,08
30 4,43 75,40
40 4,83 104,19
50 5,14 133,24
60 5,40 162,47
70 5,62 191,81
80 5,81 221,24
90 5,98 250,73
100 6,13 280,28

M egj egyzés: Erdekes, hogy az "igazségos hely" ésa"maximalis |épésszamu hely"
altaldban nem egyezik meg.

A bolyongasos feladatnak tobb altaldnositasa | ehetséges. Megengedhetjik specidlis
|épésként a helybenmaradast; |ehetséges, hogy a bolyongd pont nem egy egységgel mozdul €l;
felvehetiink gétakat, melyekrol a pont visszaverdik; a bolyongas torténhet egyenes helyett
sikban stb.

6.3. feladat: Hanyféleképpen lehet az nxn-es téblara n darab fliggetlen bastyat Ggy
feldlitani, hogy egyik selegyen atablafoétlojan? (Két bastya fliggetlen, hanem Utik
egymast.)

Megoldas: Jeldljuk s,-nel akérdésre adandd valaszt, s nézzilkk meg, milyen rekurziot
irhatunk fel s,-re.

Minden oszlopba pontosan egy bastyét helyezhetiink; vizsgéljuk meg azt az esetet,
amikor az els6 oszlop bastygjét a 2. mezére tesszik (az elsé mezé tiltott, hiszen aféation
van). Ekkor amasodik oszlop bastygét egyrészt tehetjik az elsé mezére; ekkor amaradék (n
—2)x(n - 2)-esrésztéblarakell n— 2 béstyét afeltételeknek megfelel6 modon elhelyezni. Ezen
elhelyezések szdma s, ». Masrészt haamésodik béstyét az i. mezére tesszik (i ¢ 1), akkor a 2.
sor, valamint az elsé oszlop elhagyasava kapott (n — 1)x(n — 1)-es résztéblarakell n — 1
flggetlen béstyét tgy elhelyezni, hogy aféatloba ne kertiljon bastya; ezen elhelyezések szama
Sh-1.

Tehat haaz els6 bastyat a 2. mezére tesszik, s,2 + Si1 elhelyezés adddik. Mivel az elsb
bastya 3., 4., ... , n. mezére torténd elhelyezései egyenértékiiek, az dsszes bastya el helyezésére
S = (N=1D)( Sz + Sha) rekurzidt kapjuk. (A kezdeti értékek: 55 =06ss, = 1.)

A rekurzi6 megoldasa elég bonyolult. El6szor atalakitjuk akifejezést: s, —Ns,1 = — (S
—(n=1s,p), sezt felirjuk rendrea 3, 4, 5, ..., n esetekre:
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=3 =— (2 —25),
& —43=—(S3—3%),

S$i—NS1=—(Sra—(N—1)s2).

Az egyenleteket dsszeszorozva kapjuk: s, —Nsw1 = (= 1)"4(s, — 251) = (- 1)", ami mér
elsérendi rekurzid, s alkalmazhatjuk a* hagyomanyos’ megoldési médszereket (altalanos
képlet: 4.3. feladat).

S S -p"
Elegans megoldési |ehetdség, haleosztjuk n!-sal az egyenletet: ?"' (nn_ll)l = ( nl) 'S

felirjuk az egyenleteket rendre 2, 3, ... , n-re:

S, S _(-D°
2 1 2
Ss S _ (D7
3 2 3

.S._r.w_ Sh-1 (- 1)!’1
n  (n-1! n!

s, (-2 (-1° -"
Az egyenletek dsszeadasa utan Fnl = ( 2') + ( 3|) +...+( n') adodik, tehét az explicit
2 3 n n s
dak: s, S ol G0 M G 9. a1, 6D 9
g 2 3 n g gz 3 n g

M egj egyzések: Ezt a hires problémét Nicolaus Bernoulli téargyalta el6szér, majd
Leonhard Euler isfoglalkozott vele. A feladat ismertebb az “elcserélt levelek problémaja’ -
ként: “Hanyféleképpen tehetiink n darab levelet n megcimzett boritékba gy, hogy egyik levél
sem kerll az eredeti cimzetthez?” A megoldast altaldban alogikai szita modszerével végezzik
el (lasd pl. [8]), de afenti rekurziés megoldas isigen szellemes.

7. Egyéb rekurziok

Ebben a fejezetben foglalkozunk a magasabbrendii, nemlineéris és szimultan
rekurziokkal.

M agasabbrendii linearisrekurziok:
A magasabbrendii linedris rekurziok a masodrendiiekhez hasonl 6an oldhaték meg. A

szamitasok bonyolultabba valnak és gondot okozhat a karakterisztikus egyenlet gyoke nek
meghatérozésa.
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7.1. feladat (Arany Daniel verseny 1985.): "Az A1, Ay, ... sorozatraaz An+1 = An—Ana
+ Ano képlet érvény&c, Ai=1 A =Az=2. Mennyl A1ggs?

Elsé megoldas: Felirjuk a sorozat explicit alakjét. A karakterisztikus egyenlet x3 — x? +
x—1=(x*+ 1)(x —1) = 0, ennek gyokei 1, i, —i (ahol i = v/- 1 aképzetes egység). Az A, =
ad" + bi" + c(—i)" képletben az a, b, ¢ egyutthatokat az A1 = 1, A, = Az = 2 kezdeti feltételbdl
hatarozhatjuk meg. Az n =1, 2, 3 behelyettesités utan kapott egyenletrendszer:

l=a+bhi—-dai,
2=a-b-c,
2=a-hi+dci.
Yz . . 3 . By 1 [ o ils
Az els6 és harmadik egyenletbol a:E, az elso egyenletbdl c—b = o =- E,amasodlkbol C
[
+b=- %.Azegyenletrendszer megoldasa a:g, b= % 6sCc= - %

A sorozat explicit alakja A :g+%i” - %(-i)”. Mivel i" =™ ezért An= Anis

rogton kovetkezik; tovabbai'®® = it, sigy Ajgss = A1 = 1.

Mésodik megoldas. Persze afeladat kitiz6i nyilvan nem erre a* nagyéagyat hasznal 6”
megol dasra gondoltak.
Ani1=An—Ana+An2 = (A1t —Ano + Ans) —Ana + Anz = Ans, tehét a sorozat
minden negyedik tagja egyenl6. Mivel 1985 = 496X + 1, ezért Ajggs = Ap = 1.

Harmadik megoldas: Az elsé néhany tag felirésautan: 1,2,2,1,1,2,2,1, 1, ...
sgthetd, hogy Ak = A1 = 1 €S A2 = Ak = 2. Ezeket az Osszefliggéseket teljes
indukciéval bizonyithatjuk.

7.2. feladat: Hanyféleképpen mehetiink fel egy 20 szintes |€pcso tetej ére, ha egyszerre
egy, ketté vagy harom |épcsit |éphetiink?

Utmutatéas: Jel6ljik 1,-nel, ahényféleképp egy n hosszil 1épcss tetejére fel tudunk menni
1, 2 vagy 3 hosszUl |épésekkel. (A kérdésly.) Afeladat az |, =1pg +Ino+ 13 (N3 4),11=1,
I, = 2, |5 = 4 rekurzié megol daséra vezethets vissza. Az x> —x? —x — 1 = 0 karakterisztikus
egyenletnek két komplex gyoke van. A gyokok kozelito eljarassal, négy tizedes jegy
pontossaggal: x1 = 1,8393; x, = 0,4197 + 0,6063i; X3 = 0,4197 — 0,6063i.

Az | =uxx] +vxx; +wxxg (N3 1, 1:=1,1,=2,13=4) explicit dak agyokok
kozelito értéke és akerekitési hibdk miatt nem lesz pontos. Ha a digkok - az iddigenyes
szamol as ellenére - meghatarozzak az u, v, w egyltthatokat, érdemes az n = 20
helyettesitéssel, valamint a rekurziv formulaismételt alkalmazasaval kapott (tehat pontos) |29
értékeket tsszehasonlitani. Tanulsagos az 6sszehasonlitas nagyobb n értékek eseténis.
(Minden osztdlyban van olyan didk, aki egyszerii programot tud irni (1) tagjainak
meghatérozésara.)
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Gyakorlé feladatok:

7.3. feladat (K6MaL F.1870.): Adjuk meg az aldbbi sorozatok explicit aakjat (n3 0):
Az tawi—an =0, =1, =2

b)aws=aue—awitan o=l a=1a=1

C)awz=awmetan o=l a=2a=2

Nemlinedrisrekurziok:
A nemlinearis rekurzidk matematikai térgyal asa lényegesen nehezebb. Megol dasukra

altaldnos eljards nem ismert, dtaldban az aktudlis feladat specialitasat igyeksziink kihasznalni.
fgy jartunk & a2.1. és2.2. feladatokban is. Két tovébbi példa:

1
7.4. feladat (Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny 1992.): Az (a) sorozatraa, = >

1 a.a

==, 8w = —"2" _ han3 1. Hat&rozzuk meg az n. tagot.
aQ 3 a1+2 3an - 2an+l eg ag
. PN | 3 2 : "
Megoldas: A rekurzio atirhato: =——-—,madaz a, = ——— sgtést
a a a 2" +1

indukcidval igazolhatjuk.

7.5. feladat: Hanyféleképpen lehet étlokkal haromszdgekre bontani egy sikbeli konvex
n-szoget?

Utmutatas: A feladatot 1751-ben tiizte ki Euler Christian Goldbach széaméara. Azéta
nagyszamu problémat visszavezettek erre afeladatra, a megol désként kapott szamokat
Catalan-szamoknak nevezzilk. Most csak arekurzio feldlitasaval foglakozunk, atéma
béséges targyal asa megtal d hatd a szakirodal omban.

Jel6ljik a keresett felbontésok szamét S,-nel. A sokszog cslcsaitaz 1, 2, ..., n
szamokkal jelélve (n3 3) pl. az In oldal mindig egy haromszog aapjalesz. Ha az alappal
szemkoztes cstics pl. r, akkor az Inr haromszog egyik oldalan egy r-sz6g, mésik oldalan egy
(n+ 1 —r)-szog keletkezik. Ezek felbontésa S, ill. Sy -féleképpen torténhet, innen S,
értékéhez egy So6n+1r tag adodik. Mivel rrendre 2, 3, ..., n—1lehet, ezért S, = S84 +
S8 + ... + S8, (Itt aformakedvéért felvett S, = 1.)

A Catalan-rekurzié megoldasat |asd pl. a[2], [8] szakirodal makban.

Szimultan rekurziok:

Szimultan rekurzidk esetében tobb, egymasra kol cstndsen hivatkozé sorozat rekurziv
alakja adott. Harom péld& mutatunk, mindegyiket révid Gtmutatassal.

7.6. feladat (Fazekas verseny 1982.): Hatdrozzuk meg az (a) és (b) sorozatok n. tagjét n
flggvényében, haa, = 1, a1 = & — 2by,; valamint by = 2, bpey = b, + 2a,. (N3 1)
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Utmutatas: Egy lehetséges megoldasi ljérés, hogy kikiiszoboljik pl. a (b) sorozat
rekurziv alakjabdl az (a) tagjait. Pl.: amasodik egyenletbdl 2a, = bn.; — by, az €ls6 egyenlet
kétszeresébe ezt visszairva 2an+1 = bn+1 — Sby; s ezt a masodikba visszahel yettesitve (egy
indexeltoléssal) bp+, = 2bn+1 — 5bn. A by kezdbtagot kdnnyen kiszamolhatjuk, s ekkor ez mar
egyvatozos homogén linedris rekurzid, kidolgozott megoldasi €ljarassal.

+
7.7. feladat: Legyenek O < by < & adott val6s szamok, a,,,, = al > b, , by = 1 ,

han3 1. Hatarozzuk meg az (a) és (b) sorozatok hatérértékét.

Utmutatas: b, £ byea £ ans1 £ & aszémtani és harmonikus kézép kozotti egyenl 6tlenség
miatt mindig teljesil. (b) monoton ndvé, (a) monoton csokkend sorozat, s mivel mindkét
a,+b, 2ab,

sorozat korlatos, van hatarértékik. Mivel 0 < aneg —bpep = 5 A
an n

a,-b, a -Db a,-b . -b

n N N n « N n’ezerta’]_bn<a1_ll
2 a,tb, 2 2"

megegyezik. Utolso észrevétel: a,«1%n1 = ahn, ezért a sorozatok hatérértéke (/ab, , a

kezdotagok mértani kdzepe.

, tehét a két sorozat hatarértéke

7.8. feladat: Az (a), (b), (c) sorozatokat a kovetkezoképpen képezzik: a, = b1 — Cn1,
b = Ch1— 8w, Ch= a1 —bna, han3 2, slegyenay =a, by = b, ¢; =c. Adjuk meg az (a), (b),
(c) sorozatok explicit aakjat!

Utmutatas: A feladat megtaldhat6 pl. a[4] szakirodalomban, mas megfogal mazésban
Ataanos iskolasok szaméra kitiizott feladatként. A sorozatok néhany tagjat felirva
szabalyszertiséget vehetlink észre, mely tovabborokl édik.

Tobbvaltozés rekur ziok:

K 6zépi skolaban ritkan taldlkozunk veltk; csak a“megemlékezés’ szintjén mutatunk két
példat a kétvaltozos rekurziokra.

7.9. péda: A C(n, k) =C(n—1, k—1) + C(n—1, k) rekurzi6 — a Pascal-haromsztg
képzési szabdyaalapjan—aC(n, k) = g:? értékeket adja, aC(k, 0) = C(0, k) =1 (kT N)
a
kezdeti feltételek mellett.

7.10. példa: Egy érdekesség: az f(x,y) =f(x — 1,y + 1) + f(x, y — 1) kétvaltozds
rekurzio f(n, 0) tagja, haf(0,y) = 1 ésf(x, 0) =f(x -1, 1), (x,y, nT Z") akorébban emlitett
Catalan-szamokat adja.
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8. Erdekességek, triikkok és problémak

2
n-

8.1. feladat: Adjuk meg az (8) sorozat explicit alakjat, haay =—3, &% =2,ésa, = " L,
n-2

han3 3.

Utmutatéas: Az egyenlet dtalakitasaval o = 201 (= 41ando), tehét egy -

a'n—l an—2

wIiN

kvdciensii mértani sorozatrél van szo.

8.2. feladat: Tekintsilk az 1, 11, 111, ... sorozatot. A sorozat mely tagjai oszthatdk 7-
tel?

Utmutatas; Tobbfée lehetséges megoldés adhatd. Az albbinak az az érdekessége,
hogy ritkan alkalmazott eljarast haszndlunk: az “explicit” alakbdl rekurzivratériink &t.

A sorozatot az a; = 1, &, = 108,41 + 1 (n 3 2) rekurzio irjale. A tagok 7-tel val6 osztasi
maradékai 1, 4, 6, 5, 2, 0, 1, ... 6-hosszl ismétl6dé ciklust alkotnak. Minden 6. tag oszthat6 7-
tel, tehét a6k darab 1-esbdl alok (kT Z9).

A sorozat explicit alakja egyéoként a, = -0~ 1

8.3. feladat: (Kanada, 2001.) Amikor Mark felmegy alépcsohézban, |épésenkent 1, 2
vagy 3 fokot halad egyszerre.

a) Hanyféleképpen tud felmenni a 10-hosszt |épcsén? (Az utol sb fokon kell befejezni az
utat; két Ut akkor azonos, ha minden |épésben ugyanarra a lépcsofokralép.)

b) Hanyfél eképpen tud felmenni a 10-hosszU 1épcson, haa 6. 1épcséfokra nem [ép ra?
(Korébban mar egyszer elesett ott.)

Utmutatas: @) Aza, = a1+ @2+ ans N3 2, =1 a8 =2 a=4rekurzid irjalea
folyamatot. Eredmény: a;o = 274.

b) Jeldljik b,-nel a 6. 1épcsot kihagyod utak szamat. Ekkor by, = a,, han < 6; bg = 0; majd
bs-t6l kezdve ismét alkalmazhatjuk a b, = by + by + b, 3 rekurziét. Eredmeény: by = 106.

8.4. fdladat: ap =2, &00 =5, a1 =—a — a1 + 3, han3 2. Hat&rozzuk meg a sorozat
n. tagj&.

Utmutatas: Természetesen vizsgdlhatjuk az x* + x + 1 = 0 karakterisztikus egyenl et
komplex gyokeit, de mivel ez afeladat is dtaldnos iskolasoknak szdl (més
megfogal mazésban), nyilvan egyszeriibb megoldast is tald hatunk.

Az a1 + &, + a,.1 = 3 daakitashol kdvetkezik, hogy a sorozat barmely harom
szomszédos tagjanak tsszege dlando. irjunk fel néhany kezdétagot: a, b, 3—a—b, a, b, 3—a
—b sth., ekkor észrevehetjik a periodicitast.

A rekurziv formul & azonban egyes esetekben nem alkalmazhatok. A kdvetkezo feladat
arra példa, amikor nem hasznalhato a rekurziv gondolatmenet.
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8.5. feladat (Arany Daniel verseny 1980.): "Bontsunk fel egy hdromszoget kis
haromszdgekre Ugy, hogy barhogyan kivalasztva hdrom pontot a felbontast adé hdromszogek
cstcsai kozll, azok ne essenek egy egyenesre! Igazoljuk, hogy afelbontasban szerepl6 kis
haromszdgek szdma csak paratlan szam lehet!"

Elsé (hibas) megoldas. Tegyik fel, hogy a haromszdg bel sejében n — 1 pontot felvéve
H,-1 kis haromszoget kapunk. Az n. pont valamelyik kis hdromszog bel sgjébe keriil. Ha ennek
cslicsaival Gsszekotjik a pontot, a felbontést add hdromszogek szama kettével né. igy aH, =
Hn1+2(n3 2, Hy = 3) rekurzidt kapjuk, melynek megoldasaH,=2n+ 1 (n3 1).

Mi ahiba?

Egyrészt elképzelhetd, hogy adott n esetén H,, nem alando; esetleg a kapott
haromszdgek szdma attdl is fligg, hogy hogyan kotéttik Gssze a pontokat egymassal.

Masrészt az sem biztos, hogy arekurzids |épést megengedik a geometriai feltételek. Az
abran |athat6 elrendezésre a fenti megoldas nem alkalmazhat6 (bar helyes eredményt kapunk).

Ugyanigy hibéas arekurzidval rokon teljesindukcio elvén alapuld megoldasis.

Masodik (ezuttal helyes) megoldas: Tegyik fel, hogy a haromszog bel sgjében n pontot
vettlink fel és h darab haromszoget kaptunk. A hdromszdgek bels szbgosszege hx80°. Ezt a
szOgosszeget két részbél kapjuk meg: egyrészt az n pont kordli teljes szogekbdl, n860°,
masrészt az eredeti haromszog hédrom sz6gébél, ami 180°-ot ad. Innen hx80° = n*860° +
180°, h =2n + 1, vagyis a h&romsztgek szama val 6ban paratlan.

A megoldasbdl az is kdvetkezik, hogy H, dlando.

Hasonl6 megol dast kapunk, ha a szakaszok szamét tekintjuk ismeretlennek, vagy ha
kozvetlenil alkalmazzuk az Euler-féle poliéder-tétel sikbeli valtozatét.

8.6. feladat: Egy kor kertiletén felvesziink n pontot. Legfeljebb hany részre osztjék a
pontokat Gsszek6t6 szakaszok a korlemezt?

M egoldas: Ez anevezetes feladat tipuspélda arra, hogy mennyire kell vigyazni az
ata anositasokkal.

Adott pontok esetén alehet6 legtdbb tartomanyt akkor kapjuk, ha semelyik ponton nem
megy & kettonél tobb 0sszek6té szakasz. A tovabbiakban csak ilyen pontelrendezést
vizsgalunk. Jel6ljuk atartomanyok szamét a (t) sorozattal .

Nézzik meg az aldbbi tabl&zatot:
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Pontok | Tartomanyok
szama: n szama: t,,

g [WIN|F
I[N

Ez atébléazat atanulok tobbségét a helytelen t, = 2™ sejtésre csébitja Sajnosts = 31
(abra).

10

A rekurziv 6sszefliggés feldllitasahoz tegylk fel, hogy az (n — 1) pontot 6sszek6té
szakaszok maximdlisan t,; részre osztj&k a korlemezt. Sorszdmozzuk be a pontokat 1-t6l (n —
1)-ig valamelyik kortljérasi irdny szerint, s vegyik fel az n. pontot pl. az 1. és (n— 1). pont
kdzott. Hamost az n. pontbdl behtizunk egy Uj szakaszt valamelyik cslicsba, annyi G
tartomanyt kapunk, ahany metszéspontja van az Uj szakasznak a korabbiakkal, plusz még
egyet. Osszeszamoljuk a metszéspontokat:

Haaz els6 ponttal kotjik 6ssze az n. pontot, 0 metszéspontot kapunk. (Tehét egy U
tartoméanyt.)

Ha amasodik ponttal kétjik 6ssze az n. pontot, akkor (n — 3) metszéspont kel etkezik,
ui. ennyi ponttal kotottik korabban dssze a"'levégott” elsé pontot.

Ha a harmadik ponttal kétjuk dssze, az 6sszes olyan szakaszt elmetszi az &tl6, amelyik
az els6 és amasodik pontot koti 6ssze a kimaradd (n — 4) ponttal; tehdt (n — 4)>2 metszéspont
keletkezik.

Altaldban haaz i. ponttal kotjik dssze, (n—i — 1)(i — 1) metszéspontot kapunk.

Az (n—2). ponttal dsszekbtveaz 1, 2, ..., (n —3). pontokhoz egy-egy metszéspont
tartozik, igy 1Xn — 3) metszéspont lesz.

Végll az (n—1)., utolsd ponttal dsszekdtve nem kapunk Uj metszéspontot.

n-2
Az Bsszes metszéspont szama 601 (n-1i-2(i- 1), ehhez adddik még pontonként egy
i=2
n-2
tartomény, 6sszesen (n —1). Ebbdl felirhatjuk at, =t, 1 +n—1+ é (n-i-21(i- 2 rekurziv
i=2
n-2
Osszefliggést. Most dsszegezhetjik a 601 (ni- n-i%+1) kifgezést. (Egy mésik szép
i=1

megoldashoz jutunk, ha generatorfiiggvényeket hasznalunk.)
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a(nl-n-| +1)—a1+na|-an néJ =(n-2)+ -n(n-2)—

i=1 i=1 i=1 i=1

nn- 2)(n-1)
2

(n- 2)(n '61)(2”' 3 A miveletek elvégzése utdn 2 (ni - n- iz +1) = M 1)(”'62)(”' 3
i=1

adddik, a keresett rekurziv kapesolat t, = t,q + n—1+ (n- H(n ;32)(” ) ,ahol n3 2.

- - - - 1¢
Vegyuk észre, hogy n3 4 esetén (n- Hn 62)(n 3 =§ 3 9, igy felirhatjuk, hogy
4]
t1: 1,
b=t +1,
3=t + 2,

t4=t3+3+§%
%]

t5:t4+4+w;g

1%}

1

af -

[SERRes

(n 1) a0 40 adf -
G e E o 5
a@o aélo a@o am-1

§3 g g g = osszeg szép egyszerti alakra hozhat6 a “teleszkopikus’ médszerrel:
5 &3y &g 3 g

B0 A0 A0 A0 D0 a0 ad0O ., iy A0 ado 1o amno

g% §4 g3z g"’ﬂ §4 §3z g"’ﬂ gﬂ §3ﬂ g3z §3z g 3 o g4z

nn-1 _
2

Az egyenletek Osszeadasautant, =1+

A formakedvéért 1 = g és g bevezet&eevel th= 6 ggo §4
Og 24 o a

M egjegyzés. Ez a példa nemcsak azért keriilt ebbe afejezetbe, mert a kezdeti szép 1, 2,
4, 8, 16 értékek konnyen csdbithatnak hamis sgjtésre; hanem azért is, mert egyfajta
elrettentésnek szantuk. Ugyanis tobb mas, egyszeriibb megoldasis|étezik erre afeladatra,
tehat semmiképpen sem érdemes a rekurziv megol dast hasznani.

Egy mésik megoldési lehetéség pl. az Euler-féle C + L = E + 1 poliédertétel
akamazésa.

., a0 . , " . ano L 2
Az n-sz0g esetén §4i metszéspontja lesz az &loknak, tehat C=n+ g =. Az &lok
4]

4y
metszéspontj abdl 4 éI indul ki, a sokszdg minden csticsébdl n + 1, igy az élek szama
— 4 —+ n(n +1) . Visszahelyettesitveaz L = E—C + 1 egyenletbe, L =1 + g 200 ?0
] A%
adodlk.
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8.7. feladat: Bizonyitsuk be, hogy az azonos kerlleti haromszogek kozil a szabalyos
haromszdg tertlete maximalis.

Megoldas: Erre a nevezetes feladatra toébb geometriai megoldas is kézismert; most egy
analitikus bizonyitast mutatunk (amely messze nem alegegyszertibb).

TegyUk fel, hogy a hdromszog nem szabdyos, pl. ACt BC. Ekkor régzitjuk a
haromszdg BC oldalat, az A cstcsot pedig Ugy mozgatjuk, hogy a keriilet allanddsaga mellett
aterllet maximalis legyen. Az A csUcs egy €llipszisiven mozog, az extremdlis helyzetben BA’
=A'C.

Masodik 1épésben az A’ C oldalt régzitjik; a maximalistertletet — alando kerllet
mellett —olyan A’ B’ C haromszdg éri €, amelyikben A’B’ =B’ C.

Ezutan az eljarast el 6lrél folytatjuk. (Természetesen barmikor el 6fordulhat, hogy nem
kapunk Uj haromszdget. Ekkor azonban 2 — 2 oldal paronként megegyezik, vagyis elértik a
szabalyos haromszoget; az eljarés befgezédik.)

Ha az eljarés soran kapott oldalak hosszanak van hatérértéke, akkor készen is vagyunk:
hatérhelyzetben a maximalis tertleti haromszoget kapjuk.

Legyen tehét ahdrom oldal a, b, k —a—b (ahol ak kertlet dllandd). Az els6 |épésben a

kapott oldalak hosszaa, <~ 2 ¥~ . 4 masodik lepespen X2 K- @ k*a.,
2 ' 2 42 4
. k+a 3k-a 3k-a k- a Kk +a
harmadikban ——, , ésigytovéob. Az y, = -, y, =<,

Yoo = %(yn+1 +vy,.), (n3 0) rekurziv sorozat tagjai felvaltva a hdromszog-oldalakat adjak. (A

paros indexiiek az aktualis AC, a pératlan indexitiek az aktudlis BC oldalt.) Ezt a homogeén
masodrendii rekurziot a tanult modon ol dahatjuk meg.

A 2x? —x — 1 = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei X, = 1, X, = - % AzZy,=ud"+

v %9 dltal anos tagot a kezdeti o, y1 értékekbs| hatdrozhatjuk meg. A felirhatd
e (%]
egyenletrendszerbdl u = K ésv = u, inneny, = k- a>€§ 19
3 6 3 6 24

Ennek a sorozatnak % a hatérértéke (n paritasatol fuggetlendl), vagyis eredményll a
szabdyos haromszoget kapjuk.

8.8. feladat: Egy szamitogéppel a kovetkezd sorozatot vizsgaljuk:

1- 45
2

Legyenap=1,& = , Sminden tovabbi tagra a,=a,1 + a2 (N3 2). Agépa

rekurziv 6sszefliggés egymésutani alkalmazasaval rendre kiszamolja a sorozat tagjait. Mit
varunk p| . @200 értékére?
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Utmutatas; Megmutathatd, hogy az explicit alak a, = ?T\/Eg , 1gy a0 értékére egy
a
0-hoz nagyon kozeli (pozitiv) szamot varnank. A val 6sagban azonban teljesen mas torténik;
egy bizonyosidé utén egyre nagyobb abszol Gt-értékii szamokat kapunk. A konkrét futtatasi
eredmény augs » — 1,334.0%° értéket ad, majd tllcsordul &s 1ép fel, a program futasa megszakad.

Mi lehet ennek az oka?

A probléma részl etes elemzése megtald hatd sok cimen. Most csak annyit, hogy a
szamitogépek alkalmazasaval vigyazni kell; a gépi szamhalmaz tébb tul gjdonsagaban eltér a
val6s szdmok halmazétdl. (Raadasul atapasztalt hiba elvi hiba, tehat nem kiiszobol het6 ki
ugyanigy megjelenik akkor is, ha pontosabb (nagyobb tartomanyU) gépi szamhal mazzal
dolgozunk, legfeljebb nem a 186. tag kdrnyékén, hanem késsbb.)

9. Gyakorlé feladatok
A cikk korabbi részeiben mér mutattunk példakat az érettségi és felsofoku felvételi

feladatok kozil. Az aldbbiakban néhany, arekurziv sorozatok témakorehez kapcsol 6do
tovabbi érettségi, felvételi -és versenyfeladatot sorolunk fel, megoldasok nélkdl.

Erettségi feladatok:

9.1. feladat: (ZK. 3498.) Hatarozzuk meg a kovetkezé Osszeget: 152 + 18 + ... + 140 +
28+24+ ... +240+ 34+ ... + 89+ 840 + 940.

9.2. feladat: (ZK. 3531.) Az (a) szamtani sorozatot igy adjuk meg: a; =1, & = 2, +1 =
Xan + Yan1 (N3 2). Hatarozzameg az x ésy értékét!

9.3. feladat: (ZK. 3615.) Tiz év aatt minden év elgjén 4000 forintot tesziink a
takarékba. Tiz év leteltével 4000 forintot veszink ki évenként. Mennyi pénzink lesz a
huszadik év végén, ha 5%-0s a kamat?

Tovabbi hasonlé kamatszamitasos feladatok: ZK. 3616, ZK. 3621.

9.4. feladat: (ZK. 3641.) Egy sorozatraa, = 1 és a, = 2a,1 + 1. Bizonyitsa be, hogy a, =
2" -1

Egyetemi felvételi feladatok:

9.5. feladat: (1987. potfelvételi) Egy szamsorozat elsé eleme 2, méasodik eleme 3, és a,
= 3a,1 — 2a,2, han 3 3. irjafel asorozat n-edik elemét n fliggvényeként! Mivel egyenls a
sorozat elsé n elemének Gsszege?

9.6. feladat: (1995, KMF nulladik évfolyam) Hanyféleképpen lehet egy 7 fokbdl allo
|étra tetejére feljutni, ha egyszerre egy vagy két |épcséfokot |éphetiink?
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9.7. feladat: (1996, miiszaki): Melyek azok az ay, &, ... , &, ... mértani sorozatok,
amelyben & * 0, ésminden n pozitiv egész szamraaz a, = g(am2 - a,,,) egyenléség

érvényes?

9.8. feladat: (1997. m§us 21. de.) Egy sorozat €lsé n eleme a, = V2, a, = 242,

a, :\/Zm ., @, =424,

a) Fejezze ki ay-et n fliggvenyeként!
b) Legaldbb hény elemet kell dsszeszorozni az els6 elemtdl kezdve, hogy a szorzat
értéke 50000-nél nagyobb legyen?

9.9. feladat: (potfelvételi 2001. janius 5. du.) Egy sorozat els6 tagjaay =1, ésn3 1

. 1 0 .y : . o .
eseten ayg = gl (n+1)? =X, . Szamitsa ki a sorozat n-edik tagjat es elsé n tagjanak
n a

szorzatét!
9.10. feladat: (2003. mgjus 19. du.)

Adott ad differencigu (a,) szamtani sorozat. A sorozathoz taldhaté olyan p és q val6s
szam, hogy minden 1-nél nagyobb n természetes szam esetén an.1 = pa, + ga,1. Hatarozza
meg p €s g lehetséges értékeit, ha (a,)

a) nem dlando sorozat;

b) olyan alland6 sorozat, amelyben ay * 0;

c) olyan dlandé sorozat, amelyben a; = 0.

Versenyfeladatok:

9.11. feladat: (Belorusszia, 1995, 11. 0.) Az a, sorozatraag = & = 1 éS an2 = (N + 3)an+1
—(n+ 1)a,, han3 0. Hatdrozzuk meg ayggs €rtékét.

9.12. feladat: (British Mathematical Olympiad 1998 Round 1) Definidjuk az (a,)
sorozatot a kovetkezoképpen: a; = 19, a = 98 éshan? 1, akkor a2 legyen a, + an+1
maradéka 100-zal osztva. Mennyi a> + a2 +...+ a’,,, maradéka 8-cal osztva?

9.13. feladat: (IX. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny, 2000, 12. 0.) Az Ay, Ay,
As, ..., A0 pontok egy kdrvonalon helyezkednek el. Hanyféleképpen lehet legfeljebb 100
szin felhasznd ésaval kiszinezni a pontokat Ggy, hogy a szomszédos pontok kil 6nb6z6
sziniiek legyenek?

Tovébbi versenyfeladatok taldhatok pl. akulfoldi orszagok kdzépiskolai matematikai
versenyel kozotti valogatésban:, az algebrai és kombinatorikal rekurziok kozott.

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu -31/32-



Orosz Gyula: Rekurziv sorozatok

Felhaszndlt ésjavasolt irodalom

[1] Berg: Mésodrendi differenciaegyenletek (Tankonyvkiado, Bp, 1982)

[2] Dorrie: A diadalmas matematika (Gondolat Kiadd, Bp,1965)

[3] dr. Gerées: A Fibonacci-sorozat dtalanositasa (Tankonyvkiado, Bp, 1988)
[4] Imrecze - Reiman - Urban: Fejtoro feladatok fel sésoknek

[5] Kozépiskolai Matematikai Lapok évfolyamai

[6] Maté: Rekurziv sorozatok (Tankonyvkiadd, Bp, 1980)

[7] Torok: A Fibonacci-sorozat (Tankonyvkiadd, Bp, 1984)

[8] Vilenkin: Kombinatorika (Miiszaki Konyvkiado, Bp, 1987)

[9] Vaogatés kulfoldi nemzeti matematikaversenyek feladatai bol

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu -32/32-



