Dobos Sandor és Hraskd Andrés: Inverzié

Inverzid

1. Adott egy kor a kdzéppontjaval, és még egy tovabbi pont. Szerkeszd meg az adott pont adott
korre vonatkozé inverz képét!

2. Adott egy kor a kozéppontjaval, és még egy tovabbi pont. Szerkeszd meg az adott pont adott
korre vonatkozo inverz képét csak korzével!

3. Adott két pont. Szerkeszd meg a
a) felezépontjukat;
b) harmadol 6pontjaikat
csak korzovel!

4. a) Adott egy kor a kézéppontjaval, és adott még egy egyenesis. Szerkeszd meg az egyenes korre
vonatkozd inverz képét csak korzével! Oldd meg afeladatot abban az esetben is, amikor az egyenes
csak két pontjaval van megadva (és nem megy at az inverzié centruman).

b) Adott két egyenes két-két pontjaval. Szerkeszd meg a metszéspontjukat csak korzével!

c) Bizonyitsd be, hogy barmely szerkesztés, ami kdrzével ésvonazova elveégezhets, az
elvégezhet6 csak korzével is!

5. Készits vazlatot az aldbbi abrék | korre vonatkozo inverz képérél!
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6. Adott aK ésaz L kor. Bizonyitsd be, hogy az aldbbi dlitasok ekvivalensek (korok
mer 5legessége)!
A) K és L metszi egymaést, és barmelyik metszéspontban a kdrok érintéi merélegesek egymésra.
B) K kdzéppontjabdl az L-hez huzott érinté érintési pontjaa K koérén van.
B") L kdzéppontjabdl a K-hoz hizott érinté érintési pontjaaz L kérén van.
C) A korok Ry, R. sugaraira és kozéppontjaik d tavolsdgéraR¢ 2+ R.%-d %= 0.
D) A K-ravonatkozé inverziond L fix.
D") Az L-re vonatkozo inverziéond K fix.
E) L-nek van két olyan (egymastdl kil6nb6z6) pontja, amelyek a K-ravonatkozo inverziondl
kicserél 6dnek.
E') K-nak van két olyan (egyméstdl kil énb6z6) pontja, amelyek az L-re vonatkozo inverziond
kicserél 6dnek.

7. Adott hdrom kor. Szerkessz olyan kort, amelyik mind a haromra meréleges!

8. a) Bizonyitsd be, hogy két egyenes szoge megegyezik az inverziond szarmat6 képeik szogével!
b)Bizonyitsd be, hogy az inverzi6 szogtarto (azaz barmely két kor vagy egyenes szoge

megegyezik képeik szogével)!

9. Adott a sikon harom kuilonbdz6 pont: A, A' és B. Hatarozd meg a sik 6sszes olyan B' pontjét,
amelyhez van olyan inverzig, amely A-t A'-be, B-t pedig B'-be viszi.

10. Kosd dssze azokat az dorakat, amelyek megkaphatdk egymésbdl egy inverzio és egy
egybevagbdsag akamazasaval! (A pottyozott vonalak csak segédvonal ak)
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11. a) Adott egy pont és két kor (akorok barmelyike, akar mindketto |ehet egyenesis). Szerkessz
kort, amely atmegy a ponton és érinti a két adott al akzatot!

b) Adott harom kor (akorok barmelyike, akar mindhérom lehet egyenesis). Szerkessz kort,
amely érinti mindharom adott alakzatot!

12. Az AB=d ameéroji L féelkorbe irt r = d/4 sugart K kor érinti afélkorivet ésaz AB &meérét is.
Hatarozzuk meg annak a kdrnek a sugarédt, amely érinti afélkorivet, az amérét ésaK kort is!

13. A Ky, Ky, K3, K4 korok ciklikus sorrendben érintik egymést: K; és K, érintési pontja P12, Ko-€ és
K3-é P23, K3—é és K4-é P34, VégU| K4 és K1 érintési pontja P41. BiZOI’]yI,tSd be, hOgy a P12, P23, P34, P41
érintési pontok egy koron vannak!

14. Egy r sugaru kort invertdlunk egy R sugard korre. A két kdzéppont tavolsaga d. Hatarozd meg a
kor képének sugarét és kdzéppontjanak tavolsagat az inverzid centruméatoél!

15. Bizonyitsd be, hogy ha egy érinténégyszog csticsait invertaljuk a beirt korre, akkor az érintési
pontok alkotta sokszdg oldalfelezépontjait kapjuk!

16. a) Bizonyitsd be, hogy barmely haromszégben
RZ - d2 = 2Ry,
ahol Rakordlirt kor, r abeirt kor sugarét, d pedig a kézéppontok tavol sagét jel oli!
b) irj fel hasonl6 6sszefliggést a haromszog korilirt, az egyik oldaldhoz hozzéirt kérének sugara
és kdzéppontjaik tavol saga kozott!
c)*. Hasonl 6 tsszefliggés dlithato fel azokndl a négyszogeknél, amelyek egyszerre hur- és
érint6-négyszogek is. Keresd meg az dsszefliggést ésigazold is!

17. Adott egy pont és véges sok a pontrailleszkeds kilonbdzé sugart kér. Bizonyitsuk be, hogy
pontosan akkor van olyan kor, amely az 6sszes el6re adott kort érinti, ha az el 6re adott korok kilss
hasonl 6ségi pontjai egy egyenesre illeszkednek!

18. Az ABC haromszog kordlirt kdrének kdzéppontja O. A beirt kor az oldalakat az A, By, C1
pontokban érinti, kézéppontja O;. A1B,C; haromszg magassagpontja M;. Igazoljuk, hogy az O, Oy,
M; pontok egy egyenesen vannak. (Kurschak verseny, 1997)

19. Legyen ABC szabd yostdl kilénbdzé haromszog, P pedig a siknak a hdromszdg cslicsaitol
kil6nbozé pontja. Jeldljék Ap, Bp és Cp rendre az AP, BP és CP egyeneseknek az ABC haromszog
koré irt korrel vett mésodik metszéspontjait. Mutassuk meg, hogy a siknak pontosan két olyan P és
Q pontjavan, hogy az ApBpCp €s AqBoCq hdromszogek szabdlyosak, tovabba,

hogy a PQ egyenes athalad az ABC haromszog koré irt kor kdzéppontjan. (K trschak verseny, 2000)

20. Legyen advaaK kor ésaz A, B pontpér. Az f transzformécid aK kor AB egyenesre nem
illeszkedd pontjainak halmazét képezi le Snmagéra a kovetkezéképpen: ha Pl K\ AB és

az AP egyenes és K mésik metszéspontja P*, akkor a P*B egyenes és K masik metszéspontja f(P).
Bizonyitsd be, hogy havalamely n pozitiv egész szamraf "-nek van fixpontja, akkor f "identikus!

21. Adott egy kor és harom pont. Szerkessz olyan kort, amelynek korulirt kore az adott kar,
oldalegyenesel pedig az adott pontokon mennek ét! Altaldnositsd a problémat n pontra és har-n-
szogre!
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22. a) Legyen A és A’ egy pont és a képe aK korre vonatkozo inverziondl. Bizonyitsd be, hogy az
inverzi6 alapkorén (M K) az AM/A'M aréany értéke &llandd!

b) Bizonyitsd be, hogy az A, B pontpar Apolloniusz-korei pontosan azok a korok, amelyekre
vonatkozo inverziok A-t és B-t egymasra képezik!

23. Adott egy kor ésrajtaaz A és aB pont. Tekintsiink az 6sszes | ehetséges modon két olyan kort,
amelyek egyike A-ban, mésika B-ben érinti az adott kort, egymast pedig (egy € ére nem adott) M
pontban érintik. Hatarozd meg az igy adod6é M pontok mértani helyét!

24. a) Adott két érintkezé kor. Egy harmadik kor az egyik adott kort az A pontban , amasik adott
kort a B pontban érinti. Bizonyitsd be, hogy az igy ad6dd AB egyenesek mind &mennek egy
bizonyos ponton, vagy mind parhuzamosak!

b) Lényeges-e, hogy a két adott kor érinti egymast?

25. A K ésaz L kor egyik metszéspontja A. A két kor e ésf kdzos érint6in az érintési pontok
Ex ésF, illetve E. ésF,. Bizonyitsd be, hogy az ExFxA és az E, F| A hdromszog korulirt kore érinti
egymast!

26. Adott az A pont ésaK koér. Mutasd meg, hogy mindazok a korok, amelyek amennek A-n és K-t
egy amero6 két végpontjaban metszik tartalmaznak még egy kozos pontot!

27. a) Adott két egymast metsz6 kor. Tekintslink az 6sszes |ehetséges modon két olyan kort,
amelyek mindkét kort érintik és egymést is érintik (egy el6re nem adott) M pontban. Hatarozd meg
az igy adédd M pontok mértani helyét!

b) Lényeges-e, hogy a két adott kér metszi egymast?

28. Az, K, K" korok ésaz A, B, A', B' pontok elrendezése olyan, hogy az | kdrre vonatkozé
inverzional K képeK', A képe A', mig B képe B', a K-ra vonatkozé inverzio pedig A-t B-nek felelteti
meg. lgaz-e, hogy a K'-re vonatkozo inverziondl A' és B' egymas képei?

29. Adott két kor. Szerkessz két olyan pontot, amelyek mindkét pontra vonatkozé inverziénal
Kicseré 6dnek!

30. Adott asikon ak koér és egy P pont. Felvesziink egy Gy gdmbot, amely (fel lletén) tartalmazza a
k kort és a P pontbdl érintékupot rajzolunk Gy-hez. A kup egy ky kdrvonalon érinti Gy-¢et. Jeldlje ky
kozéppontjat Py. Képzeljik el Gy 0sszes |ehetséges helyzetét és hatarozzuk meg P, mértani helyét a
térben!

31. Adottak az egymast metszé nem azonos sugartl K, L korok a sikon (K és L egyike lehet egyenes
is). Tekintsllk aK ésL dta hatérolt négy sikbeli tartomany egyikében az dsszes olyan kort, amely
érinti K-t és L-t. Mutassuk meg, hogy a sikon van olyan pont, amelynek e korok barmelyikére (nem
K-raésL-re!) vonatkozo hatvanya egyenl 6!

32. Bizonyitsd be, hogy barmely két kdzds pont nélkili kor koncentrikus korokbe invertd hato!
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33. Steiner Poriszm§anéven ismeretes az alabbi tétel:

Adott két kor L1 ésLp, amelyek nem érintik egymast. Egy Lq-tis
Lo-et isérinté A korbdl kiindulva képezheté koroknek egy sorozata:

¥4 Ag legyen maga A,

Yaaz Aq kor érintse Lq-tisLo-tisésAg-tis,

Ya dtalaban A4q érintse Lq-t, Lo-et és Ap-t.

Allitjuk, hogy havaamely n-re A = Aq -azaz visszaériink-, akkor
barmely A korbél kiindulva n 1épésben visszaérink.

34. Adott két koncentrikus kor, ki és kp, sugaraik Ry és R,. Tekintslink az 0sszes |ehetséges médon
két olyan kort, |1-et ésl,-t, amelyek mindkét el6re adott kort érintik, egymast is érintik (egy elére
nem adott) M pontban, és akét adott kor kozti korgyiiritben helyezkednek el. Lattuk, hogy az igy
ad6dd M pontok mértani helye egy m kor.

a) Bizonyitsd be, hogy az m-re vonatkozo inverzid egymésba képezi ki-et és kp-t!

b) Hatarozd meg m sugarét!

35. Bizonyitsd be, hogy Steiner Poriszmajaban az A; korok kdzéppontjai egy ellipszisen, az A, A1
korok érintési pontjai egy k koron helyezkednek el, ésaz A, A1 kordk kdzéppontjait sszekotd
egyenes érinti k-t!

36. Tekintsik azt a harom kort, amelyek érintik egy haromszdg hdrom hozzéirt korét, méghozza
egyet dnmagukon belUl, kettét pedig kivil. Bizonyitsd be, hogy ennek a hdrom kornek van k6zos
pontjal

37. Hatdrozd meg az A(X + y?) + Bx + Cy + D = 0 egyenletii alakzat x> + y* - 1 = 0 kdrre vonatkozd
inverz képének egyenletét! Ennek alapjan Ujraigazold, hogy az inverzié dnmagara képezi a korok
és egyenesek halmazét!

38. Allitsd el 6 atengelye tilkrozést inverziok kompozicijaként!

39. Ha adott a sik tetszéleges A; és Ay’ pontja, akkor |étezik olyan egybevagosagi transzforméacio,
amely Aqg-et A;' -re képezi. Nem nehéz megadni olyan A, A; és Aq', Ay’ pontpérokat, amelyekhez
nincs olyan egybevagosag, amely As-et A;' -re, és egylttal At Ay’ -re képezi.

Bérhogy is adottak a sikon az A;, Ax, Ar', A2’ pontok, mindig van olyan hasonl 6s&gi transzformécio,
amely Aj-et Ay’ -re, és egyuttal Ax-t Ao’ -re képezi. Nem nehéz megadni olyan Aq, Az, Az 6 AL, A,
As' pontharmasokat, amelyekhez nincs olyan egybevagosag, amely As-et Ay’ -re, Aot Ay’ -re és
egyuttal As-at As' -raképezi.

Hatarozd meg azt a maximalis n pozitiv egészt, amelyre barhogyan is adottak asikon az Aq, Az, ...,
An Al A, ..., Ay pontok, mindig van inverzidknak olyan kompozicioja, amely As-et Ay’ -re, Ax-t
Ao -re, ..., ésegylttal A -et A, -re képezi!

40. A sik egybevagisigal megorzik az A és aB pont kdzotti AB tévolsagot. A hasonl 6sagok
megorzik az A, B, C pontharmas (ABC) = AC/CB osztéviszonyat és az ACBD nagysagét. Komplex
szamokkal ez a két mennyiseg egyszerreisleirhatd. Ha a harom pontnak megfelelé harom komplex
szém z;, Z, €S z3, akkor hasonl6sagi transzformaciond megmaradé mennyiség az

Z,- 24

(z,2,,2,) = 2

komplex osztéviszony. Hogyan kell a sik négy pontjahoz olyan mértéket rendelni, amely invarians
az inverziokra?
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41. a) Mutasd meg, hogy harom komplex szam osztoviszonya (lasd az €l 6z6 feladatot) pontosan
akkor val6s, ha a komplex szamsikon egy egyenesre illeszkednek!
b) A z4, 7y, z3, Z4 komplex szamok kettésviszonya a

(21’22’23) 4-4.4- 274
2y, 23,2, ) = = ;
(21 o 4) (21’22’24) Z3- 2, Z,- 17,
komplex szam. Bizonyitsd be, hogy a kettdsviszony a hasonl 0sagi transzformaciokra és az
inverziéranézveisinvarians! Mutasd meg, hogy négy komplex szam kettésviszony pontosan akkor
val6s, ha a komplex szamsikon egy egyenesre vagy korre illeszkednek!

42. Haadott asikonaz A;, Asésaz Ay', Ay’ pontpar Ugy, hogy AjA>=A'Ax' T 0, akkor pontosan két
olyan egybevagbsagi transzformécié van, amely Aj-et Ay’ -re, és egylttal Aot A" -re képezi. Ezek
egyikeiranyitastarto, a masik megforditja az irdnyitést.

Ha adottak asikon az A1, A, Az, Ad', Ao, As' pontok gy, hogy (AiAAs) = (A'A2AS) T {0, ¥} és
A1AAs D = A)'A)As'D, akkor mindig van olyan hasonl 6sgi transzforméacio, amely Aqj-et A;' -re, Ao-
t A -re ésegylttal Asz-at As' -raképezi. HaAiAAs D = Ar'A)As'DI {0, p}, akkor pontosan egy, ha
AiAAs B = At'A)AsDIT {0, p}, akkor pontosan két ilyen transzformacio van: aketté egyike
irényitastarto, a masik megforditja az iranyitést.

Dolgozz ki hasonlé elméletet inverzidk kompoziciojava kapcsolatban!

43. Bizonyitsd be, hogy a z komplex szam képe az orig6 kdzéppontl egységsugarl korre az 1/ z
komplex szam! Add meg a x kdzéppontu (x tetszéleges komplex szam) R sugaru korre vonatkozo
inverzio képletét!

44. Bizonyitsd be, hogy az inverzi6 a sztereografikus y
vetitéshol az aldbbi médon szarmaztathato: Tekintsik azt a

G gémbot, amelynek k afokore, legyen ennek agémbneka G

két k-tdl legtavolabbi pontjaV ésU. Vetitsik sikunkat

el6szor V-n & G-re, mgjd G-t az U ponton & O :
visszaa sikra. E két leképezés kompoziciéja a sikot P
Onmagéra képezi és éppen a k-ra vonatkozé inverziot

adja <

45. Legyen adva az | tetszéleges kor vagy egyenes, tovabba

az A ésaB pont. Vegylnk fel egy tetszéleges olyan K kort vagy egyenest, amely meréleges I-re.
Jeldlje K és | metszéspontjait (amelyek kozll az egyik lehet a"végtelen tavoli" pont) X és'Y.
Bizonyitsuk be, hogy A és B pontosan akkor egymas képei az |-re vonatkozo inverziéndl, ha
(XYAB) = -1!

46. Ertelmezziik a gémbon az inverzi6t az el6z6 feladat dlitasaalapjan! Azaz az Sgémb A ésB
pontja akkor legyen egymas képe az S gbmbre illeszkeds k korre vonatkozélag, haaz AB fokor
meréleges k-ra, €s X, Y metszéspontjaikkal (XYAB) = -1.

Legyen az Sgomb két tetszéleges atellenes pontja U ésV, felezomerdleges sikjuk S. Jeldljek, A és
B képét az St S-raképezé U centrumu sztereografikus projekciond k', A' ésB'. Bizonyitsd be,
hogy A és B pontosan akkor egymés képei a k-ra vonatkoz6 gémbi inverziondl, ha A’ és B' egymas
képel ak'-re vonatkozé inverziond (tikrozésndl)!

47. (Hubai Tamés problémgja) Milyen felliletet kell az egységkorre épiteni ahhoz, hogy magasrol
ranézve épp a kor kilsejének inverz képét |assuk rajta?

Az euklideszi és hiperbolikus geometria axiomatikus targyal &sa utan ajanlott:
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A Poincaréfée kormodell

Tekintstink egy K kort. Modelltink pontjai e korlap bels pontjai (ezek nevezzilk ezentdl a
hiperbolikus sik pontjainak). Modelllink egyenesei (a hiperbolikus egyenesek) aK korre meréleges
korok és egyeneseknek a korlapon belllli részei. A hiperbolikus egyenesekre val 6 hiperbolikus
tengelyes tikrézések a hiperbolikus egyenesnek megfelel6 korre (egyenesre) vonatkozo inverzio
(ill. szokasos tengel yes tikrozes).

48. Mutassuk meg, hogy a hiperbolikus tiikrézés val 6ban 6nmagéra képezi a modell ponthal mazat!

49. Mutassuk meg, hogy barmely két hiperbolikus ponton & pontosan egy hiperbolikus egyenes
huzhat6. Adjunk szerkesztési ejarast is! Igazoljuk az allitast arra az esetre is, amikor a két pont
barmelyike, akar mind a kett6, K hatarvonalan van!

50. Mutassuk meg, hogy barmely ponton ét, barmely azt nem tartalmazé egyeneshez tébb (a
hiperbolikus sikon) diszjunkt hiperbolikus egyenes is hiizhat6! Mutassuk meg, hogy mindig két
"elpattand” hiperbolikus egyenes van, azaz olyan hiperbolikus egyenes, amely atmegy az adott
ponton és csak K hatarvonaldn van kézos pontja az adott hiperbolikus egyenessel!

51. Adott két kézos pont nélklli hiperbolikus egyenes. Szerkessz olyan hiperbolikus egyenest,
amelyre val 6 tengel yes tiikrézésnél mindkét adott egyenes fix (k6zos meréleges)!

52. Adott két hiperbolikus egyenes. Szerkessz olyan hiperbolikus egyenest, amelyre vonatkozo
tukrozés egymasra képezi a két egyenest (szogfelezs)!

53. Adott két hiperbolikus pont. Szerkessz olyan hiperbolikus egyenest, amelyre vonatkozé
hiperbolikus tikrozés felcseréli akét pontot (fel ezomer éleges)!

54. Adott egy pont és egy hiperbolikus egyenes. Szerkessz az adott ponton & olyan hiperbolikus
egyenest, amelyre vonatkozd tikrézésre az adott egyenes fix (magassagvonal)!

55. Szerkessz hiperbolikus haromszoget, amelynek szogel 60°, 45°, 45°! Parkettazd ki a modell
jelentés részét ilyen haromszogekkel! Abradat vesd 6ssze M.C. Escher "Angyalok és 6rdogok 11."
(Kreidimit IV.) rgjzaval!

56. Adott aK kort az A és B pontban metszé L kor, tovébba az A és B pontokon &mené K-ra
meréleges H kor. Mutasd meg, hogy barmely olyan hiperbolikus tengelyes tiikrozés, amely
egymasra képezi L két pontjat, az onmagara képezi L-et isésH-t is (tehat L pontjainak aH
egyenestol val 6 tavolsaga dlando, azaz L ekvidisztans gorbe)!

57. Adott aK kort az A pontban belllrél érint6 L kor és legyen H tetszéleges olyan hiperbolikus
egyenes, amelynek egyik hatarpontja A. Mutassuk meg, hogy a H-ra vonatkozo hiperbolikus
tikrézésnd L fix (tehat L paraciklus, azaz egymashoz el pattan6 egyenessereg minden egyes elemén
kijel6lt egy-egy pont halmaza, amelyek az egyenessereg tagjaira vonatkozd tikrozésekkor
egymésba mennek at.)

58. Adott aK kor belsgjében egy L kér. Mutasd meg, hogy L belsejében van egy olyan O pont,
amelyen &mené barmely hiperbolikus egyenesre vonatkozo hiperbolikus tikrézésné L 6nmagara
képzodik! Igazold, hogy L barmely két pontjanak hiperbolikus felezémerdlegese &megy O-n! Lasd
be, hogy O aK és L kérok generdlta korsor pontkore! (Azaz L hiperbolikus kor, melynek
kozéppontja O)
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59. Adott két hiperbolikus kor (a hiperbolikus kbzéppontjuk nékil). Szerkesztend6 a hiperbolikus
centrdlis.

60. Bizonyitsd be, hogy barmely hiperbolikus hdromszdg ol dalfelezé merélegesel egy ponton
mennek at!

61. Bizonyitsd be, hogy barmely hiperbolikus hdromszdg magassagvonaai egy ponton mennek at!

62. Ertelmezzilk a modellben a tévolsagot és a szoget a kovetkezsképpen. Két hiperbolikus egyenes
szoge legyen a val 6sagos szogik. Az A és B pontok tavol saganak definia asahoz vegyik fel az AB
hiperbolikus egyenes X, Y hatarpontjait és legyen

k¥n|(X, Y, A, B)|
A és B hiperbolikus tavolsaga (k egy tetszéleges, de elére rogzitett pozitiv val 6s szam). Bizonyitsuk
be, hogy a Poincaré-féle kormodell ezzel a szog és tavol sagfogalommal kielégiti a hiperbolikus sik
axiomait!

63. Tekintslk amodellt a komplex egységkdrlapnak. Adjuk meg azokat a komplex fliggvényeket,
amelyek amodell iranyitastarté egybevagdsagainak felelnek meg!
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| nver zios feladatok a Komalban

1. Adott asikon egy ¢ egyenes az egyik oldalan (nem rajta) az A és B pontok, tovébbaegy f szdg.
Szerkesztend6 olyan ABCD hurnégyszog, amelynek C és D cslcsa c-n vannak, és amelyre a DAC
szog egyenl6 f -vel.

Koémal F. 1783 (1971/9)

2. Az AB szakasz felezépontja C, az AB egyenes egyik oldalan az AC és BC szakaszokra, mint
amérokre félkort rajzolunk, tovabbd A és B kortl AB sugarral korivet hlizunk, az utdbbiak
metszéspontja D. Szerkesszink érinté kort az ABCD ivnégyszoghbe!

Komal 768. gyakorlat (1962/4)

3. Bebizonyitando, hogy a gémbon val 6 tikrozés mivel etének sztereografikus képe a sikon kérre
val 6 tikrozés (inverzio).
199. feladat (Karteszi Ferenc cikkében, 1950/5)

4. Adjunk meg a sikon végtelen sok pontot Ugy, hogy kozilik barmely kettének atavolsaga (egy

el6re megadott egyseghez viszonyitva) raciondis legyen, és a pontok ne legyenek mind egy

egyenesen!

M egadhatok-e a pontok Ugy hogy ne legyen olyan egyenes, amelyik kozulik harmon megy ét?
Kémal P. 70 (1971/2)

5. Adott (asikon) egy e egyenes és az A, B pontok. Szerkesszilk meg e-nek azt a P pontjéat, amelyre
a PA/PB arany értéke maximdlis, illetve amelyre minimdlis.
Kémal P. 80 (1972/2)

6. Adott a sikban hdrom kor. Megvélaszthaté-e az inverzid aapkore Ugy, hogy ezek képei is korok
legyenek és a korok kdzéppontjai egy egyenesre essenek?
Elérhet6-e emellet az is, hogy a képek kdzll kettének a sugara egyenlé legyen?

Koémal P. 84 (1972/4)

7. Egy A1A,As hdromszdg nem egyenlé szard, oldalait jel 6ljik ay, ap, as-mal (g fekszik A-vel
szemben). Mindeni-re (i = 1, 2, 3) M; az ; olda felezépontja. T; az a pont, amelyben a beirt kor
érinti a-t és § aT; pont tukorképe az Ai-hez tartozo bels6 szogfelezére nézve. Bizonyitsuk be, hogy
az M1S;, MbS,, M3S; egyenesek egy ponton mennek at.

Az 1982. évi Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpia 2. feladata (Kémal 1984/1)

8. Egy szabdyos haromszog cstcsai koré egyenl 6 sugarral ki, ko, ks kort irunk. Egy P pont inverz
képe ksi-re Py, P inverz képe ky-re P,, mig P, képe ks-ra P3. Szerkessziink olyan P pontot, amelyre
P3 egybeesik P-vel.

Komal P. 44 (1970/4)

9. Adott aP pont, az e, f egyenesek ésaz e, f szogek. Szerkesztendok azok a korok, amel yek
amennek P-n ése-t e, f-et f szogben metszik. (Kor és egyenes szbgén a kor metszéspontbeli
érintéjének az egyenessel bezart szogét értjik.)

Koémal P. 28 (1969/12)
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Felhasznalt irodalom:

F. Scharygin: Problemsin plane geometry, Science for everyone, Mir Publishers Moscow
Reiman |. : Fejezetek az elemi geometriabdl

A geomgt_ri adapjai, Haj6s Gyorgy el6adasai alapjan irta: Stronmajer Janos, ELTE TTK
egyetemi jegyzet.

Haj6s Gyorgy: Bevezetés a geometriaba

H. S. M. Coxeter: A geometriak alapjai

H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer: Az Ujrafelfedezett geometria

Székefavi-Nagy Béla: Komplex figgveénytan, ELTE TTK egyetemi jegyzet.
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