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Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

Kubatov Antal (Kaposvar)
Ptolemaios-tétele, Casey-tétel, feladatok

Ptolemaios-tétel:

Ha egy konvex négyszog szemkdozti oldalai aésc, ill. b ésd; atloi e ésf, akkor
axc+b>d® exX  Egyenlgség akkor és csakis akkor teljestilhet, haa négyszog
harnégyszog.

Ptolemaios Klaudios (Kr.u 100-169)
F6 mive: Almageszt
Geocentrikus vilagnézet , kitart” Kopernikuszig.
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Nagyon pontosan kiszamolta a szabdlyos 720 oldal i sokszdg egy oldalanak a hosszét. p » E =3, 1416
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Mihalovics Sandor: Ptolemaios tétel éhez kapcsol 6dd megjegyzések
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Reiman Istvan: Nemzetkézi Matematikai Di&kolimpidk 1959-1994

Eric Weisstein Matematikai enciklopédi§jdban az ide vonatkozo tételek:
http://mathworld.wolfram.com/CaseysT heorem.html
http://mathworld.wolfram.com/FuhrmannsT heorem.html
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Feladatok
P.0. Bizonyitsuk be a Ptolemaios-tételt.

P.1. Bizonyitsuk be, hogy haM az ABC szabdyos haromszog koré irt korének
(révidebbik) BC iven lévé pontja, akkor AM=BM+MC.

P.2. Mutassuk meg, hogy haa P pont az ABCD négyzet koré irhat6 kor rovidebbik
CD ivén fekszik, akkor PA(PA+PC)=PB(PB+PD).

P.3. Adott az ABCD paraelogramma és egy az A ponton amené olyan kor, mely az
AB oldalt P-ben, az AC atl6t Q-ban, az AD oldalt pedig R pontban metszi. M utassuk
meg, hogy ekkor APxAB + ARXAD = AQ*AC.

P.4. Az ABC egyenlészari hdromszdgben AC=BC. A haromszdg koré irt korének C-t
nem tartalmazd AB ivén vegylk fel a P pontot. Bizonyitsuk be, hogy haD a C-bél PB-
re bocsatott meréleges tal ppontja, akkor PA+PB=2PD.

P.5. Jeldlje O az ABC h&romszogbe irt kor kbzéppontjat. Az ABC haromszog koré irt
kort az A, Bill. C cslicsbdl indul6 szogfelezo rendre az F,,F;, . pontban metszi.
AC BO CO,

Bizonyitandd, ho
y 9y OF, OF, OF

P.6. Jeldlje Rill. r aharomszog koré, ill. a haromszogbe irt kor sugarét, d, ,dg,d.
pedig akordlirt kdr kdzéppontjanak a hdromszog ol dalaitdl vett tavol ségait. M utassuk
meg, hogy ha a haromszég hegyesszogi, akkor d, +d; +d. =R +r. Hogyan médosul
az 0sszefliggés, ha a hdromszdg nem hegyesszogii?
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Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

P.7. Bizonyitsuk be, hogy minden hegyesszogii haromszégben AM+BM+CM=2(R+r),
ahol M a haromszg magassagpontja, r a beirt, R pedig akordlirt kor sugara.

P.8. Az ABC h&romsztg A csticsbdl indul 6 szogfelez6je a haromszdg koré irhatd kort
A, -ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy haaharomszog BC oldalafelezi az AA,

szakaszt, akkor b+c=ax/2.
P.9. Egy szabalyos kilencszog atl6i ndvekvo sorrendben e, e,, e, . Bizonyitsuk be,
hogy ekkor £§L+§g=i§[+%2

e &g €e 6Gg
P.10. Az ABCDE szabalyos 6tsztg koré irhat6 kor révidebbik AE ivének egy pontja
legyen P. Bizonyitsuk be, hogy ekkor PA+PC+PE=PB+PD.

P.11. Legyen A A,,..., A, egy paratlan oldalszamu szabdyos sokszdg, M pedig a
sokszog koré irhato kor A, A, ivének egy pontja. Bizonyitsuk be, hogy az M pontot a
paratlan sorszamu csucsokkal 6sszekotd szakaszok egylttes hossza egyenlé a paros
sorszamu csticsokkal dsszek6té szakaszok egyttes hosszaval.

P.12. Megadhaté-e a sikon 2004 pont Ugy, hogy barmely hdrom ne legyen egy
egyenesen, és barmely kett6 tavolsaga raciondlis szam legyen.
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Casey-tétel / John Casey (1820-1891) ir matematikug/:
Haa k,,Kkg, K¢, Kk, korok belulrol erintik ak kort olyan A,B,C,D pontokban, melyek

egy konvex négyszoget hataroznak meg, akkor a két-keét kor kozos kil sé
érintsszakaszai kozott fennall az aldbbi Ssszefiiggés (d(k; . k; ) jeloljeak; és k,
korok kozos kulso érinté szakaszanak a hosszét):

d(ku, kg )d(ke, kp ) +d(kg, ke )od(k, ko) =d(k,, ke )>d(kg, ko)

Megengediiik a nulla sugart kéroket is. Hamindegyik kor nullkoér, akkor a hirnégyszdgekre ismert Ptolemaios
tételt kapjuk.

Feladatok

C.0. Bizonyitsuk be a Casey-tételt.

C.1. Tekintsiik az ABC egyenlészari haromszoget és akoré irhaté kort (AC=BC).
Legyen Kk, egy olyan kor, mely érinti akoré irt kort (C-t nem tartalmazo iven) és AB-
t. Jeldljet a C-bél a k, -hez huzott érintészakasz hosszat. Mutassuk meg, hogy t nem
figg a k, vaasztasatdl.

C.2. Két kilonbdz6 sugaru kor beltlrdl érinti egymast. A nagyobb sugart kérbe
szabalyos hdromszdget irunk. A hdromszég csticsaibdl érintéket hiizunk a kisebb

sugaru korhdz. Mutassuk meg, hogy aleghosszabb érintészakasz egyenlé a mésik
ketté Osszegével.

C.3. Adott egy k kor, annak egy tetszéleges AB hurja, sardmeréleges CD améro.
Tekintsiink egy olyan k, kort, mely érinti az AB hurt és ak-t a C-t tartalmazé iven,
valamint egy k., kort, mely aD pontban érinti beltlrél ak-t. Mutassuk meg, hogy a k;
és k, korok kozos kilss érinté szakaszanak hossza fliggetlen a k, kor val asztasatdl
adott k és k, kor esetén.

C.4. Adott egy k kor és annak AB a&méréje. Tekintsiik a C bels pontban az AB-re
meréleges hart. Messe ez ak kort az M ill. N pontokban. Hatérozzuk meg az AC ill.
BC améréjii korok kozos kilss érint6inek hosszat!

C.5. Adott egy k kor, valamint hdrom - a k-t beltilrél érinté - azonos sugaru kor,
melyek paronként kivilrél érintik egymast. Mutassuk meg, hogy ak kér egy
tetsz6leges M pontjabdl a k,, k., k, kérokhdz hizott érintészakaszok egyike a masik
ketté Osszegével egyenld.

C.6. Adott az AB(=2R) a&méréji k kor, valamint az AB-t és ak-t (beltlrol) érinté k,
kor. Az AB-n évé érintési pontot jeldlje M. Hatdrozzuk meg k, kor sugarét, ha
AM=m.

C.7. Adott az ABC haromszog a koré irhato korével egyditt. Tekintsik azt a k, kort,
mely belilrél érinti k-t, valamint az AB és BC oldalakat a C, ill. A, pontokban.
Fejezzik ki a BA, szakasz hosszét a haromszdg oldalainak segitségével. Hatarozzuk

meg a k, kor sugarét is a haromszog adataival.
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C.8. Adott az AB &mérojii k kor. Az &méré harmadol 6 pontjait jel6lje M és N.
Legyenek k, és k, ak-t bellilrdl érintd korok, melyek érintik AB-t az M illetve N
pontban, s AB akét kor kdzos belso érintdje. Hatarozzuk meg a k, és k, korok kdzos
kllso érint6 szakaszanak hosszét ak kor R sugaranak fliggvényében.

C.9. Adott az ABC egyenl6szart hdromszog (AC=BC) akoré irt korével (k) egyditt.
Jeldlje ky, k,, k, azokat a koroket, melyek k-t bellilrdl érintik (a harmadik csicsot nem
tartalmazo iven), valamint érintenek egy-egy oldalt afelezépontjaban. Mutassuk meg,
hogy a k,, k,, k, korék paronként vett kozos kilss érinté szakaszanak hossza
megegyezik.

C.10. Adott asikban az ACBLJ, melynek korulirt korét kivilrél érinti ak kor. A k kor
érinti egyuttal az AB és AC félegyeneseket is, mégpedig P és Q pontokban. Mutassuk

meg, hogy a PQ szakasz felezépontja egybeesik az ACBL] BC oldadhoz hozzéirt
korének kdzéppontjaval. / Kirschak Jozsef Emlékverseny 2004/1.feladat /

Matematika Oktatési Portdl, http://matek.fazekas.hu/- 4/ 15 - Hiba! A konyvjelzé nem létezik.



Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

P. megoldasok

P.0. Ptolemaios-tétel
Ha egy konvex négyszdg szemkozti oldalai aésc, ill. b ésd; &l e ésf, akkor

axc+b>d3 exXf . Egyenl6ség akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha a négyszog
hdrnégyszog.

Bizonyitas:

Alkalmazzuk a CDAL -re azt a C koruli forgatva nyUjtast, mely c
viszi a CBAC -be (ardnyabic). Ekkor CA¢=2e. Vegyik észre, 7N

hogy ekkor az AA®] [DBC , hiszen ACA¢ =DCB [Jés P !
BC b, CAC_b

e
—=—: ——=—igy ahasonl6sag aranya: k=— i
D ¢ CA ¢ ay Sag Y ay

AAG=Sf Az ABA , haromszogre’ a haromszog-egyenl tlenség: a+2ds & , melybd|
. c c

adodik az a>c+b>d 3 eX egyenlétienseg. Egyenl6ség akkor és csak akkor dl fenn, ha
Bl AACU b+d=180°, azaz a négyszdg hlrnégyszog.

P.1. Bizonyitsuk be, hogy haM az ABC szabdyos haromsz6g
koré irt korének (révidebbik) BC iven 1évé pontja, akkor
AM=BM+MC.

Bizonyitas:
Irjuk fel a Ptolemaios-tételt az ABMC-re:
BM xAC+CM xAB=AM>XBC /:a

BM +CM =AM

P.2. Mutassuk meg, hogy haaP pont az ABCD négyzet koré irhatd kor
révidebbik CD ivén fekszik, akkor PA(PA+PC)=PB(PB+PD).

Df a /C

Bizonyitas:
) O\ |*| Prolemaiostétel aPDAB-re: PD>a+PBxa=PAxa2 /:a
\A _ Ptolemaios-tétel a PABC-re: PBxaw/2=PA>xa+PCxa /:a

Szorozzuk dssze akét egyenletet: PB(PB+PD)=PA(PA+PC)

P.3. Az ABC egyenlészari hdromszdgben AC=BC. A haromszdg koré irt korének C-t
nem tartalmazd AB ivén vegyUk fel a P pontot. Bizonyitsuk be, hogy haD a C-bél PB-
re bocsatott meréleges tal ppontja, akkor PA+PB=2PD.

Bizonyitas:

Ptolemaios-tétel az APQR-re: D ¢

AQ*PR = AP>XRQ+ARPQ 0
1PQ_BC, QR:E@Q

Mésrészt: PQRT TABC mTQR AB BC z B
_lE:Ep R:&)@Q
TPR AC BC

irjuk be ezeket afenti egyenl sségbe:
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AC AB BC

AQ*x—XPQ =AP*—XQ+ARXQ /[x—

Q BC BC PQ
AQ*AC =APxAB + AR BC. Felhaszndva, hogy BC=AD: APxAB+ARXAD = AQ>AC

P.4. Az ABC egyenl6szari hdromszogben AC=BC. A C
haromszdg koré irt korének C-t nem tartalmazé AB ivén vegyik

fel aP pontot. Bizonyitsuk be, hogy ha D a C-bsl PB-re bocsatott

mero6leges tal ppontja, akkor PA+PB=2PD.

Bizonyitas:
Ptolemaios-tétel APBC-re; AP>0+BP>x =PC»xa ANE F 7578
P
Masrészt: PDCT [AFC b1 2 = 2 b 2= 2 o ert bendyettesitve:
PC 2b PC
AP+BP=2PD.

P.5. Jeldlje O az ABC hdromszogbe irt kor kozéppontjat. Az ABC haromszog kore irt
kort az A, Bill. C csticsbdl indul6 szogfelezo rendre az F,,F;, F. pontban metszi.

Bizonyitand6, hogy AO BO co,
OF, OF OF
1.bizonyitas:
BF AO
OF, =CF, =BF, (*), igy &dakitva =2 = a+b+C.AnaJég
OF, a
maodon:
BO a-b+c
OF, b
CO a+b-c
OF, Cc
igy az dlités ekvivaens a kovetkezovel:
a,a,b,b,c,c 33
b ¢c a c a
C
a b c b c a’
—+—+2+—+24+-386
bga bgc age
32 32 32
2.bizonyitas:
Ptolemaios-tétel: (AO+OF, )a=OF, (b+c) (felhaszndltuk (*)- ot)
AO _b+c
OF a
igy az dlités:
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b+c+a+c+a+b_ 33?3
a b C

P.6. Jeldlje Rill. r ahdromszog koré, ill. aharomszogbe irt kor sugarat, Ay g, de
pedig akordlirt kdr kdzéppontjanak a hdromszog ol dalaitdl vett tavol sgait. M utassuk

meg, hogy ha a haromszog hegyesszdgii, akkor dy+dg+de =R+r
az 6sszefliggés, ha a haromszog nem hegyessz6gii?

. Hogyan maédosul

Bizonyitas:
Ptolemaios-tétel F,CF,K -ra KCxF F, =F,C>d; +F,Cxd, .

Tudva, hogy KC=R; F,F; :g; FAC:%; FBC:g az €l6z6 egyenlet:

RE=3q +2q 10
2 2° 2

iR>x=axd; +b>d,. Anadg:

L R>a=bxd, +cd,

[Rob=axd, +od,. irjuk fel 2T - t kétféleképp:

taxd, +b>d; +cxd. =r(a+b+c)

S: (d, +dy +d.)(a+b+c)=(R+r)(a+b+c) /:(a+b+c)
d, +dg +d. =R+t

M egj egyzés:
Konnyen belathat6 (cosinus tételek és haromszogteriilet dsszefliggésekkel):

cosa +cosb + cosg:1+% IR

Rcosa +Rcosb+Rcosg=R +r

R cosa : esjelestavolsig.

d,+d;+d. =R+r

di eéjele attdl figg, hogy ahir elvalasztja a csticsot és akoré irt kor kdzéppontjat, vagy nem.

Ennek alkalmazéasara egy szép feladat:

Legyen A A,,..., A, tetszéleges hlrsokszog, melyet egymést nem metszg &l6i (n-2) db haromszogre
bontanak. 1gazoljuk, hogy a haromszdgekbe beirt kérék sugarainak 6sszege nem fiigg a felbontéstdl.

P.7. Bizonyitsuk be, hogy minden hegyesszogii haromszégben AM+BM+CM=2(R+r),
ahol M a hdromsz6g magassagpontja, r abeirt, R pedig akoérulirt kor sugara.
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1.Bizonyitas: Ugyanugy, mint az el6z6 feladatban.
2.Bizonyitas: Az el6z6 feladat ,, eredmeényére” alkalmazzunk egy S kézéppontu (-2)-szeres
k6zéppontos hasonl ésagot.

P.8. Az ABC h&romszdg A csucsbdl indul 6 szogfelezdje a haromszog koré irhato kort
A, -ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy haaharomszog BC oldalafelezi az AA,

szakaszt, akkor PA +PC+PE=PB+PD.

Bizonyitas:
Ptolemaios-tétel ABA,C-re:
bxy+cxy=2xxab y(b+c)=2x»xa v 2a?
axp fy(b+c)=—y
— y b+c
BLA TALC B1 X =B¥Cp =& Wi oo/
il y b brc i +c=a

P.9. Egy szabalyos kilencszdg &tl6i ndvekvo sorrendben e, e,, e, . Bizonyitsuk be,

hogy ekkor 18i+e_ _—a?[ e30
ele &g eze € g

Bizonyitas:

0'7
1 e_ _iai+_+ eee,
eé &g eze o

C

e,(e, +€;)=6e,(€ +&,)
frjunk fel két Ptolemaios-tételt:
A1A3A4A %l +%3 el 2
AAAA, a8 +ae =ee,

ete _e

€+ &

c
e (e +e) =6 (e +e)

gVegyuk a hényadosukat:

P.10. Az ABCDE szabalyos 6tsztg koré irhat6 kor révidebbik AE ivének egy pontja
legyen P. Bizonyitsuk be, hogy ekkor PA+PC+PE=PB+PD.

Bizonyitas:
Irjunk fel Ptolemaios-tétel eket:
PABC:axPA +ax¥PC=PB>xAC

PBCD : PC>8D =axPB +a>xPD
PCDE :aX¥PC+axPE = PD >CE
PDEA : ADXPE = a><PA+PD>€AE
PABE : PAXBE +axPE = PB><AEp

—g =
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b:=BE=AC=BD=CE=AD:
axPA+axPC=PBx {

b>BD =axPB +axPD |

axPC+axPE =PD > l/

b>PE = axPA + PD xAE.:.

PA >0 +axPE = PB xAE'b

S:(2a+Db)(PA + PC+ PE) = (2a+ b)(PB + PD)

C

PA +PC+ PE = PB+PD

P.11. Legyen A A,,..., A, egy paratlan oldalszamu szabdyos sokszdg, M pedig a
sokszog koré irhatd kor A, A, ivének egy pontja. Bizonyitsuk be, hogy az M pontot a

paratlan sorszamu cstcsokkal 6sszekoto szakaszok egyttes hossza egyenl 6 a paros
sorszamu csticsokkal dsszek6té szakaszok egyuttes hosszaval .

Bizonyitas:
Legyen MA, =d,,MA, =d,,..,MA_=d..
Az oldalak hosszét jeldlje a, alegrévidebb &l hosszét pedig jeldlje b.
Alkamazzuk Ptolemaios tétel ét az
MAALA,MALAA,,....MA, A A ,MA A A,harnégyszégekre (jobbrdl irjuk aparos
szammal jel 6lt szakaszokat, balrol a paratlannal jel Olteket):
a(d, +d,) =bd, i
bd, = a(d, +d,) |
a(d, +d;) =bd, |

.Y
bd, +ad, =ad, 1
bd, +ad, =ad,
S:(2a+b)(d, +d, +...+d,) =(2a+b)(d, +d, +...+d, ,)

C
d, +d,+..+d, =d,+d, +..+d

P.12. Megadhaté-e a sikon 2004 pont Ugy, hogy barmely hdrom ne legyen egy
egyenesen, és barmely kett6 tavolsaga raciondlis szam legyen.

Bizonyités:
X VegyUk arelativ prim Pitagoraszi szamharmasokat(ezekbdl végtelen sok
C ve?r%yés osszuk Fc):-vel. Eﬁor c=Labl . Mind(en ilyen szegtmhérmas
meghataroz egy ABC, derékszogii haromszoget az AB=1 atmérojii
! korben. Ekkor barmely C,C; tavolsédg israciondlis szam, hiszen a
Ptolemaios-tétel szerint
ab, =ab, +1>cc;. Mivel ab,,ab, 1 0 b cc,l C

]
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1.megj egyzés:
A sikon mindig megadhaté n szamu pont Ugy, hogy kozil ik egyik hdrom se legyen egy egyenesen, de koziil ik
barmely kettd tavol sdga egész szam legyen.

2.megj egyzés:
A sikban nem adhaté meg végtelen sok pont gy, hogy ne legyenek egy egyenesen, de barmely kett6 tavolsdga

egész legyen.
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C. megoldasok

C.0. Casey-tétd:

konvex négyszoget hatéroznak meg, akkor a két-két kor kdzos kils érintészakaszai
kzott fennall az alabboi dsszefiiggés (d(k;.k; ) jeldljeak; és k; korok kozos killss
érint6 szakaszénak a hosszét)

d(Ky kg )>d(Ke, Ko ) +d(Kg, ke ) >d(Ky ko ) =d(K,, ke )2 (Kg ko)

Haak,,K;, K., Kk, korok beltirdl érintik ak kort olyan A,B,C,D pontokban, melyek egy

Bizonyitas:
0,0, :\/(R- r)’+(R-r) -2(R-r)(R-r)cosg
2R* - AB’ 1 AB*

AB’ =R’ +R’- 2RRcosgb cosg=

2R? 2R’
2 2 & AB’0 ) AB’
d(k,;k.)=(R-1r) +(R- -2(R-r)(R- I-—=-(r-r) =.=(R-r)(R-
() =(R- 1)+ (R- 1)~ 2(R- ) (R- 1)l S (e 1) == (R ) (R- 1)

AB
d(k,;k,)=—+/(R-1)(R-
(k) =22 VR (R-7)
Hasonl6an atobbi parraisfelirhatjuk ezt az dsszefliggést:

d(c,ik,) =22 R ) (R-1) !

I
(ki) =SSR DR 1 dlk)dlk) =2 R R DR DR
(ki) = 2R R-DT - dlkik) (ki) = 2202 (R )R (R )R- 1)
yP
(k) =22 R OR D] dlkik) (ki) = 52RO R )RR )
L _AC ! B
) = or VR DRRD i)k #alk, k) (K, k,) = d(k, ) (K, k,)
akik,) = R (R
K iegészités

A tétel érvényben marad akkor is, haaz A,B,C,D pontokban kiviilrél érinté koroket rajzolunk ak korhdz, s ezek

kiilss érintsit nézzuk. Ekkord(k, ; k., ) :EJ(FH r)(R+r).
R
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Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

C.1. Tekintsilk az ABC egyenlészard haromszoget és akore irhatd kort (AC=BC).
Legyen Kk, egy olyan kor, mely érinti akoré irt kort (C-t nem tartalmazo iven) és AB-

t. Jeldljet a C-bél a k, -hez huzott érintészakasz hosszét. Mutassuk meg, hogy t nem
fugg a k, véasztésatdl.

M egoldas:

irjuk fel Casey-tételét az A,k ,B,C korokre:
AbC><BM + BbeAM =t%AB

b(AM +BM)=txAB /:AB(* 0)

AB

t=b
C.2. Két kulonbdzé sugart kor beltlrél érinti egymast. A nagyobb sugaru
C korbe szabd yos haromszoget irunk. A haromszdg csticsaibél érintoket
D hizunk akisebb sugart kérhdz. Mutassuk meg, hogy aleghosszabb
Q érintészakasz egyenl6 amésik ketté dsszegével.
Bizonyitas:
A B  Casey-tétel ABCD-re:
d(B;k)xa=a>d(C;k) +d(A;k)»xa
d(B; k) =d(C;k) +d(A; k)
C.3. Adott egy k kor, annak egy tetszéleges AB hurja, sardmeréleges CD améro.
Tekintsiink egy olyan k, kort, mely érinti az AB hurt ésak-t a C-t tartalmazo iven,
valamint egy k, kort, mely aD pontban érinti beltlrol ak-t. Mutassuk meg, hogy a k;
és k, korok kozos kiilss erinté szakaszanak hossza fiiggetlen a k; kor vélasztasatol
adott k és k, kor esetén.
M egoldas:

Casey-tétel a A, k,, B, k, korokre:
AM>xd(B;k,) + BM xd(A;k,) = AB>d(k;; k) .
A szimmetriamiatt: d(B;k,) =d(A;k,):

d(A; kz)(ﬁMé% =AB>d(k,;k,)

C
d(A;k,) = d(k,k,)
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Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

C.4. Adott egy k kor és annak AB &méroje. Tekintsiik a C belsé pontban az AB-re
meréleges hart. Messe ez ak kort az M ill. N pontokban. Hatérozzuk meg az AC ill.
BC améroji korok kozos kilso érintéinek hosszét!

1. megoldas:
Casey-tétel a k,,M,k,, N korokre:

d(ky;k,) MN = NEXMC +MCNE
MC MC
d(k,; k) Mt = 2MC?

2MC

d(k,;k,) =MC

2. megoldas:
A szelététel segitségével kifejezheté a korok sugardval is akozos kilss érintészakasz hossza:
@ =M
2R 2r CM
C

CM =d(k,;k,) = 2J/Rr

C.5. Adott egy k kor, valamint hdrom - a k-t beltilrél érinté - azonos sugaru kor,
melyek paronként kivilrél érintik egymast. Mutassuk meg, hogy ak kér egy
tetsz6leges M pontjabdl a k,, k., k, kérokhdz hizott érintészakaszok egyike a masik
ketté dsszegével egyenld.

Megoldas:
Casey-tétel a k;,k,,k;,M korokre:

e xd(k,; k;) +e;>d(k k) =&, >d(ky k).
Felhasznélva, hogy d(k,;k,) =d(k;;k,) =d(k;;k;) kapjuk, hogy
€+6=¢

C.6. Adott az AB(=2R) atmérsji k kor, valamint az AB-t és ak-t (beltlrdl) érinté k,
kor. Az AB-n |évé érintési pontot jeldlje M. Hatarozzuk meg k, kor sugarét, ha

AM=m.
Megoldas:
Legyen k¢ a k, tikorképe AB-re. Ekkor a Casey-tétel az Ak, k§B
koérokre: m
Aﬁ%@"“gﬁ% =ABXr, A M/ \g
m 2R-m m 2R-m K,
: NG
(= m(2R - m)
! 2R
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Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

C.7. Adott az ABC haromszdg a koré irhato korével egyditt. Tekintsik azt a k, kort,
mely beltlrél érinti k-t, valamint az AB ésBC oldalakat a C, ill. A, pontokban.
Fejezzik ki a BA, szakasz hosszét a haromszog oldalainak segitségével. Hatarozzuk
meg a k, kor sugarét is ahdromszog adataival.

M egoldas:
Casey-tétel az A, B, C,k, korokre:
AC,»BC+e,xCA, XAB = AC>B )
! 3 ! g ’ /B
1 C,

(c- BA))xa+(a- BA,))xx=hb>BA, A\ K

BA,(a+b+c)=2ac

__2c _ax
' atb+c s

Hatarozzuk meg a k, kor sugarét is a haromszog adataival:

2
. in 2
MasreszttzacsI bb ac= _t =— bt -
sinb sin3;cos3
: t sny> 1 r ot 6
gy I =———F*—2%=—53 a(?\/Ilvel—:rg
Sin5Cos; CO0S; S COS 5 & S g
- r 2r
Veégil r, = =

cos?®  1+cosb

C.8. Adott az AB ameér6jii k kor. Az &méré harmadol 6 pontjait jel6lje M és N.
Legyenek k, és k, ak-t bellilrdl érint6 korok, melyek érintik AB-t az M illetve N
pontban, s AB akét kor kdzos belso érintdje. Hatarozzuk meg a k; és k, korok kdzos
kllso érint6 szakaszanak hosszét ak kor R sugaranak fliggvényében.

M egoldas:

Casey-tétel az A,k,,B,k, korokre:

At g+ Ay et = AR d(k; k)
4R° 4R R

R 2R
3 3 3 3

0

R? _10
2R 9

of3

d(ky;k;) =
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Kubatov Antal: Ptolemaios, Casey, feladatok

C.9. Adott az ABC egyenl6szart hdromszog (AC=BC) akoré irt korével (k) egyditt.
Jeldlje ky, k,, k, azokat a koroket, melyek k-t bellilrdl érintik (a harmadik csicsot nem
tartalmazo iven), valamint érintenek egy-egy oldalt a felezépontjaban. Mutassuk meg,
hogy a k,, k,, k, korok paronként vett kozos kilsé érint6 szakaszanak hossza

megegyezik.

Megoldas:

c

Jelélje b:= AC=BC ‘
A szimmetridbdl d(k;;k,) =d(k,; k) %
B

Casey-tétel az k,,k,,k,,C korokre:

b b
i)+ sl = gy k) :
d(koiks) b (Lfeladat)
C

d(k,;k;) =d(k;; k,)

10. feladat: (KUrschak Jézsef Emékver seny 2004/1.feladat)

Adott asikban az ACBL, melynek kordlirt korét kivilrol érinti ak kor. A k kor érinti
egyuttal az AB és AC félegyeneseket is, mégpedig P és Q pontokban. Mutassuk meg,
hogy a PQ szakasz felez6pontja egybeesik az ACB BC oldaldhoz hozzairt kdrének

kozéppontjaval.

M egoldas:
Alkamazzuk Casey-tételét az A,B,C és ahozzairt korre:
axAP=BP>x+c>CQ

axAP=(AP- c)x+cXAP- b)
2bc=AP(b+c- a)

_ 2bc _ Dbc

b+c-a s-a

AOCE] (ASP b1 25 -5"35 A5 ApsxE~ 3 irjuk be afent
AP AO AO

kapott eredményt:
AS= bc \(s-a:b>c ()

s-a AO AO
M asrészt:
3.2, oot =180°- B 4+ 991800 Boe- PO 0004 2= ABO, 1, igy:
2 2 §2 25 & 25 2
poc (ABO, B1A%=_C b Aow0, =bch AO, =X (1)

b A AO

A

(1) és (11)-bél adadik, hogy: AS=AO, b S° O,

Matematika Oktatési Portdl, http://matek.fazekas.hu/- 15/ 15 - Hiba! A kényvjelzé nem létezik.



