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Az Erdés-Mordell egyenlétienseg

Az Erdés-Mordell tétel:

Ha P az ABC haromszdg belsé- vagy hatarpontja, és P tavolsdga a haromszig
oldalegyeneseitdl x, y és z; cslcsaitdl vett tavolsaga u, v ésw, akkor
u+v+ws3 2(x+ y+ z)

A sgitést Erdss Pal fogal mazta meg 1935-ben, sa KOMAL 1935. februdri szaméban mér kozolteisL. J. Mordell
(manchesteri egyetemi tanér) megoldasét. Az amerikai Monthly jelentette meg Mordell és Barrow megol déséat
1937-ben. Az els6 elemi megoldést Donat Konstantinovich Kazarinoff adta 1945-ben. Az itt kdzolt bizonyitas az
6 dtalakidolgozott bizonyitas.

A bizonyitashoz elészér beladtunk két (bnmagaban is szép) segédtételt:

Az elsé Papposz (van, aki szerint Pappus) tétele. Papposz i. sz. |V. szézadban €6 alexandriai tudds, aki
Synagdgé (Gylijtemény) cimii munkajaban dsszegytijtétte az addigi geometriai ismereteket, de sgjat eredményel
isvoltak.

Papposz tétele:

Az ABC haromszog AC, illetve BC oldalaira AA’C'C, illetve BB” C” C paralelo-
grammakat szerkesztiink Ggy, hogy vagy mindketté a hdromszdgon kival, vagy
mindkett6 (legal &ob részben) a hdromszogon belll legyen. Az A'C’ ésB” C” oldal akat
meghosszabbitjuk Ugy, hogy metszék egymast (P pont). Szerkessziink egy harmadik
AP’ P” B para elogrammét gy, hogy AP’ parhuzamos és egyenl 6 legyen CP-vel.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor Taxcc+ Tee'c'c= Tapp's
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Kubatov Antal: Az Erdés-Mordell egyenl 6tlenség

Bizonyitas: Legyen A; aP’ A és AP egyenesek
metszéspontja, mig B1 aP’’ B, B'’ P egyenesek
metszéspontja. Legyen tovabba, Q és Q' a PC egyenesnek
AB-vel, illetve P'P’’-vel valé metszéspontja. Az abrardl
leolvashatd, hogy az AA;PC paralelogrammateril ete az
AA'C'C ésaz AP’ Q' Q paralelogrammatertletével is
egyenlé, illetve BP’ Q' Q és BB’ C'’ C is egyenl 6 terlletiiek,
hiszen mindkettej Uk tertilete BB, PC terlletével egyezik meg.

M egj egyzés: Ha ABC derékszdgii hdromszog és a paral el ogrammak
négyzetek, akkor a Pitagorasz-tételt kapjuk.

2. segédtétel
Az ABC h&romszog koré irt kdrének kdzéppontjét jelolje K. Az f, felezi az AK ésamy
altal bezéart szoget.
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Bizonyitas (1. médszer):
Tudjuk, hogy a haromszog belsé szdgfelezéje és a 4
szemkozti oldal felezémerdlegese akore irt koron aT*H
metszi egymaést. igy az aldbbi dbran TAA” D és AA” KD yd JUN N
vatoszogek, mig az AA” K egyenl 6 szarl ATH
héromszégben A” AKD = AA” KD.
Bizonyitas (K azarinoff): Legyen A’ ill. A" az AK Iu" , "'i
améréegyenesill. az f, szogfelezs és akorllirt kor | VA / m,\ .
metszéspontja. BCAD = BA'AD (azonos iven nyugvé | r I
keriileti sz6gek), ABA' B = 90° (Thalész tétele). /o e \/
.""-.__ ‘_<-: ll.l'- . ..; / ™ j:l-:l __,-" !
Ezért AABD = TACD ésf, szogfelezd b B‘w;;] ----------- VAN — ?"L"'J}L (
A'AA" B = A" AT B. Ami ebbdl nekiink kelleni fog: ha N -
fa-ratikrozom a BC oldalt, akkor aB' C -re az AK D ey
egyenese lesz meréleges, hisz AK egyenese az m, képe A 4"
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és atikrozés szogtarto.

Masképp fogamazva: Ha P az ABC haromszdg belsé vagy hatarpontja (ez most nemis
fontos), akkor az AP egyenes akkor és csak akkor lesz meréleges aB’C’ -re, haaP pont ragjta
van az AK egyenesén.

Ezek utan nézzik az Erdés-Mordell tétel bizonyitasat:

TUkrézzik BC-t f-ra, s dkalmazzuk Papposz tételét az AC' B’ haromszdgre. A

paralelogrammakat az AB’, illetve AC’ oldalakra—befelé-rgjzoljuk. A B'C’ oldalon

keletkezett paralelogramma teriil etének maximuma alando.

fgy aud bz+cy, és,=" U Pilleszkedik AK-ra  u3 Ez+E y
a a

Anal6g modon kovetkezik:

v3 22485 &.=" 0 Pilleszkedik BK-ra

w3 2y+Py & = 0 Pillestkedik CK-ra
C C

Osszegezve a harom egyenl 6tlenséget:

U+v+w3 8@+EQX+8§+EQy+a§+EQZ3 2(x+y+2),

%32@ o4 Hoi

32
és egyenl 6ség csak akkor dl fenn, haa = b = c, vagyis aharomszog szabdyos, ésP ° K, azaz
P a szabd yos hdromszdg kdzéppontja.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ -3/13-



Kubatov Antal: Az Erdés-Mordell egyenl 6tlenség

Az Erdés-Mordell egyenlétlenség alkalmazasa, avagy készitsiink mi
feladatokat

Elézetes megjegyzés

Amikor atételt a hdromszdg koré irhatd kor kbzéppontjéra, vagy a magassagpontra alkal mazzuk, akkor mindig
nem tompaszogii haromszdgre gondolunk, és nem foglalkozunk azzal, hogy a kapott egyenl 6tlenség egyébkeént

igaz-e minden haromszdgre.

Legyen P = O!
Ekkor
smi =! P u= ra
2 u sn
2
Erdés-Mordell:
r r r
3 !
R 2(r +r+r) I
sin— sin— sn=
2 2 2
Tehét feladhatjuk az alabbi példét:
1. feladat
Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszdgii haromszdgben teljesiil az
1 1 1 ,, .
+ b + 3 6 egyenlatlenség!
sn— sin— sing
2 2 2
Legyen P = K!

cosg :% P z=Rcosg

Erdés-Mordell:
R+ R+ R?3 2R(cosa +cosb +cosg)
Tehét Ujabb példank:

2. feladat
Bizonyitsuk be, hogy barmely hegyesszogii haromszog szbgeire teljesil a

3 3
> cosa +cosb +cosg

egyenl6tlenség!

M &srészt:

cosa +cosb +cosg . 1
3/cosa cosb cosg £ 9¢g-

3 2

cosa cosb cosg £ %
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Ezenkivil ismert, hogy

r
cosa +cosb +cosg :1+E

azaz
Rcosa + Rcosb + Rcosg = R+r
R+r £ 3 R
2
Tehéd most:

3. feladat (Sugaregyenlétlenség)

Igazoljuk, hogy ha a hegyesszdgii haromszdg beirt kdrének sugarar, akorilirt kor
sugara pedig R, akkor

2rER

Vegyuk észre, hogy az Erdés-Mordell tétel nem produkd mindig érdekes egyenl 6tlenségeket,
hiszen ha P-t pl. az oldalra helyezziik, akkor elég durvaabecslés. Hapedig P ° S, akkor
2 3 & 1 1 9
S rs+s)? 2eom e om s om =
és ebbol a
S,t§+s. 3 m +m +m,
nem tul érdekes egyenltlenséghez jutunk.
Haaz Erdés-Mordel It
Uu+v+w,
X+y+z
alakban tekintjuk, akkor felmertl a kérdés, hogy nem szabdlyos haromszdgben hol veszi fel a
tort aminimumat. Ez szamitogéppel vizsga hatd.

2

irjuk fel az Erdés-Mordell egyenlétlenséget K-ra és M-re!

K: T
3R3 2(KF, + KF, + KF,) ’

M:
MA+ MB + MC 3 2(MT, + MT, + MT,)

MT, =m, - MC|MT, =m, - MAMT, =m, - MB
fgy:

4
MA+MB+MC3 2(m, +m, +m, - (MT, + MT, + MT,))
Atrendezve:
3(MA+MB+MC)3 2(m, +m, +m,)
Az MCSés SF1K haromszogek nyilvanval 6 hasonl 6sagébdl: MC = 2KF,. igy az elézékbdl:
6(KF, + KF, + KF,)3 2(m, +m, +m,)
m, +m, +m, Eg R

A magassagok dsszegét alulrdl is becstilhetjik:
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m, +mb+m _g+%+g_2t¢ﬁ_+1+l9:2rsg_+1+l9:

a b c¢ ea b cg ea b cg
_r(a+b+c)€é+1+29_r§+a+a+b+1+b+C+g+19£9r
C a g

szdmtani és harmonikus kozéppel is elrendezheto.
Osszegezve, (j feladatunk:

4. feladat

Mutassuk meg, hogy a hegyesszogii haromszog beirt, korllirt korének sugara valamint
magassagai kozott fennall a

9r£ma+mo+mc£gR

egyenl 6tlenség.

M egj egyzés: ebbdl Ujra megkaptuk a sugaregyenl 6tlenseget.

5. feladat

Legyen P az ABC hdromszdg belso pontja. Bizonyitsuk be, hogy a PAB, PBC, PCA
szogek kozll legaldbb az egyik nem nagyobb 30°-ndl. (N. M. D. 1991/5).

Bizonyitas:
Ha a haromszognek van legaldbb 150°-0s szdge, akkor trividlis.

Hamindegyik sz6g kisebb 150°-nal, akkor tegyik fel, hogy mindegyik a; nagyobb, mint 30°

(de ekkor természetesen kisebb, mint 150°).
-

- - /3
sina, —E>1D u<?2z
u 2
sina2:§>1b Vv < 2X
v 2
y

sina, ——>1b w<2y
w 2

Osszegezve: U+ VWS 2(x+y+2) , ami ellentmond az Erdés-Mordel| tételnek.
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6. feladat (Oppenheim, University of Malaya prof.)

uww? (x+y)(y+2z)(z+x)

v wu® (x+y)y+2)+(z+x)(x+y)+(y +2)(z+ %)

Ez utébbit amai napig nem bizonyitottak be (tudtommal).

a) Bizonyitas:

u+x3 m, ésegyenléség U P illeszkedik my-ra.
a(u+x)3 am, = 2T, =cz+ax+hy
aus by+cz
Masrészt az Erdos-Mordell tétel |evezetésekor |attuk:
au3 bz+cy
Osszegezve:
2au3 by +cz+bz+cy = (b+c)(z+y)
Anal g modon:
2au3 (b+c)(z+y)
2bv3 (a+c)(x+2)
2cw3 (a+b)(x+y)
Az egyenleteket 0sszeszorozva kapjuk:
8abc>uw 3 (a+b)(b+c)c+a)(x+ y)(y+z)(z+x)
Haszndljuk fel amértani- és szamtani kdzepek kdzotti kapcsolatot:
8abcxuw 3 2+/ab2vbc2vca(x + y)(y + z)(z + X)
uw 2 (x+ y)y +2z)(z+x)

mc-reis, vagyis a haromszog szabdlyos és P a kdzéppontja.

, &segyenléség U haa=b = césPilleszkedik ma-ra, mb-re és

7. feladat

Alkalmazzuk az el6z6 eredményt, ha
aP=0

b) P=K

cP=S

M egoldas:
a P=0O
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ro_r _r —qr3
% g3(r+r)(r+r)(r+r)—8r
snS sn— sn<

2 2 2

.a . b .g.1
sin—sin—sin=£ =
2 2 2 8

- B
R®3 (Rcosa + Rcosb )(Rcosb + Rcosg)(Rcosg + Rcosa )

13 (cosa +cosb )(cosb + cosg)(cosg + cosa)
De ajobb oldal folytathato!

13 2,/cosa cosb 2,/cosb cosg 2,/cosg cosa =8cosa cosb cosg

¢ P=S
2.2 2. .@, L1 oed 1 ogd 1 g
335587 Mt megem sam s m +om, £
8s,5,5, 2 (m, +m,)(m, +m)(m, +m,)

Hasznaljuk fel, hogy m, zﬁl
3851 10&-,1 16d 10 2 2 2 _g8r’

=+ =23 78 =
éa b%b cgdc ag  +Jabbcca abc
T helyébeis sok minden irhato, ill. s, S, s iskifejezheté az oldalakkal is...

$SS. T

M egj egyzés:
1) Van, hogy killon emlegetik az UVW 3 8XyzZ azonossdgot, de ezt azonnal kapjuk az el6z8bdl a szamtani-
és mértani k6zép alkalmazasaval:
uww3 (x+y)y+z)(z+x)® 2yxy2/yz2Jzx = 8xyz
2) Igazoljuk, majd alkal mazzuk:
a uW+vi+w’ > 2(x2 +y2+ 22) (P belss pont)

V4w V2K +fy +42)
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irjuk fel Gjra az Erdés-Mordell egyenlétlenséget O-ra, de most dolgozzunk
a szobgfelezokkel!

Alkalmazzuk a szogfel ezétételt az AA;C hdromszogre is:

f,ob _ f,(b+c)
b+
Alkamazzuk az Erdés-Mordell tételt:

u=

ab a+b+c
b+c

B
[t boro)+ tyera)+ fy(arb) < or

f, (b+c)+ f, (c+a)+ fg(a+b)3 12rs=12T,

Ez persze tovabb fejleszthetd, hapl. a szogfelezok hosszét kifejezzilk mas modon, illetve a
négyzetes- és szamtani kozepek kozotti kapesolat alkalmazésaval .

irjuk fel aharomszog kétszeres teriiletét kétfé eképpen:

besina =cf, sin +bf, sn> 2bcsin® cos2 = 1, sin2 (b+c)
2 2 22 2
f, = bz—_t:i:cos%. Ebb| egyrészt melléktermékként adodik, hogy f, </bc , mésrészt afent

bekeretezett Osszefliggés az aldbbi alakot olti:

bccos> +ca cosB +abcos? 2 6T b
2 2 2

vagy
(b2 + cz)cos% + (c2 + az)cos% + (a2 + bz)cos% 3127,
Fejezzik ki a szogfelezé hosszét — ésigy u-t is— csak az oldalak segitségével:
2bc _a
f, =——cos—
b+c 2

A linearizd 6 formul &bdl:
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L b*+c*- a’
cos? = [1+cosa _ M- _ |lb+c)f-a? :\/(b+c+a)(b+c- a)
2 2 2 4bc 4bc
a_ [s(s-a
cos> =
2 bc
¢ = | 4pc? _ss- a) e uy= bPrc ;- (b+c)2 _4bcs(s- a)
* \(b+c) bc a+tb+c ° (b+c)

u= ‘/bC(S a] Anal6g mddon kovetkezik: V_\/ca[s bj abls- ¢

De ekkor u + v + w felllrdl is becsilheto:

+ea |52 4 Jab 2£\/ab+bc+ca\/s_ 3,5 D,5°C. [brbcrca
s s s s

S

S-a
u+v+w=+/DC

3 6r

S+ + 23 JabThor ca s u+v+w:\/bc(s' a)+\/ca(s- b)+\/ab(s- c)

S S S

Tekintstik most az Erdés-M ordell egyenlétlenség altalanositasi lehetosegeit!

M egjegyzés. Szokas az alébbi tételt az Erdés-Mordell tétel altaldnositasanak tekinteni haromszogre:

Legyen P az ABC h&romszdg tetszéleges bel s6- vagy hatarpontja. Az APB, BPC, CPA
szogek szogfelezéi messek a szemkozti oldalakat C', A' és B’ pontokban. Ekkor

PA+PB+PC 3 2(PA+PB'+PC'), azaz u+v+w3 2(PA+PB'+PC').
M egoldas:

A szogfelezék hossza:

PA = 2w cosi £ /v cosi
V+Ww 2 2
PB'= 2uw cosB £ Juw cosB
u+w 2 2
PA = ﬂcosg £Juv cosg
u+v 2
M &srészt:
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cosd :cos§[80°- 8@—+2@: - Co 3314,39:5;”35;”2_ cosicosR
2 e &2 2 2 2 2

2 gg g2 2g¢g
Igazolni kell, hogy
u+v+w- ZMCOS%- ZMCOS%- 2@005%3 0
Haszndljuk az el6z6 dsszefliggést:
u+v+w- ZMCOS%- ZMCOS%- 2\/Wsina§sin%+2\/WcosaEcos%3 0
Ez &rendezve:
ge\/Vsini- \/Usin£92+ge\/W- \/Vcosi- \/Ucosggz 3 0, ez pedig igaz.
é 2 2g e 2 24
Egyenléség U u=sv=w & azbe’slchos%,vagyis a =120°

a=b=g=120°
Azaz ahédromszdg szabalyos és P a kdzéppontja.

Konvex sokszdgekre (Fges Toth Laszl6, 1948):
R +R +K+R 2

(r+r, +K+r,)
cos

Lenhard:

Nem kell, hogy konvex legyen, elég, ha P-bdl 1atszik a sokszog hatérdnak minden pontja.

P. Pech (1994):
Terbeli sokszogekre is (P tartozzék a sokszog konvex burkahoz)
Es persze vannak altaldnositasok a nemeuklideszi geometridkban is...

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/

-11/13-



Kubatov Antal: Az Erdés-Mordell egyenl 6tlenség

Az Erdés-Mordell tétel térbdi altalanositasa

Szabalyos tetraéder esetén tudjuk: R= 3r, igy 4R = 3>4r , vagy masként
R+R+R+R, =3 +1, +1,+1,).
Ezek alapjan adodik a

Sejtés:
R+R +R+R, 2 3 +r,+r,+1,)

Nézzik azt az esetet, haalapok terlilete egyenl 6 (egyenlé oldal U tetragder).

o _ Tm
Ennek testmagassagai nyilvan egyenlék, hisz V = 3

Ha P-t 6sszekdtjiik a csticsokkal, akkor négy kis tetraédert kapunk:
m_T L T, To T
3 3 3 3 3

Nyilvénvaléan: R +1, 3 m ® R3m-r
Oswzegezve: R +R, +R; + R, 3 4m- (rl+r2+r3+r4):3(rl+r2+r3+r4)

ésegyenléség U P illeszkedik mindegyik magassagra, ez azonban az egyenlé oldal i tetraéderek koziil csak a
szabéalyosraigaz.

® m=r+r+r,+1,

Megmutathat6 azonban, hogy a fenti sgjtés nem helyes:
Legyenek ABD és ACD egyenl6 szaru derékszogii
haromszdgek 1 egységnyi befogdkkal; legyen P az AD
felez6pontja, éslegyen BC kicsi.

EkkorRl:R2:R3:R4:gb arR=2/2

r1:r2:%§r3:r4:OD éri »1

De, 227 3!

A minden tetraéderre vonatkozé sejtés — ami amai napig (tudtommal) nem bizonyitott:

R+R, +R +R, 3 2J2(r, +1,+r, +1,)
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Felhasznalt irodalom:
a) Reiman Istvan: 60 éve jelent meg aKOMAL-ban az Erdés-Mordell tétel (KOMAL)
b) N. D. Kazarinoff: Geometriai egyenl6tlenségek (Gondolat, 1980)
c) Sandor Jozsef: Geometriai egyenlétlenségek (Dacia, Kolozsvar, 1988)
d) Szabd KAméan: Geometriai egyenlétlenségek (Mat. tagozatos jegyzetek)
€) Sklarszkij-Csencov-Jaglom: Vaogatott feladatok az elemi matematika korébol 2/2
f) Reiman Istvan: Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpidk 1959-1994.

Egyéb kapcsol6dd linkek:

Mathworld
http://mathworld.wolfram.com/Erdos-Mordell Theorem.html

Hojoo Lee: Erdés Mordell tétel bizonyitasa Ptolemaiosz tétellel
http://forumgeom.fau.edu/FG2001volumel/FG200102.pdf

Sandor Jozsef: Geometric theorems, Diophantine equations and arithmetic functions, 25-26.
oldal, az Erdés-Mordell tétel tetraéderre vonatkozé valtozatardl.
http://www.gallup.unm.edu/~smarandache/Jozsef Sandor 2. pdf
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