Suranyi Janos. Farey tortek

Suranyi Janos
VALOSSZAMOK MEGKOZELITESE TORTEKKEL
FAREY-TORTEK

1. Egy a valos szamot raciondlis szdmokkal, azaz tortekkel akarunk megkozeliteni. A torteket az
aldbbiakban mindig pozitiv nevezével irjuk, ez nem jelent megszoritast. Ha a-t példaul tizedes tortekkel,
mondjuk 10 vagy 100 vagy 10% (k pozitiv egész), vagy dtaldban adott n pozitiv egész nevezsji torttel akarjuk
megkt')zeliteni akkor megkeressik az a-t kozrefogd két, n nevezéji tortet, teh& azt az u-t, amelyre

— £ a< u_l Ekkor az a-hoz legktzelebbi (a = u2_1 esetén valamelyik) végpontot D -nel jeldlve a kozelités
n n

n
mértékére annyit mondhatunk, hogy:
a- D £ i
n| 2n’
hiszen a lehet aké&r a szdmkoz felezépontja is. Eszerint a J3= 1,73210... sz&mtdl pl. az 1,73 = % kevesebbel
tér el, mint i
200

Vegyuk viszont észre, hogy a %:L7333... tort, amelyiknek a nevezdje sokkal kisebb, mér

0,0022 = % - nél iskevesebbel tér el, ésa100-ndl még mindig lényegesen kisebb nevezéji % =173214...

1

eltérése 0,00004 = - nél kisebb.
25000

2. Altaldban Iényegesen jobb kozelitést remélhetlink, ha a jo kozelits torteket az Gsszes n-nel nem
nagyobb nevezdjii tort kozott keressilk. Erdemes tehat ezen tortek sorozatat kézelebbrsl megismerni. Ezek a
tortek barmely két szomszédos egész szam kozott azonos madon helyezkednek e, ezért elég a 0 és 1 koztiekre
szoritkozni.

A 0 és 1 kozti, n-nél nem nagyobb nevezéjii, nem egyszeriisithets tértek ndvekvo sorozatét - hozzavéve

aO-aésl-etis g ill. % alakban, n-edik Farey-sorozatnak nevezzik és F ,-nel jeldljik.

igy pl.:

10 1y
1717 1}3
|. megjegyzés
Az elnevezéssel kapcsolatban Hardy-Wright [3] 36-37. oldaldn a kdvetkezét irja: A Farey sorozatok
torténete igen kilonds. Ugy latszik, hogy a 28. és 29. tételt [az aldbbi 1. tételt] elészor Haros bizonyitotta 1802-
ben. Lésd Dickson [2] I. 156. old. Farey semmit nem kdzolt a kérdésrél 1816-ig, ekkor kimondta a 29. tételt [a)
alitast] egy, a Philosophical Magazine-ban kdzdlt megjegyzésében. Bizonyitast nem adott ra, és valdszinitlen
az is, hogy ilyent taldlt volna, mert legfeljebb ha kbzémbos volt a matematika irant.
Cauchy viszont |&tta Farey dllitasét, és be is bizonyitotta (Exercises de mathematique, |. 114-116. old.).
A matematikusok toébbnyire, Cauchy példgéat kovetve, Fareynek tulgjdonitjdk az eredményt, és alig lehet
kétséges, hogy ezek a sorozatok ezutan is az 6 nevét fogjak viselni.
Fareyrél haszsornyi megjegyzés van a Dictionary of natural biography-ben [Természettudomanyi
életrgjzok tara], ahol mint geolégusrél emlékeznek meg réla. Mint geoldgust 6t teljesen elfelgtették, viszont
életének egyetlen mozzanatét, ami tllélte 6t, nem emliti meg életrgjzirgja.

Ajénlé: John Fareyrdl
a St. Andrews Egyetem Mc.Tutor torténeti archivuméban:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac. uk/~history/Biographies/Farey.html
a Wikipédia szabad lexikonban: http://en.wikipedia.org/wiki/John_Farey%2C Sr.
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Miutan a tovabbiakban sok sz6 lesz réluk, ezért

anem egyszeriisithetd torteket rovidebben egyszeriinek fogjuk nevezni.

3. Az 1. éra Fga mutatja Ez elég szabalytalanul siirtisddé-ritkuld sorozatnak tlinik, mégis

észreveheté a F, elemei kdzt néhany szabdyossédg. Az példaul nyilvanvalo, hogy az %-re szimmetrikus a

sorozat.
1 1 2 2 3 4 3 5 4 6
. T3 7 7 . 73 [
0 11 L L3 1 s 2 3 57 1
1 8§ 6 4 3 8 2 g§ 3 4 6 8 1
1. dbra

Ajénlé: A Farey-sorozat egy dbrézolasa a http://math.usask.ca/~taylor/Demo/farey.html weboldalon.

Tovébbi Iényeges tulgjdonsagok a szamkoz felezépontja helyett a tortek kozt értelmezett kdvetkezs
miivelet segitségével fogalmazhaték meg:

h h' h+h'

A — és — tortek mediansanak nevezzik a tortet.
k k' k +

A mediansnak a nevezore tett feltevés mellett mindig van értelme.

I1. megjegyzés
Jegyezzilkk meg, hogy a medians értéke nem csak a tortek értékétsl fligg, hanem az alakjuktdl is. Pl. % és %

mediansa g mig a velik egyenld g és g-é 1—97 Mi a kovetkezékben csak egyszerti tortek medidnséval

fogla kozunk.
A medians szamlaldja és nevezdje a sikbeli vektorésszeg koordindtéira emlékeztet, és valéban, ha az

egyenes helyett a sik (pontosabban az elsé siknegyed) egész pontjaival dbrazoljuk a Farey torteket, a E tortnek

pl.

a) a(h; k) pontot, vagy

b) a (h; k-h) pontot
feleltetj ik meg, akkor éttekinthetébb képet kapunk a sorozatokral.
A 2. 3) és2. b) &doran F g-at tlintettik fel az a) illet6leg ab) madon.

& k-fr
A A Loy
] R o
} ; ....:}' .».;v(:’;.l.g....,.f.
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- Az egész koordinatj U pontokat r acspontoknak fogjuk nevezni.

Ezek egy pontracsot (négyzetrécsot) alkotnak, ugyanis a tengelyektsl egész tavolsagra 1évd
egyenesek | étrehozta négyzetek cslicsai alkotjak a pontracsot.
- Ezeket az egyeneseket a négyzetracs halévonalainak nevezzik.

Mindkét abrézolasmdd esetében az egyenl6 torteket abrézold pontok egy origon &haladd egyenesen
sorakoznak. Kozlluk az origbhoz legkdzelebbiket ,,az origobdl 1athatd” vagy rovidebben ,lathatd” pontoknak
nevezzik.

A Fg eleme egy Hg 8 befogoju, egyenlészarl, derékszogii haromszog belsgjében és hataran
helyezkednek €. Ennek cslicsai az elso dbrazolas esetén a (0;0), (0;8), (8;8) pontok, a mésodiknd a (0;8), (0;0),
(8;0) pontok. Altaldban a F , elemeit a (0;0), (O;n), (n;n), illetéleg a (O;n), (0;0), (n;0) cstics, zart H, hdromszog
|&that6 récspontjai dbrazoljék.

A 2. b) dbra vildgosan mutatja, hogy F g és hasonldéan minden Farey-sorozat az % re szimmetrikus,

amit mar a definicio kapcsan is emlitettiink.

4. A tovabbiakat meg fogja kdnnyiteni néhény elnevezés bevezetése.

- Az olyan vektor, amelyiknek végpontjai racspontok, racsvektor;
- két récsponton &mend egyenes racsegyenes (ilyenek példaul a hdlévonalak, de pl. a racsnégyzetek
aloirailleszkeds egyenesek is);

egy olyan sokszdg, amelyiknek a cslcsai réacspontok: récssokszég (a H, hdromszdgek pl.
récsharomszogek);
- végil egy olyan récssokszoget, amelyik a csticsain kivil nem tartalmaz racspontot sem a belsejében
sem a hatarén, tr esnek nevezziik.

A Farey torteket dbrazold pontokat fogjuk Farey-pontoknak is nevezni, és azonositjuk a tortekkel, igy
pl. a medidnsukat &brézol6 pontot a pontok medidnsanak is mondjuk, és ezen a medians értékét is
értjuk.

Az &brézolt tortek értékét az origdbdl a képikhdz hizott egyenesnek az x-tengellyel bezért szdge
jellemzi. Kisebb tortet meredekebb egyenes dbrazol. Fontebb F g elemeit ndvekvd sorrendben dsszekotottiik.

Ha P és P', F,, ké&t szomszédos elemét dbrézolja, akkor az OPP' haromszdg ires. Visszatérve az
abrézolést bevezeté megjegyzéshez a P és P' mediansat a Q pont abrézolja, amelyre OPQP' paralelogramma. A
medians tehd az abrézolt ket tort kozé esk. A Q pont lathatd is, mert kilénben F,, -beli tortet dbrazolna
ellentétben azzal, hogy P és P' kdzt nincs F -beli elem. Ezzel a kévetkez6t nyertik:

1. tulajdonsag:
F . két szomszédos eleme nevezéjének az dsszege n-nél nagyobb, és a mediansuk egyszerii tort.

5. Ezek utan mar nem nehéz belétni, hogy

2. tulajdonsag:
Han>1, akkor F , két szomszédos elemének nevezéje kil 6nbdzé.

Vizsgaljuk a F -bdli E tortet. Ha hT+1 nem egyszerii, akkor igaz az allités, mert ez a tért nagyobb az

elébbinél, igy az azzal szomszédos nagyobb elem sem lehet k nevezéjii. Ha hT+1 egyszerii, akkor van F ;-nek

kozéjik esb eleme. Tudjuk ugyanis, hogy 1 < k £ n (k=1 esetén az dllitas trividlis). 3. a) és 3. b) doraP és P’
pontja a fenti két tortet dbrazolja az @) illetéleg a b) &borazoldsi mod szerint. A Farey sorozatrél 1évén sz6 a

masodik tdrt sem nagyobb 1-nél, s6t 1 sem lehet, mert k>1 miatt nem lehet % alakd. A beléle O-ba mutatd
egyenes tehat 45°-ndl kisebb szoget z&r be a fliggslegessal.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 3/11



Surényi Janos. Farey tortek

K k-h
A e A
P
HE : | : :
3. a) dora 3. b) dra

Ekkor vilagos, hogy a kil tort (vagy avele egyenld egyszerii tort) a két tort kozott van. Valdban, a 3.

b) &bran ezt a tortet abrézolé P” pontbdl az origbba mutaté egyenes a masik két pontbdl oda mutatd egyenes
kozott van; de a 3. a) dbrén isigaz ez, a fenti megallapitas szerint, mivel a PP’ P” szog viszont 45°-0s. (A 3. b)
abrénd a derékszdgii hdromszdg egyenlé széru volta szba se jétt.)

Erdemes dsszehasonlitésképpen a geometriailag nyert dsszefliggéseket szamoléssal isigazolni.

6. A Farey-sorozatokban észreveheté szabayossagokat fogalmazza meg a kdvetkezd tétel.

1. téte
a) Két szomszédos tort kiilénbsége a nevezék szorzatanak reciprok értéke.
b) Harom egymés uténi tort kozil a kdzépss a két szélsé mediansaval egyenl 6.

Az a) tulgjdonsagot atfogalmazzuk. Legyen E<% F , két szomszédos eleme. Ekkor:
h" h_hk-hk', 1

K ok Kk KK
a) szerint itt egyenl6ségnek kell fenndlinia, vagyis
a') Ha% aF, E uténi eleme, akkor h'k-hk'=1.
Nyilvanval6an a')-bol kovetkezik a).

7. A Farey-sorozatokat azért vezettik be, hogy val6s szamokhoz azokat j6l kdzelito torteket keressiink.
Ezért, miel6tt atétel bizonyitasaratérnénk, bebizonyitjuk segitségével a kdvetkezét:

2. tétel:
Egy a val6s szamhoz és tetszéleges pozitiv egész n-hez tald hat6 olyan u/v tort, amelyikre

va- u|£ni+l, 1£VEN, (1)

sigy
u 1 1
a- —|£ <=. (2
v vin+1i V2 2

Irraciondlis a esetén a (2) dsszefliggés végtelen sok u/v tort esetén teljestl.

1. Megjegyzés
A 2. tétel fényében mar nem olyan meglepéek az 1. pontban taldlt jé kdzelito értékek.

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 4/11



Suranyi Janos. Farey tortek

A 2. tétel bizonyitasa
Barmely két szomszédos egész kdzott, mint emlitettiik, azonos médon helyezkednek el az n-nél nem nagyobb

nevezéjli tortek. Legyenek az [a]-vel etolt F,, sorozat a-val szomszédos elemel E< E Osszuk ketté az ezek

kozti intervallumot atértek mediansaval. Haa a E-bél indul 6 részbe esik, akkor tavolséga E-tél nem nagyobb,

mint
h+h' h_hk-hk'_ 1 . 1

k+k' k k(k+k) kk+k) k(n+1
Az utolsd |épéshen felhaszndltuk az 1. tulgjdonsagot.

Hasonl6an, haa a E -ben végz6do részben van, akkor az eltérés legfeljebb
h' h+h'_ h'k- hk' 1 1
R = = £ .
k' k+k' k'(k+k) k'(k+k) k'(n+1)

Jeloljuk u -vel eredményeink szerint az elsd esetben E -t, amasodikban E -t, akkor
v

a—EE 1 <i
vl v(n+1) V2

vagyisaz - tortre teljesiil a.2. tétel els 4l tésa
\"

8. Nem mondana sokat a megkézelitésre vonatkozdan, ha csak egy vagy néhany ilyen tort |éteznék,
ezért |ényeges a tétel masodik része.

Ha mar taldtunk egy n; értékhez egy alkalmas Y tortet - pl. n;=1-hez u;=[a], v;=1 megfelel - akkor valasszunk
Vi

egy n, értéket ugy, hogy

+1<|av1- | teljesiijon. Ez lehetséges, mert a jobb oldal nem 0, mivel a
N,

irraciondlis. Erre alkalmazva az eljérast taldlunk egy Y tortet, amelyikre
V2
<1
Vi

u
a- Y2

lav, - u,|< v

<lav; - uy,

n,+1

Az elss egyenltienség szerint “2 kiilonbozik L -t5l. Az eljérés a irraciondlis volta folytan minden hatéron tal
Vo Vi

folytathato.

A vy, Vs, ... sorozat killonb6z6 pozitiv egészek végtelen sorozata, igy barmely korlatna el éfordul benne nagyobb

v, érték, és ehhez iz -nél kisebb hibaval kdzelité % tort. Ezzel a 2. tétel bizonyitast nyert.
Vi i

9. A kozelités mértékére vonatkozd becs ést tovabb finomithatjuk a tétel a) részének felhasznélésaval.

A 2. tétel kiegézitése

Legyen kﬂ <k& az n-edik Farey-sorozat a-t kézrefogd két szomszédos eleme, ekkor legalabb
2 2
egyikukre fenndll az
a- ﬂ £ LZ
ki 2kl

egyenl 6tlenség.
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V. Megjegyzés
A kozelités mértékének javitasdra vonatkozd tovabbi eredmények taldhatdk pl. a [2] aatt idézett miiben,
kiiléndsen a 2. és 3. kiadasban.

A 2. tétel kiegészitésének bizonyitasa
Azt bizonyitjuk be, hogy nem éalhatnak fenn egyszerre az
h 1

-E>2_ki2 (i=12)

egyenl6tlenségek. Valéban, ekkor fennallna az

L. .2
& ho s, 6 121 10 121 19 1
T —EJ’g—' ai>—§—2+—2¢——§—' — It
keky g kig &k; g 28kS Kig 28k kg kik
Osszefliggés, ami nem lehetséges.

10. Térjink most mér vissza az 1. tételhez. Ebben a b) pont dlitasa egyben lehetéséget is ad a sorozatok
egymas utani eléallitasara.
Kiindulunk F ;-bdl, és ha F, mér el6dlt, abbdl F,.i-et Ugy kapjuk, hogy sorra vesszik az egyszerii,

% torteket, és beirjuk F ,-et nagysag szerint kdzrefogd két eleme kdzé. Legyenek az ezeket dbrazol6 Farey-

pontok P ésP', a nLJlrl -t abrézol 6 pont pedig R (4. &bra).
k-h

SN ;
e s s aeens SN S b
O !

4, dbra

Belatjuk, hogy utébbi a P és a P’ medidnsa. Ha nem igy volna, akkor a medidnst dbrézol6 Q az R-et
tartalmazo H,., hdromszdgon kivll volna, mert P ésP' kdzt van, és ott a 2. tulgjdonség szerint csak egy Uj pont
Iéphetne fel. Ha P az OQ-nak az R-rel egyez6 oldalan 1évé pontot jeldli, akkor legyen P-nek az OR szakasz
felezépontjara vonatkozo tiukorképe R'. Ez nyilvanvaléan az OPQP' paralelogramméban volna, de ez nem
lehetséges, mert a paralelogramma Ures. R tehdt egybeesik Q-val, azaz P és P' medidnsa. Ezzel a kdvetkezot
nyertuk:

3. tulajdonsag
F . két szomszédos eleme kdzt n-et egyenként ndvelve az elsé fellépd Ujabb tért a mediansuk.

Az emlitett eljarést tehat egyszeriibben Ugy végezhetjik, hogy F, minden olyan elemparja kdzé, amelyek
mediansanak a nevezsje n+1, beirjuk ezt a medianst. igy kapjuk a Farey sorozatokat, pl. F g-ig:
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_1
Fl_l
|

_1
Fs—%

http://www.uwm.edu/Dept/Math/Farey.html

11. Az 1. tételre tobb bizonyitast is mutatunk.

Az 1. b) téte igazolasa
Az éppen bebizonyitott 3. tulajdonsag kinal egy teljes indukcids bizonyitast a tétel b) részére. Ennek el6szor F , -
revan értelme, és arraigaz.

Legyen most n>2, és E F.1-ben a E-t kovets tort. Ha F -ben fellép koztik egy kﬁ tort, akkor k;=n, ésa 2.
1

tulgjdonsag szerint csak egy tort 1éphet fel, a 3. tulajdonsdg szerint pedig ez a szomszédos tortek mediansaval

egyenld, vagyis fennall raab) tulgjdonsag. Ezzel ab) alitast igazoltuk.

12. A bizonyitéas befejezését is szolgdltatja a kdvetkezd érdekes megjegyzés:
Az 1. a) és1. b) tételek ekvivalencigjanak bizonyitasa
Az a) és b) dlitasok barmelyikének teljesiilésébdl kovetkezik a masik dlitas igaz volta. Més széval a két alitas
ekvivalens.

TegyUk fel, hogy az a) dlitasigaz. Ekkor F -nek harom egymas utani —, E— , E tortjére fenndlinak a

x|z

h'k-hk'=1, h'k'- h"k'=1
egyenl3ségek. Innen kifgjezve h''-t ésk"-t:
h" (h'k-hk')=h+h, k' (hk-hk )=k +K.
% tehat val 6ban egyenlé a medianssal.

Tegyuk fel most, hogy a b) dlités igaz. Ebbél az a) dlitas igaz voltat n szerinti teljes indukcioval
bizonyitjuk minden F -re, F , mindkét szomszédos szampérjarateljesil (1). Legyen most mér n>2, és tegyik fel,

hogy a) igaz F ., minden szomszédos szampérjéra. Ha i— szerepel F.q-ben is, akkor az indukcios feltétel

szerint mindkét szomszédjaval teljesiti (1)-et. Ha viszont F ,.1-nek még nem eleme, akkor k" = n, tovabba a 2.
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tulgjdonsag szerint annak szomszédos E és E tortje kozé esik, és egyszerii, igy a szomszédos tortek

mediansaval egyenld, vagyis
h+h' =sh", k+k =sk"
valamilyen pozitiv egész s-val. Mivel k és k' kisebb n-nél, igy s = 1, és a kapott két egyenléségbdl az adédik,
hogy
K'h'-kKh" =kh' - Kh=1éskh" - kK'h=kh' - Kh=1.
Az a) dllitésigaz volta F ,-reis o6roklédik.

13. Ujabb geometriai bizonyitas adhatd a tétel két részére tovabb vizsgélva a négyzetracsok tulajdon-
sagait.

V. megjegyzés
Ertelmezhet6k a sikban kissé dtaldnosabban paralelogrammaréacsok és a hozzguk tartozd pontrécsok. Az itt
kovetkezd Osszefliggések megfelel 6i azokrais érvényesek, és bizonyitasuk is hasonléan térténhetik.

Alaptulajdonsag
Egy récsot récsvektorral eltolva az énmagaba megy at.

Az Alaptulajdonsag bizonyitasa

Valdban, egy AB racsvektorral torténd eltolasnd az A-n dmené hdovonaak a B-n amend megfelel6
hal 6vonalakba mennek at; mivel pedig mindegyik hélévonalsereg az egyméastdl egyenl6 (egész) tavolsagra leve,
parhuzamos egyenesekbdl dl, igy mindegyik 6nmagaba megy at, tehét az egész récs is. Ez a pontracsra azt
jelenti, hogy minden récspont rédcspontba megy at, €s minden récspont racspontnak az eltolt képe.

Ebbé| kévetkezik tobbek kozt, hogy

\ Récspontnak récsszakasz felezépontjéra vonatkozo tikorképe récspont.

Specidisan adodik, hogy récspontnak récspontra vonatkozo tikérképe is racspont. (Egy O hosszUsagu
racsszakasz felezépontjéra tikrozink.)

Valéban, ha A, B és C racspont, és C tikorképe AB felezépontjara C*, akkor ACBC* paralelogramma vagy a

négy pont egy egyenesen van és AB és CC* felezépontja ugyanaz (5. &bora). A CA vektorral torténs eltolas
mindkét esetben B-t C*-baviszi &, ésigy C* isracspont.

B B C
C C
N A=
C*
C*
A C*
5. dbra
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Réacsok egy nevezetes tulgjdonsaga, hogy

3. tétel
Az Ures racsharomszdgek teriilete egyenl 6. (Az egységnyi oldal i négyzetek récsaban 1/2.)

Ezzel egyenértéki dlitds, hogy az Ures racsparalelogrammak terlilete egyenlé. Ha ugyanis az Ures ABC
racshdromszog terllete t, és a D pontra ABDC paralelogramma, akkor D az A pont tiikdrképe BC felez6pontjara,
tehét récspont. A paralelogramma ires, mert az ABC haromszdg az, ha pedig BDC tartalmazna récspontot, akkor
annak a BC felezépontjara vonatkozo tikorképe az ABC h&romszoghtz tartozd racspont volna. A
paralelogramma terllete 2t. Megforditva nyilvanval6, hogy, ha ABDC (res récsparalelogramma, akkor ABC
feleakkoraterlleti, Ures haromszdg.

14. Rétériink a 3. tétel bizonyitasara.

Ha az Ures ABC racsharomszdg egy oldala, — a jeldlést alkalmasan vélasztva mondjuk AB, — meréleges
az x-tengelyre, akkor egységnyi hosszlisagu (6. a@) abra). Ha a C oldal C' vetillete az x-tengelyen egységnél
messzebb volna A vetiletétdl, akkor azon C folétti D ponttal, amelyre ABCD paralelogramma, €z nem volna
Ures, mert az AB-t6l egységnyire [évé hal bvonalnak egységnyi szakaszét tartalmaznd, és annak a végpontjai vagy
abelsg ének egy pontja racspont volna. A haromszdg teriilete tehat 1/2 ebben az esetben.

A A

6. a) dbra

Az atadnos esetben megadunk egy eljarast, amely tetszéleges haromszoghdl indulva véges szamu
|épéshben erre az esetre vezet (6. b) &bora). Ha az oldalak vetllete az x-tengelyen kildnbdzs, akkor vélasszuk a
jelolést ugy, hogy az A', B', C' vetiletek ebben a sorrendben kovetkezzenek. Ekkor B-nek AC felezépontjéra
vonatkozé D tukdrképére ABDC Ures récsparalelogramma, és D-nek a D' vetilete A' és C' kozé esik. ABD tehét
ABC-vel egyenlé terlletii, Ures racshdromszog, amelyiknek a vetilete kisebb mint az ABC-é. Ezek a vetuletek
pozitiv egész szdmok, mert a hdlGvonalak egész tavolsagra vannak egyméastdl, igy az eljaradsnak véges szamu
Iépésben be kell fejezédnie, ez pedig akkor kovetkezik be, ha a haromszg egyik oldala meréleges az x-
tengelyre. Ezzel beldttuk, hogy minden Ures racsharomszog teriilete 1/2.

A 3. tételbél azonnal kapjuk az 1. tétel a) alitasat.

Az 1. tétd a) részének |1. bizonyitasa

Legyen F, két szomszédos tortje E<E képuk P(h;k) és P'(h';k). Ekkor OPP' Ures racshdromszdg, igy

tertletét koordinatakkal fejezve ki %(h' k- hk')= % ami éppen az a)-val egyenértékii a')-t adja.

Addédik azonban a 3. tételbél ab) dlitasis.
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Az 1. tétd b) részének I 1. bizonyitasa

A

Abrézoljék a P, P", P' pontok F, E<E— <% egymés uténi tortjeit (7. dbra). Ekkor OPP" és OP"P' Ures

racsharomszdg, igy terlletik egyenlé, tehédt egyenlék az OP" oldalhoz tartoz6 magassdgaik is, a PM illetéleg
P'M' szakaszok, ahol M illetéleg M" a P illetéleg P' meréleges vetlilete az OP" vektor e egyenesén. K-val jelélve
e és a PP' szakasz metszéspontjé a PMK és P'M'K héromszdgek egybevagok, mert PM=P'M’, M-nél és M'-nél
derékszog van, és egyenlok a K-ndl 1évé szogeik. Ekkor PK=P'K, vagyis K a PP' szakasz felezpontja, tehét e a

paralelogramma &l 6jdnak az egyenese, és igy E— egyenld E és E mediansaval, ami bizonyitand6 volt.

15. Az 1. tétel bizonyithat6 az elséfoku, kétismeretlenes diofantoszi egyenletek segitségével is. A
bizonyités egyben eljarast is fog adni F ,, egy E (<1) tortjét kovets tort meghatarozésara.

Az 1.tétd I11. bizonyitasa
Ismeretes, hogy adott h, k egész szdmok esetén a
kx+hy=l

egyenletnek akkor és csak akkor van egész x, y megoldasa, ha (h,k)=I (azaz h ésk relativ primek). Ha E egy F -

beli elem, akkor (h,k)=1, sigy a
kx-hy=1 ©)
egyenletnek van egész xq, Yo megoldasa. Ha xy, y; is megoldés, akkor
k(X1-Xo)-(Y1-Y0)=0,
tehdt X, - X, :w, azaz k|h(y; - o), ami (h,K)=1 miatt csak gy lehet, ha alkalmas r egésszel y-yo=rk,
és ezt behelyettesitve, és egyszeriisitve x;-Xo=rh.
Valasszuk r-et Ggy, hogy y: a leheté legnagyobb legyen: (0<) n-k<y,<n teljesiiljon. Ekkor x,, y; pozitiv

megoldasa a (3) egyenletnek, igy (X1,y1)=1 és RS h +i, vagyis bl egy h utani eleme F -nek.
yi k ky Y1 k

Belétjuk, hogy X és E k6zé nem eshetik F ,-nek tovabbi E eleme. Vadban, ha esnék, akkor
Y1
_Xlkl‘hly1+hlk‘ klh i k+y1> n 3 1

yiK ke vk Kk oykk KKy ky

ky v ko oy K

volna. Ezzel ellentmondésra jutottunk. Kell tehédt hogy % legyen a E utani elem F ,-ben.
1

V1. Megjegyzés
Az elmondottak illusztral dsara meghatarozzuk @,5-ben a % -re kdvetkezé elemet. 9x-2y=1, X;=1, yo=4,

15-9 = 6 < 4+9r <15, innen r=1, x,=1+2r=3, y,;=4+9r=13, tehat 1—3; kovetkezik a é utan.
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Ajénlé

Farey-sorozatok
aMathworld enciklopédidban:
http://mathworld.wolfram.com/Farey Sequence.html

Alexander Bogomolnij Cut-the-knot portdljan:
http://www.cut-the-knot.org/ctk/Farey.shtml

J-P. Chabert kilonleges oldaain:
http://jpm-chabert.club.fr/farey.htm

A Farey-sorozat Ford-féle geometrial interpretacidja
Alexander Bogomol nij Cut-the-knot portdljan:
http://www.cut-the-knot.org/proofs/fords.shtml

A Valladolid Egyetem honlapjan:
http://acm.uva.es/p/v104/10408.html forrés: http://acm.uva.es/p/v104/10408.html

A Farey-fa (Stern-Brocot tree)
egy abrézolasa, cikkgjanlatokkal a Wisconsin Egyetem (Milwaukee) Matematika tanszékétol:
http://www.uwm.edu/Dept/M ath/Farey.html

Alexander Bogomol nij Cut-the-knot portdljan:
http://www.cut-the-knot.org/ctk/SB _tree.shtml

Farey-sorozatokrol haladoknak (pl. Farey sorozatokkal kapcsolatos ,egyszerti”, a Riemann hipotézissel
ekvivalens kérdés): http://www.maths.ex.ac.uk/~mwatkins/zeta/farey.htm

A Farey-fatdl a Farey-leképezésig. Képek éslinkek Linas Vepstas weboldal an:
http://linas.org/art-gallery/farey/farey.html
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