Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

Elézetes tudnivaldk
Az Osszefliggések |eirasara a kovetkezs dbrajel6léseit haszndljuk:

| . Minden hé&romszogben érvényes dsszefliggesek:
t,=rs

t, =r,(s- a)=r,(s- b)=rs- ¢

t, =+/s(s- a)(s- b)(s- c)

° 4R

X=s-a y=s-b z=s-C AE, =s
EE,=(s- b)+(s-c)=a

a_r,_r

tgz_s s- a

1. Minden haromszdgben:

9_ ot et 2 et 9
2 =cgt=cgt—ctg>
2~ 99,

a, b b, g g, a
tg—tg—+tg—tg=+tg=tg— =1
9292 9292 9292

minden nem derékszdgii haromszogben:

tga +tgb +tgg =tga >tgb >tgg

a b
ctg— + cgt — + cgt
92 92 g

|11. Hegyesszogi hdromsztgben a magassagpont és barmely két csics koré irt kor sugara ugyanak-
kora, mégpedig egyenl6 a haromszog koré irt kbrének sugaraval.

|V. A magassagpont oldalakrailletve oldalkdzéppontokra vonatkozo tikorképel a haromszog koré
irhat6 korén vannak.
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

Feladatok
1. Bizonyitsuk be az alabbi dsszefliggések helyességét minden haromszogre!
1 1 1 1

a) S S

rm m m

1 1. 1.1

b) ==—+—+=
rr, r, r

a C

c)yro+r,+r.-r=4R
. : : S
d) sna +sinb +smg=E

e) rx, x, x =t*
f) a’b’c® =16R* X xr, X, X

a b g
)t =r? xctg— xctg — xctg =
g) 92 92 92
h) rr, +r,r +rr, =s°

2 .2
a&r. 0 8R*+r?

i)aer_a(+3+aer_b9 ez o0 T
' - - - 2
gmaﬂ gmbra m, g 2r

2. A kovetkezo feladatok derékszogii haromszogekre vonatkoznak (c az étfogo).

a)r=14 r, =99 abc=?
b)c=73 r=15 ab="7
c)r=10 a=28 b,c="7
d)r=3 k=40 a b c=?

3. Egy hédromszog hozzairt koreinek sugarai 3; 10 és 15 egység. Mekkora a haromszog ker(ilete?

4. Szerkesztendé az ABC haromszog ha adott az AB oldal, a beirt kor sugara, tovabba az AB ol -

dalhoz hozzairt kér sugara.

5. Adott egy konvex szogtartoméany és rajta kivil egy P pont. Szerkesszik a P ponton keresztiil

olyan egyenest, mely a szbgtartomanybdl adott kertletli haromszoget vag | e!
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Adott az ABC haromszog és a koré irt egységnyi sugart kér. Van egy olyan koérzénk, mellye
csak egységnyi sugart kordket tudunk szerkeszteni. Szerkesszilk meg a hdromszdg magassag-
pontjat csak ennek a kdrzének a segitségével!

Szerkessziink hdromszoget, ha adott a ¢ oldal, a hozzdtartozé m. magassag, és a masik két ol-

dal Osszege:d(=a+b)!

Szerkessziink hdromszoget, ha adott az egyik szoge, az ezt felez6 egyenes hdromszdgbe eso

szakasza és a haromszog kertil ete!

Szerkessziink haromsziget, ha adott a beirt korének, valamint két hozzairt kdrének kozéppont-

ja

Tekintsilk az ABC haromszoget oldalait érinté négy kor kozll az a kettét, amely az AB oldalt
érinti. Bizonyitsuk be, hogy e két kor sugaranak mértani kdzepe nem lehet nagyobb az AB ol-
dal feléndl!

Mutassuk meg, hogy az ABC haromszoget érinté koérok kozil barmelyik harom kézéppontjan

ameno kor sugara az ABC hédromszog koré irhatd korének amersjével egyenl 6!

Az ABC haromszogbe irt kér a BC oldalt D pontban, a kérnek BC-vel parhuzamos érintéje E
pontban érinti. Az AE egyenes a BC oldalt az M pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy
BM = CD!

Az ABC h&romszog oldalait a beirt kor Ki, K, és K3 pontokban érinti. A hozzéirt kdrok kozép-
pontjai O1, O, és Os. Bizonyitsuk be, hogy az ABC héromszog teriilete mértani kdzepe KiK2Ks
és 010,03 hdromszdgek teriil eteinek!

Egy haromszog egyik oldala egyenlé a masik két oldal dsszegének harmadéval. Bizonyitsuk

be, hogy az eredeti haromszdgbe és a kozépharomszdgbe irt kdrok érintik egymast!

Az ABC haromszigbe irt kér kézéppontja O, a hozzéirt kéroké O1, O,, Os. Bizonyitsuk be,

hogy a négy pont kozll barmelyik harom ponton atmené kor sugara ugyanakkoral

Egy haromszog hozzéirt koreinek kdzéppontjébdl dlitsunk merélegeseket a haromszog érintett
olddaira. Bizonyitsuk be, hogy a harom egyenes egy pontban metszi egymast!
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Kossiik dssze a hdromszog egyik cslcséat a beirt kor és a szemkozti oldalhoz tartozé hozzéirt
kor kozéppontjaval. Bizonyitsuk be, hogy a két tvol ség szorzata egyenl 6 a vaasztott csics és

amasik két hozzairt kdr kdzéppontja kozti tavolségok szorzataval!

A h&romszdg oldalait beltlrdl érintd kérhoz az a, b, ¢ olddakka parhuzamosan hlzott érint6k-

nek a haromszog bel sgjében 1év szakaszai legyenek ay, b, ¢1. Bizonyitsuk be, hogy

i+g+&:1!
a b c

A 18. feladatban leirt médon keletkezett , kis haromszdgekbe” is rgjzoljuk meg a beirhat6 ko-
roket. Hatérozzuk meg a négy kor teriiletének dsszegét az eredeti haromszog oldalainak segit-
segével!

Egy haromsz6g mindharom oldalegyenesét éinté négy kor sugara egy mértani sorozat egy-

mést koveté négy eleme. Mekkora a hdromszog |legnagyobb szoge?

Bizonyitsuk be, hogy a hegyesszigii hdromszog terlilete egyenl a koré irt kor sugaranak és a

talpponti haromszog félkerlletének szorzatéaval!

. . . . y r
Bizonyitsuk be, hogy minden h&romszégben cosa +cosb +cosg =1+ E!

cosa +cosb +cosg £ g

( Sugéregyenltlenség: cosa cosb cosg E% )
Rcosa + Rcosb + Rcosg = R+r

Legyen A, A,, LA, tetszéleges n oldali hirsokszog, melyet egymést nem metsz6 &tloi

(n-2) darab haromszogre bontanak. Igazoljuk, hogy a haromszdgekbe beirt korok sugarainak

Osszege nem fligg a felbontastdl!

Egy haromszdg oldalai egész szamok, beirt kérének sugara egységnyi. Hatarozzuk meg a h&

romszog oldalait!

Egy hdromszdg oldalainak, valamint beirt kdre r és hozzairt korel ra, I, re Sugarainak mérték-
szamai egész szamok, asugaraké parosak. Hatédrozzuk meg a hdromszog oldalait, ha

XX, X X X X+, X, X, =X, X X!
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206.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Vaamely haromszogrsl a kovetkezot tudjuk: r =21 r,,r,,r.1 Z*; tT Z*. Hatérozzuk

meg a haromszég a haromszdg ol dalait!

Egy derékszdgii hdromszog olda ainak mértékszamai egészek, melyeknek nincs 1-nél nagyobb
k6z0s osztéjuk. Az atfogdhoz hozzéirt kor sugara 420. Hatarozzuk meg az oldalak mértéksza-
mét!

Az ABC hegyesszogii haromsztg magassagpontja M, oldala a, b, c. Mutassuk meg, hogy
a b o a_b _c
+ + X—— %

= |
MA MB MC MA MB MC

2 2 2

. ro+r, +ro -
Allapitsuk meg az < tort minimumat!

L rr r
Bizonyitandd: — X2 x..... X = —
r,r, r r

(A feloszt6 egyenesek tetszélegesek; r az ABC

haromszogbe irt kor sugara; r az ABC harom-

sz6ghtz hozzéirt kér sugara)

Egy négyzetbe irjunk egy olyan altadanos négyszoget,
melynek atloi merélegesek egymésra. A beirt négyszog
oldala és az &@tlGi a négyzetet nyolc hdromszdgre bontja,
melyekbe megrajzoljuk a beirt kdroket és az egyes ha
romszogeket az abra szerint pirosra és kékre szinezzik.
Igazoljuk, hogy a piros haromszogekbe irt korok sugarai-

nak az dsszege megegyezik a kék haromszégbe irt korok

sugarainak az tsszegével!

Jeldlje P egy szabdyos haromszog tetszéleges belso pontjat. P-bol az oldalakra dlitott merdle-
gesek talppontjai A1, B1 és Ci. A keletkezett hat kis haromszdget kiszinezzilk pirossal és kék-
kel felvaltva valamelyik koruljarast kbvetve, majd megrajzoljuk mindegyik kis haromszog be-
irhatd korét. Bizonyitsuk be, hogy a piros haromszogekbe irt kdrok sugarainak az Gsszege

megegyezik a kék hdromszdgekbe irt korok sugarainak az 6sszegével!
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

33. Az ABCD érintétrapézt atloi négy haromszogre bontjak. A két-két szemkozti haromszoget szi-
nezzik pirosra és kékre, majd megraj zoljuk mindegyik kis hdromszdgbe irhatd kort. Bizonyit-
suk be, hogy a piros hdromszdgekbe irt korok sugarainak a reciproktsszege megegyezik a kék

haromszogekbe irt kdrok sugarainak a reciprokdsszegével!

34. Egy tetszdleges haromszogben megrajzoljuk a silyvonalakat, majd a keletkezett kis haromszo-
geket valamelyik koriljarast kovetve felvaltva pirosra és kékre szinezzilkk és megrajzoljuk
mindegyik beirt korét. Bizonyitsuk be, hogy a piros haromszogekbe irt kérok sugarainak a

reci prokdsszege megegyezik a kék haromszogekbe irt kérok sugarainak a reciproksszegével!

35. Mutassuk meg, hogy ha egy haromszdg dereékszogi, akkor az oldalegyeneseket érinté korok

sugarai kozil az egyik egyenlé amasik harom érint6 kor sugarénak dsszegével!
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

Megoldasok

Feladat 1.
Bizonyitsuk be az aldbbi 6sszefliggések helyességét minden haromszogr el

a.)
1

1 1 1
= 4+ +
rm m m

Induljunk ki a hdromszog teriiletét kifejezd Gsszefliggésekbdl:
a
t= _rna b 1 a

2 m 2t

t=rs P S= 1
t r

A tobbi oldalraisfelirva, majd dsszeadva 6ket:

1 1 1 a b ¢ _a+b+c_2s s 1
= —+—+

mamDmCZtZtEZtZttr

1 1 1_1
—t—+—=— g
m._m m r

b))

11,1 1

_— 4 — 4 —

ror, r, T,

Induljunk ki a haromszog terlletét kifejezd Osszefiggésekbél:

t:ra(s- a) b l:ﬁ
r, t
t=rs p S22
t r

A tobbi oldalraisfelirva, mgd dsszeadva 6ket:

1 1.1_s-a,s-b s-c_3s-(atb+c)_s_1
44T = + + = =2==
Lonor ottt t t T
1 1 1 1

—+—+—=—

r,ororor
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

c.)

r,+r,+r.-r=4R

Induljunk ki a hdromszog teriiletét kifejezd Gsszefliggésekbdl:

1 -
t=r(s-a) b -5
r, t
t=rs P Ez%
t r
:a_bC ) a_bC:4R
4t t
A tobbi oldalraisfelirva, mad sszeadva 6ket:
r+r+r-r—t+t+t-£—
s " Tsa s-b s-c s

_1[s(s- b)(s- ¢) +s(s- a)(s- ¢) +s(s- a)(s- b)- (s- a)(s- b)(s- c)] _
- s(s- a)(s- b)(s- ¢ -
_t[s(s- c)(s- b+s- a)+(s- a)(s- b)(s- s+c)] _
- s(s- a)(s- b)(s- ¢ -

(s’ - oxs+ St - axs- bxs+ax)
t2

_ c(232 - (a+b+c)s+ab): c(232 - 2¢° +ab): abc —JR
t t t

r,+r,+r.-r=4R o

d)

. : : S
sina +sinb +sing :E

Induljunk ki a szinusztételbol:
. a
sha =—
A tobbi oldalraisfelirva, majd 6sszeadva 6ket:

: . : a_ b ¢ _a+tb+c_s
sna +snb +sing=—+_—+_—=————=—

2R 2R 2R 2R R

. . . S
sina +sinb +sing :E O
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

e)

X, X, 4 =t?

Haszndljuk a kovetkez6 Osszef liggéseket:

.2 21122
:a_bC b t:abc b tzz?bcg :ab(zl
A 4R §€4Rg  16R
2t _ t* tot ot ot
vr=5= ==X x x =SrX, X, X, O
t* s(s-a)s-b)s-c) ss-as-bs-c

f)

a’b’c? =16R* ¥ X, X, X,

Haszndljuk fel az e.) részben kapott tsszef iggéseket:
, _a’b’c® _
= S =X,
16R

a’h’c® =16R* % X, ¥, X, O

g)

a b g
t = r? xctg— xctg — xctg =
g2 g2 g2

Haszndljuk fel az dbrérdl isleolvashato ismert Osszefliggéseket: C
agd =2-2
2 r

t=rs

A tobbi oldalraisfelirva, mgd aakitva:
t:E: s(s- a)(s- b)(s- ¢) _
t I xe
_ 2,8, 8" b s-c

a b g
=rlctg—ctg—ctg=
r r r g2 g2 g2

a b g
t =rctg—ctg—ctg >
95495495 o
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Ha tovabbl éptink, és masképpen isfelirjuk aterlletet

t=rs=r(3s- 2s)=r((s- a)+(s- b)+(s- c))=
202 g2 +cg9?
gctg > +ctg 5 +ctg o

gQ:rZ

@& . a b
=rcfctg— +rctg—+rctg—
gegy Tragn e~

&®e, a b go
t = r2@ctg— +ctg— +ctg= =
g5 T e~

Ez az dlitasis minden hdromszogre teljesll.

Osszevetve az el 6bb kapott azonossaggal kapjuk:

9_
2

a b e, a b go
t = r2ctg— ctg—ct r?cétg— +ctg— +ctg==
92 92 g 892 92 922j

g
2

9.
2

ami minden haromsztgre érvényes.

a b a b
ctg—ctg—ct ctg— +ctg—+ct
92 92 g 92 92 g

(Teljesen hasonl 6 médon megkaphatjuk a minden nem derékszogli haromszdgre érvényes
tga +tgb +tgg =tgatgbtgg
Osszefliggést.)

h.

— 2
r,r, trr,+rur,=s

Hasznaljuk a kovetkez6 Osszefliggéseket: C
t

-a

t2 = 5(s- a)(s- b)(s- c)

r. =

a

n

_ t*
8 b

Ezt atobbi oldaraisfeirvaésfelhasznava:

rarb + rarc + r.b c =

t t t t t t
= p. 4 =+ % + v —

s-b s-c s-a s-c s-a s-b

__t ot NS ):s(s- a)+s(s- b)+s(s- c)=

(s-b)(s-c) (s-a)s-c) (s-a)s-b
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=5((s- a)+(s- b)+(s- c))=s(3s- 2s)=5?

S*=rr +r 0 +1r, O

Ha a bizonyitott allitasunkat tovabb rendezziik:

2 _
ST =, r s

c

1=Taxlb fade T e
S § &€ S8 § S8

a, b a, g b, g
l=tg—tg—+tg—tg=+tg—tg=
9292 9292 9292

Osszefliggéshez jutunk.

r,_ a _s-(s-a)_ s 1_r, 1_r.--r
m 2s-a) 2s-a) 2s-a) 2 2r 2 2
Ezt atobbi oldalraisfelirva és felhasznalva:
6 O @, 0 _ag,-r0 af,-r8 agh-ro_
gma' gmofa m, & 32rz $or g €2 5

3P 2r(r A )+l
4r®
felhaszndlvaac.) ésah.) feladat eredményeit

— (ra + I + e - r)Z B 2(rarb + Falc + r.brc)-'- 2r2

4r?
:16R2-252+2r2:8R2+r2-52
4r? 2r?
ger, 0 6 e, 92 8R*+r?- s°
gmaﬂ gmo;a m g 2r* .
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

Feladat 2.
A kovetkezo feladatok der ékszogi haromszogekre vonatkoznak (c az atfogo).

a.)
r=14 r,. =99 ab,c="?
irjunk fel Bsszefliggéseket az ismeretlenekrel
c=s- (s-c)=99-14=85
Tehét
X+y=85
A Pitagorasz-tételét felirva:
y (x+14)% +(y+14)° =85% = (x +y)?
Y xy =1386
Ugyanezt megkaptuk volna, ha aterlletet irjuk fel
X kétféle modon

s=r,=99 2
A kapott egyenlterendszert megoldva

ix =63 X, =22

tv,=22  {y,=63

Tehdt ahdromszog befogdi 77 illetve 36 egységnyiek. o

b.)
c=73r=15 ab=7

Szamitsunk ki adatokat:
C=73=x+y

_(x+19)+(y+15)+(x+)
2

irjuk fel ateriiletet kétfde modon

. (x+15)2(y+15)

=x+y+15=88

t=
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

15588 = (x +15)(y +15)

xy =1320

A kapott egyenlterendszert megoldva
ix =33 ix,=40
1%,=40  {y,=33

Tehdt ahdromszog befogdi 55 illetve 48 egységnyiek. o

c)

r=10 a=28 b;c="7?

irjuk fel a pitagorasz-tételt

(x+10)* +28? = (x +18)°
20x+100+ 784 =36x+324
x=35
Tehét akeresett oldalak: b =45 és c=53. o

d.

r=3 k=40 abc=?

Szamitsunk ki adatokat:

2x+2y+6
2

s=20= =X+y+3

x+y=17
irjuk fel ateriiletet kétfde modon

- e bt 3y +3)
2

3w0= X3y +3) b
2

A kapott egyenlterendszert megoldva
1% =2
i
TY1=5

Tehét a hdromszog befogai 8 illetve 15 egysegnyiek. o
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

Feladat 3.

| Egy haromszog hozzairt koreinek sugarai 3; 10 és 15 egység. Mekkora a haromszog ker tilete?

Az Uh. feladat dlapjan
330+158+10%45= <
s=15 b k=30 o

Feladat 4.

Serkesztends az ABC haromszog ha adott az AB oldal, a beirt kdr sugara, tovabba az AB oldalhoz
hozzairt kér sugara.

Az dboraalapjan:
EE,=EA+AE,=s-a+s-b=c
EE,=c

E,E,O,O szerkeszthet, tehdt a haromszog is

szerkeszthet. o

Feladat 5.

Adott egy konvex szbgtartomany és rajta kivil egy P pont. Szerkesszilkk a P ponton keresztiil olyan
egyenest, mely a szogtartomanybdl adott ker Uletsi haromszoget vag le!

Az &bora dapjan:

A c oldalhoz hozzairt kér kdnnyen szerkeszthetd, hiszen
E, és E, isstavolsagravan a C-t6l. Ezutan P-bdl
érintot szerkesztiink k-hoz.

(Nincs megoldas, ha nem szerkeszthet6 éinté.) o

Feladat 6.

Adott az ABC haromszig és a koré irt egységnyi sugaru kor. Van egy olyan korzénk, mellyel csak
egységnyi sugar U koroket tudunk szerkeszteni. Szerkesszilkk meg a haromszog magassagpontjat csak
ennek a kdrzének a segitségével!
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Kubatov Antal: A haromszig nevezetes koreinek sugaraival kapcsolatos feladatok

Az &bora dapjan:

Tudjuk, hogy M oldalakra vonatkozé tiikdrképe k-n van.
Ezét KM'=KM"=KM"'=1,

igy, haaz oldalakratikrozziik pl. KM '-t, akkor atikorkép is
egységnyi.

Tehat K-t tikrézzik két oldalra (K';K'"), mad K’ ésK'" korli
egységnyi sugarl korok metszéspontjaként megkapjuk M-et. o

Feladat 7.

Szerkessziink hdromszoget, ha adott a ¢ oldal, a hozzatartoz6 m. magassag, és a masik két oldal
Osszege: d(=a+ b)!

Az &bora dapjan:

c+d
S= T szerkeszthetd

cm . =rxs Pb %:

olwm

azaz r szerkeszthet6 (negyedik arényos
szerkesztése).

Igy a szerkesztés menete példaul:

CEOD szerkesztése,ebbdl a beirhatd kor

szerkesztése,majd C kozéppontu, m, sugaru kor felvéetele A ket kor kozos kilss érintéjeacolda. o

Feladat 8.

Szerkessziink haromszoget, ha adott az egyik szoge, az ezt felezd egyenes haromszogbe ess szakasza
és a haromszog ker Ul ete!

Az dboraalapjan:

G szerkesztése;az a oldalhoz hozzairt kor
szerkesztése; G-bol érint6 szerkesztése a

korhdz. o
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Feladat 9.

| Szerkessziink haromszoget, ha adott a beirt korének, valamint két hozzairt korének kbzéppontja!

Az dbra alapjan: R
O, -bdl meréleges szerkeztése O,0 -ra, O, -bol mersleges KC
A
szerkesztése O, 0O -ra. Az igy kapott egyenesek metszéspontja
O, .ABC azO,0, 0O, talpponti haromszdge. o
0 B o

Feladat 10.

Tekintslik az ABC haromszoget oldalait érinté négy kor koziil az a kettst, amely az AB oldalt érinti.
Bizonyitsuk be, hogy e két kor sugaranak mértani kozepe nem lehet nagyobb az AB oldal felénél!

Az dbraalapjan:
c=/002.- (r- r)? 2 J(r +r. - (r,- ) =2,
c3 2,rr, '
Gy r, o
2 C

Es ezt kellett bizonyitanunk!

Feladat 11.

Mutassuk meg, hogy az ABC haromszoget érints korok kdzill barmelyik harom kézéppontjan atme-
nd kor sugara az ABC haromszog koré irhatd korének atmeér gjével egyenl 4!

Az dboraalapjan: 0,
Trividlis, hogy az O,0,0, haromszdg mindig hegyesszogii

melynek O a magassagpontjaAz O;0,;0,;0, pontok kdzll

barmely harom koré irhatd kor sugara megegyezik(lasd Geo- A
metrial feladatok gyUjteménye |., 1082.feladat). Masrészt az

ABC haromszog koré irt kor az O,0,0, haromszog Feuerbach

kore, sigy sugarafdeaz O,0,0, haromszog koré irt sugara

nak. o
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Feladat 12.

Az ABC héaromszogbe irt kér a BC oldalt D pontban, a kérnek BC-vel parhuzamos érintdje E
pontban érinti. Az AE egyenes a BC oldalt az M pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy BM = CD!

Az dboraalapjan:

Ha megmutatjuk, hogy M a hozza irt kor érintési pontja ak-
kor készen vagyunk, hiszen a beirt kor érintési pontja olyan
messze van az egyik cslcstdl, mint a hozzéirt kor érintés
pontja a masiktal.

A beirt kor afelss kis haromszdgnek hozza irt kore.
Tekintsik azt a kdzéppontos hasonléségot (kdzéppont: A),

mely a kis hdromszoget a nagy haromszdgbe viszi. Ez ahoz-

zairt kor E érintési pontjat is atviszi az M-be, a nagy harom-

szog hozzairt kdrének érintési pontjaba. o

Feladat 13.

Az ABC haromszog oldalait a beirt kor K1, K2 és Kz pontokban érinti. A hozzairt korok kbzéppontjai
01, O, és Os. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog teriilete mértani kozepe KiKzKs és 010,03
haromszogek ter Uil etel nek!

Hasznaljuk a kodvetkezo jel 6l éseket:

0,000
tage =1

tKleKs =t

Ekkor felirhatjuk a kdvetkezéket

&{s- a)>sina _ (s- b)*>sinb _ (s- ¢)’>sing 8

e 2 2 5
_a’bsing b sn _ 2t
- 2 g_am
C o s a)’ (s-b)° (s-c)fo_
xé C ac ab 4
_p Zobc- axs- a)’ - bxs- b)’- cxs- cJ'8_
a*hc P
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_p,2bxe- axs’ +2>xa’xs- a’- bxs® +25b% xs- b - cx® + 2> xs- €2 0
’E axh>c P
- (a+b+c)xs? +2xa% + b2 +¢2)xs- (a° +b° + %)+ axrc s _
a*bxc >

23(s- a)>(s- b):(s- c)

axbxc
Tudjuk, hogy
t

r.\s-aj=t b r,=——-

(5 2) =

T8, >¢b+c>¢6+t:l8ea N b L C +29>¢: axpxcx

2 2 2 2és-a s-b s-c g 2s- a)(s- b)(s-c)

Tx =t* o

Feladat 14.

Egy haromszog egyik oldala egyenlé a masik két oldal Gsszegének harmadaval. Bizonyitsuk be,
hogy az eredeti haromszigbe és a kdzépharomszogbe irt korok érintik egymast!

Az dboraalapjan:
+
b= a 3 c P CAF,F, érintdnégyszdg,

tehé F F, érinti abeirhatd kort.

T,F, = KT, (abeirt illetve a hozzairt kor érintés pontjainak csicsoktol
val6 tavolséga aapjan). Jeldlje k, az F,BF, haromszdg beirt korét. A k,
kor tukorképe FF, felezdpontjara k,. F,F, a k; és k, kozos érintsje

T,-ben. Tehdt Kk, és k, T, -ben érinti egymést. o

Feladat 15.

Az ABC haromszigbe irt kor kézéppontja O, a hozzairt koéroké Oy, O,, Os. Bizonyitsuk be, hogy a
négy pont kdzil barmelyik harom ponton atmend kor sugara ugyanakkoral

Az O,0,0, hdromszdg mindig hegyesszdgii valamint 1asd a Geometriai feladatok gyzijteménye |.
1082. feladatdnak megoldasat! o
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Feladat 16.

Egy haromszog hozzairt koreinek kozéppontjabdl allitsunk merdlegeseket a hdromszog érintett ol-
dalaira. Bizonyitsuk be, hogy a harom egyenes egy pontban metszi egymast!

Az dboraalapjan:

A hozzéirt kérok kdzéppontjai dltal meghatérozott haromszogben

az eredeti haromszog talpponti haromsz6g. Ha megmutatjuk, hogy

a héromszog cslicsaibdl a talpponti hdromszog oldalaira emelt me- (M-
rélegesek egy pontban metszik egymast, akkor készen vagyunk. T,
Megmutatjuk, hogy ezek az egyenesek atmennek a hdromszog ko-

ré irhat6 kor kbzéppontjan.

Legyen M, illetve M ,az M tukorképe AB -reilletve BC -re

(rajtavannak Kk -n). M,

MB=M,B=M,Bigy M,BM,egyenlészar, tehat a B -bsl indulé M ;M , -re meréleges egyenes
felezi az M, M, hirt, s igy &megy k kdzéppontjanis. MM ,|T,T, (hisz M kézéppontu 5-szeres ko-
zéppontos hasonléség adja), igy az M M , felez6 merdlegese meréleges T,T,-re, azaz a csicsokbdl a

talpponti haromszog oldal aira bocsétott egyenesek atmennek a kor kbzéppontjan. o

Feladat 17.

Kossiik 0ssze a haromszog egyik csticsat a beirt kor és a szemkozti oldalhoz tartozé hozzairt kor ko-
Zéppontjaval. Bizonyitsuk be, hogy a két tavolsag szorzata egyenl s a valasztott cslics és a masik két
hozzairt kor kbzéppontja kozti tavol sagok szor zataval !

Az dlitésigy isirhato: 0,

CO, _CO,
CO CoO,

Az dbraalapjan: A 0
0,0C, ~CO.0,,
0,COb =0,CO_.b =90°

CO,0P =C0,0,D

R
CO, _ CO, i
CO CO
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Feladat 18.

A h&romszog oldalait bellilrdl érintd kdrhdz az a, b, ¢ oldalakkal parhuzamosan hizott érintéknek a
haromszog bel sejében 1évd szakaszai legyenek ay, bs, ¢1. Bizonyitsuk be, hogy

i+&+& =1
a b c !
Az dboraalapjan: c

A kis haromsztg hasonlé az ABC haromsztdghtz, a hasonldsaguk ardnya

a hozzéirt korok érintési pontjait a tavolabbi csiicsokkal Osszekétd szaka

szok aranya.
&:2 A
C S - B
a, b, ¢ _s-a, ,s-b s-c_3s- (a+b+c):1D
a b c S S S S
Feladat 19.

A 18. feladatban leirt modon keletkezett ,, kis haromszogekbe” is rajzoljuk meg a beirhatd koroket.
Hatérozzuk meg a négy kor ter Ul etének Osszegét az eredeti haromszog ol dalainak segitségével!

Az el5z6 észrevételt felhaszndlva:

128 n_s-b oS¢
r S r < . <
igy
2 2 2 ..
rlzp +r22p +r32p +r2p :ergs' a) +(S' b)2 +(S- C) +SZ g:
S a
Héron keéplet
2 5 ) )
:ps(s- a)(s- b)(s- C)(S- a) +(s- bs)4 +(s- c) +st
Feladat 20.

Egy haromszog mindharom oldal egyenesét érintd négy kor sugara egy mértani sorozat egymast ko-
vets négy eleme. Mekkora a haromszog |egnagyobb szdge?

Tegyuk fel, hogy
rer,Er £,
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Ekkor

s-a ¢§&-C

§°- sxx=¢5°- axs- bxs+ax

s{a+b- c)=ax
(a+b)’ - ¢ - ab
2

a’+b*+2xaxh- ¢ =2xax%

a’+b*=c’

Tehét a hdromszdg legnagyobb szoge 90° .o

Feladat 21.

Bizonyitsuk be, hogy a hegyesszogii haromszog ter Ulete egyenld a kdré irt kor sugaranak és a
talpponti haromszog félker il etének szor zataval!

|. megoldas:

Az dboraalapjan:

A megoldas hasonl 6 ahhoz, ahogyan a legkisebb kertletii be-

irhatd haromszoget szerkesztj k.

T, BT, D~ AKCD

T,B=T,B=T,B=m,

L:Bb bxm, =k xR
m, R
_bm, kxR

2 2

K akoréirt kor kbzéppontja

k atalpponti ha&romszdg kerlilete. o
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[1. megoldas:

Azt hasznaljuk fel, hogy a magassagpontnak az oldalra vonatko-
26 tukorképel a koréirt koron vannak. Az AM’ BM” CM”’ hat-
szdg terllete kétszerese az ABC haromszdg tertletének ( atikro-
zés miatt). Ez 3 deltoidbdl rakhat6 6ssze.( PL. KM’ AM’" del-
toidbol mert KM”'= KM'=R és AM’ és AM”’ ugyanakkora ke-
rileti szbgekhez tartozé hirok.)

igy a hatszog terilete:

s 2M + RVM ;\/I + RVMHZM -

R

=§>(M ‘M™+M'M"+M"M™)

Mésrészt az M'M”M”™’ haromszog a tal pponti haromszog 2-szeres nagyitasa M-bol. igy keriilete is
2-szerese annak. Tehdt a hatszog terlilete:

R R>k
E>Q>4(p tABC: 2 O

[11. megoldas:
Tudjuk, hogy az eredeti ABC magassagvonalal a talpponti haromszdg szogfelezdi. Ez azt is jelenti,
hogy pl. AB kst szogfelezo, hiszen meréleges abelso (T1C) szogfelezére. Ebbol kovetkezik, hogy B
atalpponti haromszog T1T.oldalahoz irt kdr k6zéppontja.

C
k
TE=K b cos(900 -b)=-2
2 m, T
T,
sinb =2 o7 ¢
23R
azaz B
K _ b A 7 B
2Xm, 23R 2%
tape = Rok m
ABC 2
Feladat 22.

Bizonyitsuk be, hogy minden haromszdgben:

r
cosa +cosb + cosg :1+E!
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cosa +cosb +cosg = 1+LR [1]

b? +¢? - a2+a2+cz- b2+a2+b2- c?
2> 2xaxc 2xap

t
LS g4 A :1+4xs>(s- a)(s- b)(s- c)
a*pxc sxaxyxc sxaxpxc
4T
Mar kdnnyen beldthato.
rel
R 2

(sugaregyenltlenség) az egyenléség akkor teljesiil, ha a hdromszog szabdlyos. A sugéregyenl 6tlen-
séghdl kdvetkezik, hogy a hdromszog Feuerbach-féle kdrének sugara(R/2) nem lehet kisebb a beirt kor
sugaranal(r). A fentiekbdl kovetkezik:

cosa +cosb +cosg £ g

1, cosa +cosb +cosg ,
3

> 3/cosa xcosb xcosg
1
3 3 cosa xcoshb »xcosg
[1] -et rendezve:

R:cosa + R:cosb + Rycosl =r +R

Rcosa : K oldaltdl val6 el6jeles tdvolsdga
haa <90° haa =90° haa >90°

cosa =0 cos(180°- a) =- cosa

Vagyis az dlitads megfogalmazhaté igy is: d, +d, +d, = R+r ahol d, akdréirhatd kor
kdzzépontjanak el 6jeles tavolsaga a megfelel 6 oldaltdl. o
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Feladat 23.

Legyen A, A,, LL A, tetszsleges n oldal( hirsokszog, melyet egymast nem metszs atloi

(n-2) darab haromszogre bontanak. | gazoljuk, hogy a haromszogekbe beirt kor ok sugarainak 6ssze-
ge nem fligg a felbontastol!

Alkalmazzuk az el6z6 észrevételt minden hdromszogre!
Minden — &tl6hoz tartozé — szakasz pontosan két harom-
szogben szerepel, egyszer pozitiv, egyszer negativ €l 6-
jellel, igy ha 6sszegezziik minden haromszogre, akkor
n-2
A (R+r)=d, +d, +..+d,
i=1
Ahol d, asokszdg oldalainak tavol siga a kézépponttd,

és az adott sokszog esetén dllando. igy afenti

egyenlethdl:
n-2 n
ar=3ad-(n-2Rdlandé o
i=1 i=1

Feladat 24.

Egy haromszog oldalai egész szamok, beirt korének sugara egységnyi. Hatarozzuk meg a
haromszog oldal ait!

A kovetkezok jel6léseket haszndljuk:
X=s-a Yy=s-by z=s-cC
r=1
t, =r>s=,/s{s- a)(s- b)(s- c)

s=(s- a)(s- b)(s- c)

X+y+z=x3y>2

Mivel a, b, ¢ pozitiv egészek X, y, z vagy egészek vagy K +% alaklak.

a) x,y,z k+% alakak

2X, 2y, 2z péaratlanok

YRUIHAY) = 3R

paros paratlan

Ellentmondasra jutottunk, tehat:
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b.) X, y, z egész

Az dtaldnossag megszoritasa nélkil feltehets, hogy x3 y 3 Xx.
Ekkor
X3 X+y+l=x2y32

33 ysz (y,z poztiv egészek)

w N X
R S
B N W N

Tehat ahdromszog oldalai 3,4 és5 egységnyire. o

Feladat 25.

mai egész szamok, a sugarakéi parosak. Hatarozzuk meg a haromszog oldalait, ha
P, Xy X X X X+, X, X, =X, X, X!

Egy haromszog oldalainak, valamint beirt kére r és hozzairt kdrei ra, rp, e Sugarainak mértéksza-

FX X, H X X XX+ X X =T X, XX,

E+i+i+l:1 2:1 b r=2
" haba3 '
1
Tehdat t=r>s egesz p r X, X, X, négyzetszam
1.1, 1_1
—t+—+_==
r, r, r, 2
ha r, =r, =r, =6, akkor 2°6°6°6 nem négyzetszam p ellentmondas!

Az &ltalanossadg megszoritasa nékik feltehetjuk, hogyr, £r1, £ 1,
3,1, 1 1
— 3 4+ 4+ =
r, I, r, T,

a a

= % b r, E6 (azr=6 esetet mér vizsgéaltuk)

r, =4 (hiszenpérosésr, >r =2)

i+i:1 b 4x, +4X, =1, X, b r, = 4r =4+ 16
r, r. 4 r.-4 r.-4
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r.- 4 r. My
16 20 5 r,parosésr, 3 r,
12
8
2 6 12 r,parosésr, 3 r,
-2 2 -
4 0 -
-8 4 -
-16 -12 -

Har, =12 ésr, =6, akkor r, =4 ésr =2, ekkor

{2 = 2545642 bt =24
és
S:ﬁ:lz
2

S- a:%:G; S- b:%:4; S- c:%:Z
4 6 12

a=6, b=8, c=10
Har =8 ésr, =8, akkor r, =4 ésr =2, de ekkor a szorzatuk nem négyzetszam

Tehat ahdromszog oldalai 6, 8, és 10 egységnyiek. o

Feladat 26.

Valamely haromszogrsl a kbvetkezst tudjuk: 1 =1; r,, r,, r. 1 Z*; t1 Z*. Hatarozzuk meg a
haromszog a haromszog oldalait!

ha
r,=r,=r, =3 p t, =+/27 Iz

a Cc

ha nem mindegyik sugér 3, akkor kell, hogy legyen egy, amely 2 (kisebb nem lehet, hiszen r=1).
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Pédaul r, =2
l+£:1 =} 21, +2r, =r,r, =} r, =
, r. 2
Ebbdl :
r,- 2 r. ry
4 6 3
4 4 Szorzatuk gyoke (t) nem egész!
1 3 6 Szorzatuk gyoke (t) nem egész!
-1 - -
) - -
-4 - -
Tehat

és ekkor

t=V1X2X3X6=6

valamint

Tehat ahdromszog oldalai 3, 4, és5 egységnyiek. o

Feladat 27.

Egy derékszogii haromszog oldal ainak mértékszamai egészek, melyeknek nincs 1-nél nagyobb kozos
osztéjuk. Az atfogobhoz hozzairt kor sugara 420. Hatarozzuk meg az oldalak mértékszamat!

Az oldalak relativ primek P
m? - n%;2xmx;m? +n?  (m,n kilémbozo paritast)

r. =s=mxn+m =mxn+m)

mXA-HE) =420 420 = 4X3>6%7 P
paratlan

m+n>m b m+n > /420

m< /420 b m£ 20
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m+n3 21
M ésrészt:

m+n<2>m

ms2:m> 420

m>+/210 p m3 15
Tehd m=16;20

Mivel 420 nem oszthat6 16-tal m= 20 p

Tehdat a=399, b=40, c=401 o

Feladat 28.

a+b+c_avbvc
MA MB MC MA MB MC

Az ABC hegyesszOgii haromszg magassagpontja M, oldalai a, b, c. Mutassuk meg, hogy

|. Megoldas
Sziznusztétel felhaszndlva:

sna =—>  (ABCD) J
2>R {/
sinoo°-a)="M " (aBvD)!
2R b
A tobbi oldalrafelirva kapjuk, hogy
b C
tgh=——  tgg=——
g MB % MC

Hasznaljuk fel az ismert dsszefliggést

tga +tgb +tgc =tga >tgb >tgc

a b c a b C
+ + = X— % O
MA MB MC MA MB MC

I1. Megoldas

Megint felhaszndljuk a Geo. |. 1082. feladatat!
tD :tABM +tBCM +tACM
abc _ c:MA*MB + a>MB:MC + b>MA>MC
4R 4R 4R 4R

a _b _c¢ _a b c
X X = + + m|
MA MB MC MA MB MC
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Feladat 29.

re+rl+rl
> tort minimumat!
S

Allapitsuk meg az

24024 p2 2 .2 N
Ny +1, *r; :a‘_ag +§_b9 +§_‘39 =
R . . :

S eSg eSg eSg

Haszndljuk a kovetkez6 trividlis egyenl 6tlenseget:
a?+b?+c?3 ab+actbhc 0  (a-b)f+(b-cf+(a-c)*2 0
valamint az 1.h feladatot

2

g g =1
2 2
Minimalis atort, ha az egyenl 6ség teljesil, vagyis ha a haromszog szabdyos. o

— a zb 2J a b a b
=tg°—+tg°—+tg" =3 tg—HRg—+tg—x +tg— X
g 5 g 5 g 5 92 92 92 g 92 g

Feladat 30.

o rr r
Bizonyitandd: —+ %2 x..... x" = —
r,r, r r

n

A beirt kor érintési pontja olyan messze van az egyik cslicstdl,

mint a hozzairt kor érintési pontja a masiktél

r=(s-ald u r, _1g

r,=(s- a)tgep r, tge
anal 6g moédon

r _tge

r, tgd

g tge _ to

r .
Lxr_z)g__x_n:tg_J:L O
r.r, r, tg r
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Feladat 31.

Egy négyzetbe irjunk egy olyan altalanos négyszoget, melynek atléi merdlegesek egymésra. A beirt
négyszog oldalai és az atléi a négyzetet nyolc haromszogre bontja, melyekbe megrajzoljuk a beirt
koroket és az egyes haromszogeket az dbra szerint pirosra és kékre szinezzik. 1gazoljuk, hogy a pi-
ros haromszogekbe irt korok sugarainak az 6sszege megegyezik a kék haromszogbe irt korok suga-
rainak az 6sszegével!

A feladat megoldasahoz két segédtételt haszndlunk fel:

1. segédtétd: A derékszogii haromszogbe irt kor amérdje és oldalai kdzott fenndll a

2r =a+b- c 0Osszefliggés, ahol ¢ jeldli a derékszogii héromszog

atfogdjét, a és b pedig a befogbit.

b
Igazolés:
Az aébbi dbrérdl ez kbnnyen leolvashatd :
X g ’
2. segédtétel: Egy négyzetbe rajzolt egyméasra meréleges AV Q C
szakaszok altal a szemkozti cslicsoknd  keletkezo a ¢ b
szakaszok 6sszege egyenl 6, azaz d d
DQ+DS+PB+BR=CQ+CR+AP+AS S T
e ' ¢
|gazolés: 7, R
Az aébbi dorét haszndva:
DQ + DS+PB + BR=atet+d+e+b+c= c
=b+d+etat+cte= CQ+ CR+ AP+ AS ¢
a e b

Azismert, hogy PQ = RS (Geometriai feladatok
gytjtemeénye |. kotet, Tankonyvkiadd, Budapest, 1979. 34. oldal 475. feladat.)

Az dlitasigazol asa ezek utén argjzrol kdzvetlendl leolvashatd. o

Feladat 32.

Jeldlje P egy szabalyos haromszog tetszsleges belss pontjat. P-bdl az oldalakra allitott merdlegesek
talppontjai A1, B1 és Ci. A keletkezett hat kis haromszoget kiszinezzilk pirossal és kékkel felvaltva
valamelyik koriljarast kovetve, majd megrajzoljuk mindegyik kis haromszog beirhaté korét.
Bizonyitsuk be, hogy a piros haromszogekbe irt kérok sugarainak az 6sszege megegyezik a kék
haromszogekbe irt korok sugarainak az 6sszegével!

A megoldas soran ismét felhasznaljuk a 31.feladat elsé segédtétel ét!
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C

B

AC, +BA +CB, = BC, +CA +AB,

Szamoljuk ki el6szér a piros haromszdgekbe irt
korok sugarainak a kétszeresének az Osszegét:
2(r,+r,+r,)= AC, +PC, - PA+

+BA +PA - PB+CB, +PB, - PC

Hasonléan jarunk el a kékek dsszegénél:
2r, +r,+r,)=BC,+PC, - PB+
+CA +PA - PC+AB, +PB, - PA

Az egyenl 6ség belatasdhoz elegends belatni, hogy
a haromszdg oldalain keletkezé ,piros’ és , kék”

szakaszok hosszanak az 6sszege egyenl 6, azaz

(Egyébkeént ez egy ismert feladat, az elemi megoldas rdmutat afeladat hétteréreis.)

Tekintsllk a kovetkezé dbrat, amely az el6z6bdl
agy alt €6, hogy a P ponton & pérhuzamosokat

hlztunk a szabélyos haromszdg oldalaival.

Az egyenléség trivialitdsa mar leolvashatd, hiszen
a keletkez6 szimmetrikus trapézok szérai egyenl 6k
és més-mas sziniiek, ugyanigy a parhuzamossag
miatt a P korll keletkezé6 harom kisharomszdg is
szabalyos, és a meréleges felezi a megfelel6 oldalt,
amelyek szintén kilonbozé sziniek. Ezzel az ali-
tést beldttuk. o

C

M egjegyzés. Méshogy isigazolhatd ez az dllitas, hafelirjuk csak , piros’ és csak , kék” szakaszokkal a

PA? + PB? + PC? 6sszeget a Pithagorasz-tétel segitségével, és ezeket egyenl 5vé tesszilk, és haa

haromszog oldalét a-val jel6ljik, akkor azt kapjuk, hogy

ACl+BA+CBlzs—;: BC, +CA + AB,
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Feladat 33.

Az ABCD érintdtrapézt atloi négy haromszogre bontjak. A két-két szemkdzti haromszoget szinezzilk
pirosra és kékre, majd megrajzoljuk mindegyik kis haromszdgbe irhatd kort. Bizonyitsuk be, hogy a
piros haromszogekbe irt kérok sugarainak a reciprokdsszege megegyezik a kék haromszogekbe irt
kor ok sugarainak a reciprokdsszegével !

Felhasznaljuk a hdromszogbe irt kdr sugarara az ismert

1 s
1 —_ =
1) i
Osszefliggést, tovabbaaz ABCD » CDED hasonl 6sagabdl adodo
2
) L_¢ D C C
o
(3) i:E, “
; a
valamint a
(4) ti:E:E
t, ED c
Osszefliggéseket. Tovabba felhaszndjuk atrividlis
(5) t, =t,
egyenl 6séget.
e A . ez 1 1
Az &orajeldléseit felhaszndlva az z dlités: —t—=—+—

Tekintettel arra, hogy az adott trapéz érintétrapéz, ezért a+c=b+d . Ha ennek az egyenl 6ségnek
mindkét oldaldhoz hozzéadjuk az AE; BE; CE; DE szakaszokat, tovébbéa a t; terliletii kis harom-

szOgek félkeriletét s -vel jeldljik, ahol i = 1;2;3;4, akkor azt kapjuk, hogy S, +S;, =S, +5,

Induljunk ki az dllitas jobb oldalabdl:
1,1.8 .8 _S+s,_S+S,_S+s_s S _

— = =
PR VR PR ¥ t t, Eta Ets Ets
C C C
r
= Slz +Ex§:2x1+£xl:ixl+_3xl:1+l O
E fo t at, cn ar, ;LR nir n i
c a’’
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Feladat 34.

Egy tetszdleges haromszdgben megrajzoljuk a stlyvonalakat, majd a keletkezett kis haromszogeket
valamelyik koriljarast kdvetve felvaltva pirosra és kékre szinezzilk és megrajzoljuk mindegyik beirt
korét. Bizonyitsuk be, hogy a piros haromszogekbe irt korok sugarainak a reciprokdsszege
megegyezik a kék haromszogekbe irt kdr ok sugarainak a reciprokdsszegével !

Haszndljuk fel az €l6z6 feladat (33.) Gsszeflig-
gését, tovébba hogy a sulyvonalak atal |étre-
jott hat haromszdg tertl ete egyenl 6.

Haszndljuk az abrajel 6l ésait:

Jeldlje tovébba az 1, sugaru beirt korrel ren-

delkezo kis hdromszogek félkertletét s , kerii-

letét Kk , terliletét t,, ahol i = 1;2;3;4;5;6.

Ekkor az igazol and(),r—ll +% +% = % + % +% allités a teriiletekre tett megjegyzés felhaszndl dsaval
az S, +S,+S, =S, +S, +5, Osszefliggésbe megy &, ami ekvivalens a k; +Kk, +k; =k, +k, +k;
Osszefliggésseal. Utdbbit fogjuk belétni.

k, +k; +k, = AR, +%CF1 +§AF2 + BF, +%AF2 +§BF3 +CF, +%BF3 +§CF1 =

= AF, + BF, +CF, + AF, + BF, +CF, = AF, + BF, +CF, + AF, + BF; +CF, =

=k, +k, +k,

Feladat 35.

Mutassuk meg, hogy ha egy haromszog der ékszogii, akkor az oldalegyeneseket érinté korok sugarai
kozll az egyik egyenlé a masik harom érintd kor sugaranak dsszegével!

Hasznaljuk a szokasos jel 6l éseket.

Tegyik fel, hogy az r, = v sugar alegnagyabb.

Ekkor azt kell belatni, hogy

t t t
—_— +
s-¢C

t
=—+
S s-a s-b

azaz
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1

S-C

) 1_ 1:0
s-a s-b

A bal oldalt rendezve

tn | =

S-s+c s-b+s-a_ ¢ C

S(s-c) (s-b)(s-a) s(s-c) (s-a)s-b)

Utébbi akkor és csak akkor nulla, ha
s(s- c)- (s- a)(s- b)=0
sla+b-c)- ab=0
(a+b+c)a+h-c)- 2ab=0
(a+b)?- c?- 2ab=0
a’+b*-c?=0

Utobbi egyenléség afeltétel miatt egy igaz dlitas. Ebbol kiindulva, visszafel é, ekvivalens atal akita-
sokkal eljuthatunk a bizonyitand6 dlitashoz, ezért az isigaz.
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