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Ez az irds egy készll6 konyv elsd fejezetébsl tartalmaz részleteket. A konyv cime A
matematikal ismeretek felépiilésének pszicholdgiai sgjatossagai. A matematika tanitasanak
modszertanat a matematikai felépités szempontjabdl kidolgozottnak tekinthetjik. A
matematika tanitasa soran tapasztalhaté kudarcok (a didkok tobbsége nehéznek érzi atargyat,
sok a bukés) a 80-as évektdl kezdve az egész vilagon arra iranyitottak a figyelmet, hogy a
matematika tanitdsa soran nem vesszik figyelembe az emberi gondolkodas altalanos
pszichol6giai sajétosségait, valamint a gondolkodésnak az egyes éetkori szakaszokra
jellemzé eltéréseit. Ebben az irasban azoknak a szerzéknek az eredményeit emeltem ki, akik
véleményem szerint |ényegesen hozzgarultak ahhoz, hogy megértsiik az emberi ismeretek -
ezen belll a matematika - felépllését. A tanulmany végén roviden értékelem, miért van ma
nehéz helyzetben a hazal matematikaoktatas.
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Bevezetés

A XX. szézad végén az iskolai oktatasban fontossa valt, hogy ne csak ismereteket adjunk &,
hanem a megfelel6 gondolkodéasformakat is tanitsuk.

sy s .

matematikai gondolkodas fejlesztését. Minden matematikatanar tapasztalja, hogy a
matematikai erdményesség és a gyerekek altalanos gondolkodésallapota dsszefliggésben van.
Ha sikerll elérniink, hogy tanitvanyaink a matematikaban eredményesek legyenek, akkor ez
dtaldban kihat a raciondlis gondolkodéasukra, sokkal jobban meglatjak az Osszefliggéseket
barmi méasban is. Ezé&t szinte kdzhelynek szémit, hogy a matematika tanitésa sordn a
gondolkodést fejlesztjik.

Ugyanakkor a matematika tanulasdban és tanitdsdban megfigyelheté kudarcok - a tanulashoz
jéindulatian hozzadllé gyerekek is igen gyakran sikertelenné valnak egy bizonyos id6 utén -
felvetik a kérdést, tudunk-e eleget az emberi gondolkodasrdl és az ismeretszerzés
torvenyszertiségeirol.

Ugy gondolom, érdemes réviden &tekinteni az emberi gondolkodés leirasanak torténetét,

mert azt a tapasztalatot nyUjtja szdmunkra, hogy e tudomanydg nehezen akotta meg a
fogalmait, és hosszu ideig tartott, amig a kezdeti primitiv elképzel ésektol elére tudott 1€pni.

A leki éet felfogasarol vallott XVIII. szazadi elképzelésekre jelentés hatast gyakoroltak a
kortars természettudomanyos eredmények. David Hume-tol szdrmazik az az elképzelés, hogy
az emberi tudattartalmakat elemi Osszetevékre lehet felbontani. Hume elképzel ése szerint a
lelki élet mozaikszeriien épiil fel az érzetekre visszavezethetd lelki atomokbdl. Ugy képzelte,
hogy ezeknek a lelki atomoknak a kapcsolddasa kisszamu kapcsolddasi elv alapjan teljesen
mechanikusan megy végbe. Tulgjdonképpen ezek a kapcsolddasi elvek az asszociaciok.

Ezt az elképzelést David Hartley (1705-1757) fejlesztette tovabb. Szerinte az ingerek az
agyban vibraciokat keltenek,amelyek ismétlodés esetén tartdsan fennmaradnak, de kisebb
intenzitassal. Gondoljunk arra, hogy példaul egy tizes vas megérintése mennyivel erésebb
inger, mint a rola akotott emlékkép. Az Osszekapcsolddas természetére vonatkozoan is
megprobdt valamilyen elképzelést kiaakitani: szerinte az egyidetileg vagy kozvetlendl
egymés utdn el6alo vibraciok ©sszekapcesolddnak egymassal, és ezért tudjak egymast
el6hivni.

Tulgjdonképpen a X1X. szézad kdzepéig ugyanezt a gondolatot jarjék koérul a pszichol6giaval
foglalkozd filozéfusok. Nem tekinthetjik elérelépésnek azt sem, ami a szézad mésodik
felében tortént. John Stuart Mill (1806-1873) egy maga dtal "mentdlis kémianak" nevezett
elméletet akotott meg. Ennek lényege, hogy az emberi elme az anyagi vilag kémiai
torvényeihez hasonl6 moédon mikoddik. Ahogyan az atomok molekulava torténd
Osszekapcsolodésa folytan () anyagi minoségek jonnek létre, Ugy az emberi érzetek is
képesek Uj mindségeket |étrehozni: a narancs példaul harom, téle flggetlen minéségnek az
Osszekapcsol0désa, nevezetesen a kerekségé, a sargasagé és egy sgjatos izé. Mill mésik
jelentés elképzelése a logikara vonatkozott. Az induktiv logika elsddlegességét hirdette a
deduktiv logikaval szemben. Azt mondta, olyan logikai rendszert kell |étrehozni, amely a
természettudomanyok maodszerét koveti, és az egyedi tényekbdl kiindulva halad az ataléanos
felé.

Mikozben minderrél beszéliink, érdemes parhuzamot vonni, és végiggondolni, hol tartott
ugyanekkor (XIX. szézad) a matematika. Nézziink néhany ismertebb nevet példaul az analizis
tertletérdl: Fourier, Dirichlet, Bolzano, Cauchy, Welerstrass, Lagrange stb. voltak a fenti
pszichologiai elméleteket megalkotd tudosok kortarsai. Vehetjik a matematika egy masik
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terlletét is, alogikét. George Boole, de Morgan, Hamilton, de tulajdonképpen afiatal Fregeis
kortérsnak tekintheto.

Lathatjuk, hogy athidal hatatlannak tiinik a szakadék a szaktudoméany eredményel, és ezeket az
eredményeket |étrehoz6 gondolkodas leirdsa kdzott.

Az emberi gondolkodés egy kozvetlenll nem megfigyelheté jelenség. Nyilvanvaoan ez a
raciondis oka annak, hogy ennyire lassan tudta a gondolkodés leirédsa a tudomany altal
megalkotott eredmények |étrejéttét kovetni.

A XX. szézadban a pszichologidban robbanésszerii fejlodés tortént. Uj modellek jelentek
meg, amelyek segitségével sokkal arnyaltabban lehetett leirni és értelmezni az emberi
pszichikum és ezen belll a raciondlis gondolkodés jelenségeit. Kllonbtz6 pszicholbgiai
iskolak jonnek |étre: a behaviorista, az alaklélektani, a pszichoanalitikus, W. Stern megalkotja
a testi és pszicholdgia tipusok elméletét. Kozponti kérdéssé valik az ember tanuldsa és
érzelmi éete. A biologiafejl6désébsl adddoan az érzékel és | eirésa egyre tokeél etesebbé valik.
Modszertanilag is driasi fejlodés figyelhet6 meg. A kisérleti pszicholégia fejl 6désenek
kovetkeztében egyre jobban lehetett tamaszkodni a kisérleti eredmeényekre. Létrejon a klinikai
modszer. Ezt a médszer a francia klinikai hagyoményokra vezetheté vissza (Binet
laboratériumaban akamazték elészor tervszeriien). A szédzad S. Freud mellett legkiva dbb
eméletakotd pszicholégusa JPiaget adakitotta ki végleges formga. Piaget
gyermeklélektannal foglalkozott: a gyerekek értelmi fejlodésének torvényeit vizsgdlta, ésirta
le, valamint a gyermeki vilagkép alakulésara vonatkozoan tett dontéen Uj megfigyel éseket. A
Klinikah modszer lényege, hogy amikor a gyerekeket kilonbozé feladatok elé vagy
teljesitményhel yzetbe allitotta, nem csak a megoldés érdekelte, hanem az ahhoz vezeté (it is.
Ezért sugalés nékil, elfogado, érdeklods attitiiddel beszélgetett a gyerekekkel, és ennek
segitségével prébdta feltéarni, milyen rejtett elgondolédsok dlnak az esetleges viselkedés és
teljesitmény mogott.

Azért idoztink el ilyen hosszan a klinikai médszer mellett, mert a tanari munkaban igen
sokszor lenne szikség arra, hogy hasonlé szellemben folytassunk beszélgetéseket a
tanitvanyainkkal. Ezek segitségével megérthetjik, hogy milyen téves fogalmak és
elképzelések hlizddnak meg tanitvanyaink rossz teljesitménye mogott, tehat javitani tudjuk a
gondolkodéasukat, és helyes megértéshez segithetjik 6ket. Az ilyen beszélgetéseknek van egy
masik, a matematika tanuldsa szempontjabdl csak kozvetett, de nékildzhetetlen hatdsa. A
gyerekek ezeket a beszélgetéseket Ugy élik meg, hogy atanéar elfogadd és nem elutasito, ezért
nyitottak maradnak, és hosszu idén keresztil meg tudjuk 6rizni az érdeklédésiket és az
egyUttmikodésiiket. A jelenlegi oktatéds erésen teljesitményelvii, a legtébb iskoldban
Kizardlag irdsbeli szamonkérés van, mondvan, hogy az tikrozi az igazi tudast és teljesitményt.
Ez azonban dtaldban nem igaz. Egy-egy szébeli beszélgetés soran kidertlhet, hogy hibétlan
irasbeli matematikai teljesitmény mogott zavaros gondolatok hizédnak meg, €s nagyon
gyenge munkais szarmazhat j0l gondolkodo gyerektol.

A pszichologia elmélet felodését jelentésen elGsegitették a XX. szézadi modern
nyelvelméletek is. F. Saussure, L. Bloofield és N. Chomsky forradalmian megujitottédk a
nyelvi leiras eméetét, ezaltal a nyelvrél valo elképzelés is jelentésen megvdtozott. Az Uj
elméletek hozzgjarultak ahhoz, hogy a gondolkodéasi folyamatokrdl valo elképzeléseket is
maodositsék a pszichol bgusok.

Ennek kovetkeztében természetesen a matematikai gondolkodés leirasa is oriasi fejl6désen
ment keresztll a X X. szazad folyaman.
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A matematikai gondolkodas leirasanak két szempontja

A matematika tanulasarél és a gondolkodas leirasardl szolé szakirodalom jobb éattekintése és
megértése szilkségszeriivé teszi két-két Uj fogalom bevezetését:

A matematikai gondolkodas leirasa torténhet direkt illetve indirekt megkdzelités
alapjan.

Direkt leirasnak azt fogjuk tekinteni, amikor a gondolkodasi mechanizmusok leirdsanak
alapjaul helyes feladatmegol dasok és hel yes fogal omalkotéasok szolgalnak.

Indirekt gondolkodasleirdsrol akkor fogunk beszélni, amikor a gondolkodasi
mechanizmusokat hibas feladatmegoldas, illetve téves fogalomal kotas esetén vizsgaljuk.

Meg fogjuk kildnbdztetni a matematika szempontu és a gondolkodés-szempontu
leir &sokat.

Matematika szempontunak fogunk tekinteni egy elemzést akkor, ha a feladatmegol désok
vagy a fogalomakotasok soran megfigyelt |épéseket azonositjuk azokkal a matematikai
tételekkel, amelyeket felhaszndunk. A feladatmegoldésok soran eléfordulhat, hogy nem
tudunk ilyen tételre hivatkozni, akkor a matematika-szempontlsag azt jelenti, hogy az egyes
|épéseket a matematikai tartalomban bekdvetkezett valtozassal azonositjuk.

Gondolkodas szempontunak fogunk tekinteni egy elemzést akkor, ha megprébal vaaszolni
a kovetkezé két kérdésre: hogyan lehet ejutni a megoldas felismeréséhez, illetve milyen
gondolkodasi miivel eteket alkalmazunk afeladat megoldasa soran.

A kovetkezékben a matematikai gondolkodas leirasanak nénhany édtalam fontosnak tartott
eredmeényét fogom ismertetni afenti szempontok szerint is értékelve azokat.

Polya Gyorgy eredményei

A matematika szempontl leirésokat tekinthetjiuk matematikadidaktikai elemzéseknek. A
matematikadidaktikdnak a pszicholdgiai gondolkodas-vizsgalatoktol és leirasoktdl valo
megkul 6nboztetése azért indokolt, mert a matematikadidaktikan belll tetszéleges matematikai
probléma megoldésédt és az ehhez szilkséges fogamak és ismeretek feléplilését kiséréd
eljfrasok leirdsand  kiz&rOlag matematikai  eszkdzokre tédmaszkodunk. Teha a
matematikadidaktikai elemzések a fenti felosztast alapul véve matematika szempontl
elemzések. A feladatmegoldas alternativ lehetoségeit a matematikadidaktika leirja, de nem
tudja megvéaszolni azt a nagyon fontos kérdést, hogy a kilénbdzé megoldasok miért tiinnek
eltéré nehézsegiinek a killonbdzo feladatmegoldok szaméra.

A matematikai gondolkodasi miiveletek elsé rendszerezett leiréasa Pélya Gyorgy nevéhez
fuzédik. Az 6 édeme, hogy a nagy matematikatOrténeti felfedezések |étrejottének
tanulmanyozésa, sgd és méasok problémamegoldési folyamatainak elemzése aapjan
megal kotta a matematikai gondolkodasi miveletek rendszerét.

A matematikai problémak megoldasa sorédn szerinte a kdvetkezé gondolkodasi eljérasokat
alkamazzuk:

anal 0gia keresése
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altalanositas

specializdlas

feladatok varidlésa
analizis-szintézis

heurisztikus okoskodas

indukcio

ellendrzés

definicidératorténé visszavezetés
bizonyitas

rokon feladat keresése (anal 6gia, dtalanositas és specializalés alkalmazéasa)
ekvivalens megoldasok keresése
szimbolikus gondolkodas
redukcié ad abszurdum

indirekt bizonyités

sgjtés megfogal mazasa

forditott irdny( munka
kombinatorikus gondolkodasmod

Pélya Gyorgy eredménye, hogy feltérta a problémamegol dés féazisait:

afeladat megértése
tervkészités

terviink végrehgjtésa
amegoldas vizsgaata

pODNPE

Munkéassaga Uj fejezetet nyitott a matematika tanitasaban.

Pdlya nagyon pontosan megfogalmazza annak mikéntjét, hogyan tud a tanar a didknak
segiteni. "Képzeljuk magunkat a diak helyébe, éljik bele magunkat a gondolkodasmaéd]éba,
prébajuk megérteni, mi megy végbe a diak fejében, és mindig igyekezziink olyan kérdést
feltenni, olyan |épést javasolni, amely a didknak maganak is eszébe juthatott volna."

Hogyan tudja a tan&r elérni, hogy ezt a gondolkodasmaddot kiaakitsa magaban? "...mindig
sgjat tapasztalataira kell gondolnia, vissza kell emlékeznie arra, milyen nehézségel és
eredmeényei voltak afeladatok megoldasdban.”

Gondoljuk végig, mi szikséges ahhoz, hogy ezek a tanacsok tényleg mikodoképesek
legyenek:

A tandrnak meg kell 6riznie magaban a képzel 6erét, milyen a gyerekek gondolkodasa,
és gondolkodasallapota. Ez két killonb6z6 dolog: hiszen a gyereknek van egy sgjatos
gondolkodésmadja, ugyanakkor gondolkodasallapot alatt az ismeretek és tapasztal atok
adott szintjét értem.

Ki kell aakulnia benne annak a képességnek, hogy a sajét gondolatait visszavetitve a
multba emlékezzen, hogyan néz ki mindez egy gyerek szemszogébdl.

A felnétt ésagyerek gondolatvildganak 6sszehasonlitasa alapjan meg kell taldni a
kommunikaciés |ehetségek alapjait.

Ha ezt a teljesitményt tényleg e lehetne varni minden tanértdl, akkor az iskoldban a
matematikadrékon csak boldog és el égedett gyerekek és tanarok lennének.
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Néhany nem a matematikabdl vett példan szeretném megmutatni, hogy ez a teljesitmény nem
vérhato el egy étlagos tanitasi szituécioban.

Gondoljunk arra, hogy a szazadel6n Ugy képzelték az emberek, hogy a gyerekek csak
améreteikben kilonbdznek a felnéttektsl. Ma sem ritka, hogy egy kisgyereket
hazugsaggal védolnak, amikor az dmairdl vagy a mesékrol ugy beszél, mintha azok az
események vele torténtek volnameg. Pedig a gyerek vilagaban ez természetes, mert a
val 6sag és képzelet nem valik még éesen killon a gondolkodasukban.

Jean Piaget, akirdl késébb majd részletesen beszél ink megfigyel éseket végzett tobbek
kozott az oksag fogalmanak kialakuldséra vonatkozoan. Miutan a felnétt gondolkodas
erésen raciondlis, ezért ezen afogalmon nagyon jol |ehet szemléltetni, milyen hosszu
utat jar be egy gyerek a gondolkodés fejl6dése sorén, mire afelnétt alapotot eléri. Az
oksag fogalmanak kial akulasaban harom nagyobb szakasz figyelheté meg:

1

Ez aszakasz hat éves korig tart. Ebben az éetkorban sorrendben a kdvetkezo
oksagi fogalmak figyelheték meg:

- Motivéacios oksag: A dolgok okai az isten és az ember.

- Finalizmus: A dolgok és jelenségek okai azok a célok, amelyeket el akarunk
érni dtaluk. Pédaul avonat azért megy, hogy megérkezziink egy masik
vérosha.

- Participacios oksag: llyenkor egy dolog azért lehet oka egy méasik dolognak,
mert részlegesen hasonlitanak egxmésra.

- Magikus oksag: A dolgok és események okai az emberi kivansagok. Erdemes
megjegyezni, hogy a mesékben atiindérek szoktak ilyen tulajdonsaggal foldi
halandokat rovid idére felruhézni.

- Morélis okség: A dolgok azért torténnek adott médon, mert erkdlcsileg Ugy
helyes. Példaul a csdnak azért nem siillyed el, mert a benne Ul6k nem
halhatnak meg.

A maésodik nagy szakasz hattdl tiz éves korig tart. Ekkor mér kevésbé
véltozatosak az oksagi magyaréazatok.

- Artificialis oksagrdl akkor beszéliink, amikor a dolgok emberi alkotésra
vezetheték vissza, mint okra.

- Az animista oksag azt jelenti, hogy a megfigyelheté dolgok és jelenségek
mogott egy belsé motor van, amely kiilsé utasitasokat hajt végre.

- A dinamikus oksag szakaszaban a gyerekek a dolgokat és jel enségeket egy
belsé erére vezetik vissza.

A harmadik szakasz tizenkét éves korig tart. EKkor mar sokkal tébb
természettudomanyos magyarazat van:

- A dolgok oka lehet a korulvevs kbzeg reakcidja: aszél azért fuj, mert afék
lombjai mozognak.

- Mechanikus oksagrél beszélink akkor, ha a dolgokat és jelenségeket
mechanikus okokra vezetik vissza a gyerekek. Példaul a bicikli mozgésanak az
az oka, hogy a pedal ok mozognak.

- Keletkezéslancrdl beszéllink, ha tébb dolog kapcsol 6dik dssze. [lyenkor
példaul a Napot azzal magyarézzak, hogy afustbdl felho lett, és afelhd
Slirisodott Gssze Nappa.

- Atomisztikus oksagrol akkor beszéliink, amikor a kis dolgok egyesiilése hozza
|étre a nagy dolgokat. Tehét egy nagy kavics Ugy jon Iétre, hogy sok kis kavics

egyesul.
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Ha mindezeken a fogalmakon végigment egy gyerek, akkor jelenik meg a racionalis oksagi
kapcsolat.

Szamos példét |ehetne még hozni, de azt hiszem, az elmondottak aapjan nyilvanval 6, hogy a
gondolkodés fejlesztése és felfedezése nem oldhaté meg a tanitési szituaciokban, és nem a
tanar egyéni intuicidjanak kérdése. Az értelmi fejlodes szakaszainak és jellegzetességeinek a
megismerése meg kell, hogy el6zze a tanitést. Természetesen nem oldhaté meg az értelmi
fejlodés torvényszeriiségeinek a matematikéra torténé akamazasa sem egyeénileg a tan&r
dta. Tehat az eredményes tanitashoz szilkség van a matematika tanuldsanak egy
gondolkodés-szempontUu elemzéséreis.

Pélya eredménye, hogy Osszegylijtétte azokat a tipus-kérdéseket és tipus-Utmutatasokat,
amelyeket a matematika tanitédsa soran a legjobban fel |ehet hasznalni. Megfogalmazta azt is,
hogy ezek vadészinileg egybeesnek azokkal a tipus-gondolatsorokkal, amelyeket a
megoldasok soréan alkalmazunk.

Nagyon jol létta azt is, hogy a matematikai ismeretek halott tudast jelentenek a megfelelé
gondolkodési maodszerek nélkil: "..a didk veégul is megtanulja, hogyan kell helyesen
akalmazni ezeket a kérdéseket és Utmutatasokat, és ezzel valami olyasmit sgjétit e, ami
sokkal fontosabb barmilyen matematikai részletkérdés ismereténd."

Arra azonban, hogyan is torténik a tanulds, nem tudott igazan hasznahat6 tanacsot adni "A
feladatmegoldas éppen olyan gyakorlati készség, mint mondjuk az Uszés. Gyakorlati
készségeket utdnzéssal és gyakorlassal sgjétithatunk el."

Pdlya utan tehét nyitott kérdésnek tekinthetjik a kovetkezoket:

Az dtaaismertetett gondolkodasi miivel etek hogyan alakulnak ki.

Van-e a sorrendnek szerepe, tehat van-e olyan mivelet, amelyik amasik kial akul &sét
szilkségszertien megel 6zi?

Az &talamegjel 6lt gondolkodasi miivel etek altaldban az emberi gondolkodésrais
jellemzok, vagy csak a matematikahoz kotédnek?

Polya Gyorgy éetrajza és matematikal munkassadganak targyalésa a skociai St.Andrews
Egyetem MacTutor Matematika-torténeti Archivumaban:

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/M athemati cians/Pol ya.html
Peter Taylor irdsa Polya Gyorgyrél az Ausztrdl Matematikai Tarsasag honlapjan:
http://www.amt.canberra.edu.au/polya.html

Jean Piaget munkassaga

"A gyermekit ami szézadunk fedezte fel.

A gyermek mint a nevelés targya, mint a mindenkori felnétt el6képe évszézadok, talan
évezredek Ota foglalkozatatta a gondolkoddkat. De a gyermekit mint a vildg megél ésének
viszonylag sablonmentes médjat a mi korunk kezdte ismerni és becslini.

A modern mivészet, a mélylélektani vizsgdddas, a pedagdgiai megujulas vagya egyittesen
hoztak |étre a gyermeki éményvildg modszeres feldolgozasanak az igényét, s ezzel a
gyermekiélektant mint ennek az igénynek megfelel6 és ma mé& jol korllhatarolt
ismeretanyagot.
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Ennek az () ismeretagnak egyik elsé rendszeralkotdja Jean Piaget.

Vizsga 6désal mindenekel 6tt a gyermeki gondolkodést térjak fel azzal a (ma mar k6zhelynek
l&tsz0, de a hluszas években, Piaget fellépésekor eredeti és nehezen elfogadott) feltevéssd,
hogy a gyermek gondolkodésa, itéletalkotasa minéségileg més, mint a felnétte, nemcsak
ismeretanyagban kevesebb, nemcsak hianyosabb, hanem mas - mas a menete, mas a
szerkezete, mésféle érvényességi igényt képvisel. Ezt ajelenségkort, ennek a minéségrendnek
afeglodését kovette nyomon Piaget.”

Ezekkel a mondatokkal kezdi Mérel Ferenc Jean Piaget-rél szol6 tanulmanyét, amely a Freud
fényében és arnyékaban cimi tanulmanykatetben jelent meg.

Miel6tt roviden megismerkednénk ennek a zsenidlis tudésnak a gyermek értelmi fejlédésére
vonatkozé elméletével, érdemes rdviden beszélni az éetltj&rdl, hogy lassuk, milyen
fantasztikus emberrel dlunk szemben.

Jean Piaget a mult szézad végén szlletett Svgjcban. Egészen kicsi kordtdl vonzotta a
természettudomany. Mar kisiskolas kordban foglalkozatta a madérvilag tanulmanyozasa, a
fosszilis leletek késobb a kagylok és tengeri csigék vizsgdata. Elsé cikke tizéves koraban
jelent meg egy természettudomanyi folyGiratban egy albind verébfajtardl. Tizenegyéves
koraban megkérte a neuchateli Természettudomanyi MUzeum igazgatojét, hogy engedélyezze
szamara a madartani és fosszilis gyiijtemények tanulményozasdt. A mulzeum igazgatoja
orommel fogadta a gyerek kérését, és négy éven & dolgoztak egyitt. A mizeumigazgatd
halda utan az ekkor 15 éves Piaget megirja addigi tapasztalatait. Tobb cikke jelent meg. A
cikkek aapjan a genfi Természettudomanyi Mlzeum igazgatoja (aki nem tudja, hogy egy
gyerekrél van szd) az dlattani gyiijteménybe muzeoldgusnak hivja a szerzét. Doktori
értekezését is hiologiabdl irta, majd Bergson hatasara pszicholégiaval kezdett foglalkozni.
Parizsban a hires Binet-laboratériumban sgjatitja €l a klinikai pszichologiai munka alapjait.
Nagy hatéssal van ra S. Freud is. Kiképz6 pszichoanalizisben is részt vett.

Mar korabban emlitettik, hogy a beteg emberek esetében alkamazott klinikai kikérdezési
maodszert tovabbfejlesztette, és ennek segitségével prébdlta meg feltarni az altala megfigyelt
gyerekek valaszal mogott rejl6 gondolkodasi mechani zmusokat.

25 éves, amikor meghivjdk Genfbe Rousseau Intézetbe, amelynek késébb a vezetdje lesz.
Palydjatoretlendl ivelt felfelé.

Késobb két fejezetben részletesen kitérink a matematika ismeretszerzés és fogalomalkotés
szempontjabdl fontos megfigyeléseire. Most réviden ismertetjik azokat a fontosabb
eredményeket, amelyek Piaget nevéhez fiz6dnek.

Még egyszer foglaljuk ossze roviden a klinikai modszer |ényegét: a klinikai kikérdezés egy
olyan rugalmasan vezetett beszélgetés, amelynek az a feladata, hogy felkeltse a gyerek
magyarazokedvét, és ilyen modon lathatéva vajanak azok a magyarazoelvek, amelyek
segitségével a gyerek tgjékozadni kivan avilagban.

Piaget megalkotta a genetikus ismeretelméletet: nagyon kevés vele szilletett tapasztalés
maodbdl indul ki egy gyerek a szlletésekor. Ezek alapjan a vilagot el6szor az érzékelésen és a
cselekvésen keresztll tapogatja le, majd képzetszinten ismeri meg, és ezt koveti a fogalmi és
miveleti megismerés. (Csak zarojelben jegyzem meg, hogy a felfedeztet6 matematikaoktatés
pontosan erre épul. Ugyancsak fontos, hogy itt utaljunk ra, amit késébb elemezni fogunk, a
gyerekek a matematika tanuldsa soran egy-egy matematikai fogalom tartalmat azokra a
tapasztalatokra vezetik vissza, amelyeket a fogalommal kapcsolatban megszereztek. Minden
més Ures verbdlis tartalom.)
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Piaget fedezte fel, hogy a gyermeki beszédnek és gondolkodésnak van egy minésegileg eltéré
szakasza, amely az autizmussal mutat rokon vonasokat. Ezt a szakaszt egocentrikus
szakasznak nevezte €. Az egocentrikus beszéd jellemzéje, hogy nem szocializélt
kifejezéseket tartalmaz, és nem kommunikativ. A logika ebben a szakaszban szemléetes,
szubjektiv ana O0gidkat tartalmaz, gyakran értékitéletek altal vezérelt. Ennek a szakasznak a fo
jellemzéje, hogy a gyerek csak a sgjat nézépontjabdl |atja a vilégot.

A decentrécio azt jelenti, hogy a gyerek fokozatosan lekiizdi ezt az énkdzpontl szemléletet,
més nézéponttal is tud azonosulni. EzAta fokozatosan kialakul a kortlvevé vilagrédl valo
tudata, ezdlta az éntudata. Ezekrdl a lelki folyamatokrol A valdsag felépitese” és ,Az
intelligencia szlletése” cimii miiveiben olvashatunk. Magantanari tevékenységem soran
gyakran figyeltem meg, hogy a matematika tanulasaban is megfigyelheté hasonl6 jelenség.
Ha a gyerekeknek kell6 tapasztalat hianyaban kell a matematikai fogalmaikat kialakitani,
akkor a meglévo ismereteikben keresnek anaogidkat. Egy Osszefliggéstelennek tind
matematikatudas mdogott gyakran a gondolkodas teljes — ugyanakkor a matematika
szempontjabdl elfogadhatatlan, szubjektiv torvényeket tartalmazo — rendszere figyel heté meg.
Ezekben a , szubjektiv matematikai vildgokban” felfedezheté igen nagy hasonl6sdg arra
engedett kovetkeztetni, hogy a gondolkodas és a matematikai ismeretek fejl6désében valo
megtorpanas annak a kdvetkezménye, hogy a matematikai ismeretek tanitasa olyan dtalanos,
az ismeretek felépllésére vonatkozd torvényszeriiséget nem vesz figyelembe, amely az
emberek egy jelentés részének gondolkodasara jellemzé. Err6l a jelenségrél szdl az
» Oktassunk vagy buktassunk?’ cimi konyv.

Piaget kidolgoztaa megismerés ésintelligencia sziiletésének szintjeit:

1. Az érzékszervi-mozgasos szint. Ez a szakasz masfél-két éves korig tart. A gyerekek a
csel ekvéshez kotott tapasztalatok Utjan felfedezik azokat alényegesinvarians
tulgjdonségokat, amelyek lehetéve teszik atargyak megnevezését és a beszéd
kialakulasat. Gondoljunk arra, hogy a gyerekek hosszu ideig atérgyak
tulajdonsagénak tartjak példaul atargy helyét.

2. A mivelet e6tti gondolkodas €ls6 szintje. Ez a szakasz 5-6 éves korig tart. Ekkor
torténik meg a cselekvések Gsszerendezodese.

3. A mivelet éétti gondolkodés masodik szintje. A cselekvések dsszerendezédése
képzetszinten is megtorténik. Erre vonatkozdan igen sok tapasztalatot szerezhetlink,
ha kisiskolas gyerekek matematikai feladatmegoldasat figyeljik meg. Hatéves
kisldannyal matematikai jéatékot jatszottam. Ugy kellett rendeznie alogikai készlet
elemeit, hogy barmely rakovetkezé pontosan két tulajdonsagban egyezzen meg a
megel6zével. A gyerek el6szor Ggy oldotta meg a feladatot, hogy taldlomra felvett egy
elemet, Gsszehasonlitotta a sorban utolséval, majd eldontétte, hogy jo-e. Az eljarést
addig folytatta, amig talat megfelel6t. Egy id6 utén mér nem fogta meg fizikailag a
kivalasztott elemet, hanem képzel etben hajtotta végre ezt a miiveletet, és csak ajonak
itélt elemet helyezte at.

4. A konkrét miiveletek els6 szintje. Ekkorra kialakul a gyerekek sorbarendezé
képessege, és egyszerii osztalyozasokat is végre tudnak hajtani. Ezzel lehetéve vdik a
cselevések megfordithatdsaga, igy az elsé gondolati megforditas, a visszafele
kovetkeztetés kialakul. Ez a szint 6-9 éves korig tart.

5. A konkrét miivel etek masodik szintje. A sorbarendezés és a megfordités kia akulésa az
oksagi Osszefligges jelentds fejlodéséhez vezet. 12 éves korban zérul ez a szakasz.

6. A formalis miveletek szintje. A gondolkodasban megjelenik az a képesség, hogy a
targyakat helyettesité fogalmakat és szimbolumokat ugyanolyan jél tudjak a gyerekek
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kezelni. Nem véletlen, hogy példaul egyenleteket 12 éves korban kezdhettink el
tanitani.

Veégul feltétlentl szt kell egtenlnk az asszimilacio-akkomodacié torvényérsl, mint a
pszichikus fejlédésben megfigyelheté aapveté akalmazkodas torvényrél. Minden Ujat a
meglévé ismereteinkhez és tapasztalatainkhoz hasonitunk, tehat a rokon vonasokat keressiik
benne. Ez az asszimilacié. Mikdzben a meglévs tapasztalataink szerint mikodtetjik a
dolgokat, felfedezzik eltér6 voltukat, és ezdltal kialakul az Uj targyrdl valé redlis képzetiink.
Ez az akkomodécio. Erre igazan nagyon sok példat Iehet mondani: gondoljunk arra, hogy a
kisgyerekek példaul mindent a szgukba vesznek, és ezaltal jonnek ra, hogy a dolgok egy
része a laszat €ellenére sem ehet6. A matematika tanuldsdnak barmely fézisaban
megfigyelhet6, hogy barmely Ujban a gyerekek elészér a meglévd tapasztalatokkal rokon
vonasokat keresik meg. A matematikusok ennek a jelenségnek a hamis anal6gia nevet adjék.
A matematikal tartalom megitélése szempontjabdl jogos ez az elnevezés. Az emberi
ismeretszerzés torvényszerisége alapjan szerencsétlen, mert ha sikertilt megérteniink az
elmondottakat, akkor a hamis anadgia a matematika tanuldsdnak és dtalaban minden
tanuldsnak szikségszerti els6 |épése, tehd nem hiba. Hibava akkor vdik, ha a tanulas
megreked ebben a fazisban.

Nagyon fontos még annak a megértése, hogy Piaget megfigyelése szerint a gyer mek értelmi
fejlodésének minden szintje eqy 6nmagaban érveényes strukturanak felel meg. A fgjlodés
minden szakaszéban tehd egy sgjétos rendszerrel dlunk szemben, és ha eredményesen
akarunk tanitani, akkor ennek a rendszernek a belsé torvenyeihez alkalmazkodnunk kell. Csak
onnan indulhatunk, ahol a gyerek van, ha el akarjuk vinni oda, ahol lennie kellene.

Nagyon fontos térvény az izomorfia térvénye. Ennek lényege, hogy példaul az érzékszervi-
mozgasos semakban megfigyelhetjik a késobbi logikai szerkezeteket. Tehdt a kilonbozo
szinteken megfigyelhet6 strukturak az izomorfia viszonydban vannak egymassal .

Erre ajelenségre egy kicsit meghokkent6 példat fogok hozni. A tanitvéanyaimnak azt szoktam
mondani, hogy a matematikai gondolkodas és Salvador Dai miivészete mély rokonsagot
mutat. Nézziink néhany példat!

Vegylk azt a geometria feladatot, amikor egy kocka minden cslicsandl kivagunk egy kis
kockat, és az a kérdés, hogy mennyivel valtozik a felszin. Megoldhatjuk a feladatot
szamolassal is. Ugyanakkor, ha ugy képzeljik el a kockdt, mint egy rugalmas anyaghdl
készillt térgyat, akkor azonnal érzékeljik, hogy a sarkok , kifordithatok”, tehét a felszin nem
vatozik. Szinte kivétel nélkil ugyanerrél a kapcsolatrol szolnak a tiletatdarabolasi feladatok.
Ugyanezt a sémé figyelhetjlk meg Dali Ugynevezett ,kettés képein”. Két ilyen képet
emlitenék meg: ,, Rabszolgapiac Voltaire eltiiné mellszobraval” és a,,Hallucinogén torreador”.

Ezek aképek az interneten is elérheték a
http://www.dali-gallery.com/html/dali 1024.php
galéridban: az egyik a
http://dali.karelia.ru/html/gall eries/paintingl14.htm

oldalon aulrdl anegyedik kép (Invisible Bust of Voltaire, 1941) amasik a
http://dali.karelia.ru/html/gall eries/painting23.htm

oldalon aulrél amasodik (Hallucinogenic Toreador, 1968-70)

Az elsb képen az asztalon egy mellszobor dl, amely Voltaire-t &orézolja. A kép hatterében
romos boltiv nyilik, amely alatt emberek forgataga |&hatd. Ebben a nézetben Voltare
mellszobra egyszeriien eltiinik, és atvaltozik két XV11. szézadi ruhét visel6 spanyol hdlggyé.
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A ,Halucinogén torreador” esetében az egyik nézépontbdl perspektivikusan elhelyezkedd
Venus-szobrokat latunk. Egy mésik nézépontbdl ezek a szobrok héttérré vanak, és teljesen
eltiinnek, ekkor jelenik meg atorreddor képe.

Piaget miivei az egész vildgon nagy hatéssal voltak a gyermeklélektan, az ismeretelmélet és a
pedagogia fejlodésére. Magyarorszagon is sok kdvetoje volt. Mive kotelezé olvasmanyok
voltak atanarjeldltek szamara.

1950-ben azonban megindult egy olyan neveléspolitikai irdnyzat, amely célul tizte ki Piaget
birdatat, és a magyar pedaglgiai és pszicholégiai kultirabdl torténé szamiizését. Az U]
pedagogia ugyanis sokkal nagyobb szerepet kivant tulgjdonitani a gyermek fejlédésében az
iskoldnak, igy a gyermek értelmi fejlodésének Piaget altal megfigyelt és leirt szakaszai
ellentmondtak az iskola mindenhatdsagaba vetett elképzel éseknek, amely azt hirdette, hogy a
fejlodés j6 iskolai korlilmények kozott felgyorsithatd. A tdmadés mésik célpontja a spontan
magyarazoelveket érintette.

A 60-as években ugyan vdaltozott Piaget megitélése, aki 1963-ban Ujra ellatogatott
Magyarorszégra, de a pedagogiai kultirankban maig nem foglata e azt a helyet, amely
megilletné. Ez sllyos veszteseg a tanarok szamara, akik a gyermeki megismerés és
gondolkodés viladgdban tehetnének vardzslatos utazasokat Piaget miiveinek olvasésa kézben,
még sulyosabb veszteség a gyerekek szaméra, akik a meg nem értettség miatt, amit naponta
kénytelenek elviselni, esetleg egy életre bezarulnak az iskolai oktatés szaméra.

Jean Piaget rovid éetrgjza és publikécios listdja az interneten:
http://www. piaget.org/bi ography/biog.html

Linkgyiijtemény a Piaget Tarsasag honlapjan:
http://www.piaget.org/links.html

H. Aebli erdményei

H. Aebli Piaget kézvetlen munkatarsa volt. O mér kozvetleniil a matematikéra alkalmazta a
genetikus ismeretel mél etet.

A matematikai gondolkodas és ismeretek felépllése szempontjabdl jelentés eredményei
réviden a kovetkezok voltak:

A matematikai jelentés fogalma

Aebli definidta a matematikai jelentés fogalméat. Az 6 meghatérozésa szerint a matematikai
jelentés nem mas mint levezetés, tehat azon elemi |épések Osszessége, amelyek a matematikai
tartalomhoz elvezetnek. Ez az értelmezés egybeesik azzal a megfigyeléssel, hogy a gyerekek
szamara tetszéleges matematikai objektum tartalma nem mas, mint a fogalommal kapcsolatos
tapasztalataik 6sszessége.

Pblyais beszél errél, ajelenséget Ugy hivja, hogy a "definiciéhoz val 6 visszatérés'. Az dtala
felhozott példaban a parabolardl van sz6. Ha azt a feladatot kell megoldanunk, hogy
szerkesszik meg egy adott egyenes és egy adott direktrixii és fokuszl parabola
metszéspontjét, akkor a definicidra valo visszatérés segitségével Ugy fogamazhatjuk a a
feladatot, hogy szerkessziink egy adott egyenesen olyan pontot, amely F-t6l és d-t6l egyenl6
tavolsagra van, ha a szokésos betiizést alkamazzuk.
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A matematikai jelentés magadban foglalja a Polya szerinti definiciora valo visszetérést, de
anndl tobbet is. Nézzlink erre egy példat.

* Szerkesztends haromszog, ha adott egy oldala és a masik két oldalhoz tartozd stlyvonala.

Tekintsik a haromszdg stlyvonaldnak definicidjét: A haromszdg egy cslcsédt a szemkozti
oldal felezépontjaval 6sszekots szakaszt a haromszog stlyvonaldnak nevezzik. A definiciora
torténd visszatérés nem segiti a feladat megoldasat. Ahhoz, hogy Iényegesen el6rejussunk,
arra van szilkség, hogy a stlyvonalla kapcsolatos azon tapasztalatunkat mozgésitsuk, amit
mar egy tétel foglal Ossze: a sUlyvonalak egy pontban metszik egymést, és ez a pont a
sulyvonanak az oldalhoz kdzelebbi harmadol pontja.

A matematikai jelentés tehd sokkal tobbet tartalmaz, és ezt kell mozgbsitanunk matematikai
problémak megoldésa sorén. Visszatérve a kiindulashoz érezhetd, hogy a "definiciora torténé
visszatérés' egy matematika-szempontl leirés magyarézOelve lehet, a jelentés pedig az
altaldnos gondol kodas-szempontu megkdzelités, igy sokkal altalanosabb.

Még egy példan szeretném illusztrdni a jelentés fogalmét. Ezittal egy algebrai kifejezésen
mutatom meg, mirdl is van pontosan sz6. Tan&ri gyakorlatunkban mindnygan taldkozunk
azzal a jelenséggel, hogy a gyerekek igen nehéznek taldjdk a flggvények értelmezés
tartomanyanak meghatarozésat. Vegyik a kdvetkezo képlettel megadott fliggveényt:

x|

Ha megfigyeljik a gyerekek viselkedését egy ilyen probléma megoldasa kdzben, akkor azt
tapasztaljuk, hogy a kifgjezés valamelyik részébe belekapszkodva mondanak 6tleteket, mi
lehet az értelmezési tartoméany. Ebben az esetben a legnyilvanvalébb kapaszkodési pont a
logaritmus, tehdt igen sok gyerek hglik arra, hogy azt mondja, az értelmezési tartomany a
pozitiv szamok halmaza.

Az aebli-i jelentésfogalombdl kiindulva ennek az algebrai kifejezésnek az értelmezés
tartomanyét azok a miiveletek dontik el, amelyek akifejezést |étrehozték. Vegyik sorra éket!

azt szimbolizdlja, hogy vegyunk egy tetszéleges szamot: barmely szam eset

X értelmes
x-1 egy tetszéleges szambol mindig €l lehet venni 1-et
] vegyUk a kapott szam abszol Utértekét, ez is mindig értelmes mivel et
E az el6bb kapott szammal a 2-t kell hatvanyozni, itt sincs korl&tozés
2-t barmely szambdl ki lehet vonni, tehdt ez amiivelet ismindig
[E 1 Vegenthas
az el6bb kapott szam 6-0s alapl logaritmusét kell képezni; ez amivelet csak
=] pozitiv szdmok esetén értelmezett, tehdt meg kell oldanunk a| ]
egyenl 6tlenséget
itt felhasznalhatjuk a 2-es alapu exponencidlis fliggvény monotonitésara
E vonatkozo ismereteinket
B itt az abszol Gtérték-fliggvény tulgjdonsagaibdl vagy az abszol Gtérték

definici6jdbol kapjuk a megol dast:

|E |vagy|@ |
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Erdemes észrevenni, hogy az algebrai kifejezések jelentésének meghatérozésa szempontjébol
nemcsak a megszokott matematikai miiveletek, hanem a flggvényértékek képzése is
muveletnek szamit. A kilonbség az, hogy a hagyomanyos matematikai miiveletek
kétvaltozosak, mig a fliggvényértékképzés egyva tozds miivel et.

Rendszerszerii jelentés

H. Aeblinek még egy nagyon fontos eredménye van a jelentés fogalmanak definidlésaval
kapcsolatban. A matematikai jelentés nem egyszeriien 0sszege azoknak az elemi

tapasztal atoknak vagy |épéseknek, amelyek a fogal om tartalmahoz el vezetnek, hanem ezek
kapcsolata, illetve az egészhez val 6 viszonya ugyanlgy a jelentés részét képezi. A fenti
algebrai példa ezt jél mutatja.

Ennek az dlitasnak igen nagy jelentésége van a matematikai fogalmak felépilése
szempontjabdl. Aebli ugyanis azt dlitja, hogy afogalmak jelentése folyamatosan vatozik az
Ujabb és jabb ismeretek megszerzésével egyiitt, hiszen Uj kapcsol6dasi pontok jonnek | étre,
illetve az egészrol val6 elképzel és befolyasolja az egyes fogalmakat is.

Miveleti gondolkodéas < szokés-cselekvés

A gyerekek matematikal viselkedésének megfigyel ése sorén nagyjabdl kétféle viselkedés
tipust azonosithatunk. Az egyik 6 jellemzéi, hogy a gyerek egy Uj probléma kapcsan
tapasztalatokat gy(ijt, rendszerez, kiprébal, értelmes dsszefliggéseket keres. A masik esetben
egy részletet ragad meg a gyerek, és ehhez kotédnek atovabbi csel ekvesek.

Aebli miveleti gondolkodasr 6l beszél, ha a miivelet nem kapcsol 6dik semmilyen jelszerii
ingerhez, barmikor képes miikddésbe I1épni, tehat dtalanos. Aebli kutatdsal azt mutattak, hogy
amiiveleti gondolkodas fenti kritériumainak akkor felel meg egy eljaras, ha az csel ekvések
interiorizécidjakent jon |étre. I1de kivankozik az, hogy ezek az eredmények adjdk a
felfedeztet6 matematikaoktatés pszicholdgial bizonyitasat.

E cikk szempontj&bol a miveleti gondolkodasnak azért van jelentésége, mert azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy tetszéleges matematikai fogalom tartalma azon
tapasztalatok 6sszessége, melyet a fogalommal kapcsolatban szereztiink.

Vegyik a legnagyobb kdzos oszté fogalmat . Két vagy tobb szam legnagyobb kézos osztdja a
k6z6s osztdk kozll a legnagyobb.

Mit jelent ez? Tekintenlink kell minden egyes szam dsszes osztdjét, majd az osztok
halmazainak metszetét, és végul ezen szdmok kozll alegnagyobbat.

Milyen tulgjdonsagokkal fog rendelkezni az igy kivaasztott szam? Mindegyik szamnak
osztdjalesz, hiszen akdzods osztok halmazanak €leme volt.

Hogyan lehet egy ilyen szdmot megkeresni az itt emlitettné révidebb Gton? Induljunk ki
abbdl atulajdonsagabdl, hogy mindegyik szam osztdja. Tehét a primtényezds felbontasa csak
olyan primszamot tartalmazhat, amelyik mindegyik szamban el6fordul. A k6z6s
primtényezék legkisebb hatvanyét kell valasztanunk a kdzos oszthat0sag feltétele miatt.

Ezek utan a gyerekek elég gyorsan megtanithatdk alegnagyobb kzos osztd6 megkeresésére. A
fogalom kialakitadsa azonban ezzel nem fejezédik be, mert olyan tapasztalatokhoz kell
juttatnunk a gyerekeket, hogy a miiveleti gondolkodas kritériumainak is megfeleljen az G
fogalom.

A legnagyobb kdzds oszt6 a legegyszeriibb esetben hdrom szam kozott |étesit kapesolatot: (X,
y)=z
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(72, 396) = z, 72=20.3, 396 =2°.3"-11

A fogalom kialakitasa akkor felel meg amiiveleti gondolkodas kritériumainak, ha a gyerekek
tudnak vaaszolni a kdvetkezé harom kérdésre:

(%, 396) = 36, X=7?
(72,y) = 36, y="7?
(72, 396) = z, z2=7?

Nagyon fontos megfigyelés, hogy csak az utolso kérdésre egyértelmii avllasz. Az elsb két
esetben vegtelen sok megoldasa van az egyenl 6ségnek.

Csak az érdekesseg kedvéért jegyzem meg, hogy alegnagyobb kézos osztod ugyanigy
tekintheté miiveletnek, mint a fliggvényértékképzeés. Tulgdonképpen egy egységesebb
szemléletii trgyal asban tudnunk kell, hogy itt a kétvaltozos fliggveényre adunk példat a
gyerekeknek. Ezt afliggvényt definicidval adjuk meg ugyanigy, ahogyan az abszol Utértéket,
az egészrészt vagy atortrészt.

A tanitasi gyakorlatban oridsi hibét kovetnénk el, ha ezt ki is mondanank, de legalébb akkora
hibét kdvettink e, ha nem tudjuk, hogy alegnagyobb kdzos osztoval a kétvaltozos fliggveny
fogalméanak kialakitésdhoz is nyUjtunk egy tapasztal atot.

A fenti feladatok megoldésaval az egyenlet fogalmais béviilni fog. Es példét tudunk nyujtani
atanulés egy kora szakaszaban a definicioval torténé lebontasra.

Egy pillanatra visszatérve ajelentéshez, alegnagyobb kdzos osztérdl itt elmondottak nagyon
jol illusztraljak, mit értsiink azon, hogy a fogalmak jelentéséhez az is hozzgjarul, ha a rendszer
egészére vonatkoztatjuk 6ket.

Sajnos, H. Aebli neve, igy értelemszeriien a munkéssaga is ugyanugy ismeretlen a
matematikatanarok szamara, mint Piaget-é.

Hans Aebli néhany irasaaLipcsel Egyetem honlapjan:
http://www.uni-lei pzig.de/~sander/hd/info/Didakti sche%20M odel le/ A ebli.html

Hans Aebli: A tanités adapjai —a Gottingeni Egyetem honlapjan:
http://www.wipaed.wiso.uni-goettingen.de/~pprei ss/didaktik/AebliGL22.html

R. R. Skemp munkéssaga
R. R. Skemp matematikus és pszichol 6gus, és mindkét targy tanitasaban jartas szakember.

A matematikai gondolkodas leirasanak torténetében jelentés lépésnek kell tartanunk, hogy
Skemp volt az elsd, aki éles hatart vont a matematika és a matematika tanulasa kozott.
Vilagosan kimutatta, hogy a matematikatanitasnak azok a térekvései, amelyek a matematika
logikai fejlodésére épiilnek, nem visznek kdzelebb a tanulas természetének a megértéséhez,
mert a tanulas és a tanitds problémé pszicholdgiai problémék. Ennek a gondolatnak a
kimondasat forradalmian Ujnak kell tekintentink, mert ha jél meggondoljuk, akkor még mais
sok tanér gondolja ugy, hogy a pszichologiara torténd hivatkozaés valami tudoméanytalan
dAmagyarézat.

Skemp volt az elsd, aki a matematikai megértés és fogalomakotas természetét aapos
vizsgdlat térgyava tette, és megprobdta leirni, hogy mi torténik vellnk, amikor megértiink
valamit. Mindnygjan érzékeljik a megértés sgdtos tudatallapotét, ugyanakkor, ha szamot kell
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adnunk arrdl, mi tortént kdzben a fgjinkben, nem igazan tudunk beszamolni réla. Pontosan
ezért sok matematikatanar gondolja ma is azt, hogy errél a kérdésrél azért nincs értelme
beszéni, mert nem definialhatok pontosan azok a tudati mozzanatok, amelyek bizonyos kil sé
hatésok kdvetkeztében szilkségszeriien beallnak. Ebbdl arra a kbvetkeztetésre jutnak, hogy ez
egy nem nyomonkdvethet6 folyamat, tehd nem érdemes a megértésével bajlodni. A megoldés
az, hogy "jél kel tanitani a matematikat". Ezeket a tan&rokat az egydtaan nem szokta
zavarni, hogy a "jol" legalabb annyira szubjektiv és definidlatlan kategoria, mint amivel 6k
azokat a bizonyos tudati folyamatokat vadoljak.

Ha egy pillanatra visszatekintlink, akkor az emberi gondolkodasnak ez a mechanikus
szemlélete, amely a tanulast olyan tudati folyamatnak fogja fel, ahol a kils behatas, és a
hatéséra |étregjovo tanulas kozvelten ok-okozati kapcsolatban van egyméssal az elsé nagyon
primitiv tanulés-felfogésokra jellemzo.

Valdban gyakran taldkozunk azzal a jelenséggel, hogy Ugy érezzik, az erdfeszitéseink
meddéek, az dtalunk kozolt informacidk és gondolkodési modszerek |&tszolag nem hagynak
nyomot tanitvanyainkban. Ugyanakkor gyakran figyeljuk meg, hogy ez az elveszettnek hitt
tudés és képesség hirtelen, amikor mar lemondtunk réla, megjelenik. Skemp volt az els6, aki
ezt a jelenséget megprobdlta kordljarni. Erre tesz kisérletet ez a konyv is a matematikai
fogalmak kialakulésat illetéen.

Mind a mai napig a tanités gyakorlatdban altalanosnak tekinthetjik azt, hogy minden olyan
esetben, amikor a jészandéku, tanulni akard tanuldk sem értik meg a matematikét, az értelmi
képessegek korébe utaljuk a jelenseget, nevezetesen "butanak” mindsitjik a gyerekeket.
Skemp volt az els6, aki élesen fellépett, és keményen birdlta ezt atanari magatartast.

"A tanulénak nem kell elfogadnia semmit, ami nem egyeztethet6 Ossze sgja értelmeével,
intelligencigaval - idedlisan az a kotelessége, hogy ne fogadjon € semmi ilyesmit. .....

....Pédaul meg kell oldania egy egyenletet Ggy, hogy "vigyen a minden x-et az egyik oldalra
és minden szamot a masik oldalra’, és ezt oly modon kell elvégeznie, hogy "amikor avisz
valamit a mésik oldara, akkor valtoztassa meg az eldjelet”. Az ilyesfgjta utasitéasokat az
értelem sorozatos megsértésének nevezhetjik, minthogy Ugy tesznek, mintha az értelmen
alapulnanak, holott semmi kézik hozza.

A "megsértést kifgjezést mind hétkdznapi, mind pedig orvos értelemben haszndtuk:
valamilyen szervezet megsértésérél van szo. .....

[lyen megvil &gitésban megérthetjik, miért van az, hogy egyes tanulok nem csupén elvesztik a
matematika iranti lelkesedéssiiket, de egyben erés visszatetszést is éreznek vele szemben. Sot
ilyen korulmeények kozott nekik van igazuk, ha igy éreznek, minthogy egyik legnagyobb
adottsagukat, fejl6do értelmiket érte kéros hatas. Az, hogy a tanér nem akar kért okozni és
csupan tudatlansagbdl csinalja, amit csind, a befogadd oldalarél nem befolyasolja a
helyzetet."

H. Aebli utan R. Skemp volt a méasodik, aki Piaget elméletére tamaszkodva probata meg
leirni a matematikai megismerés tertmészetét. Tobb fogalom kialakulasat részletesen
elemezte. O volt az els5, aki a matematikai szemldtetés kérdését a gyermeki ismeretszerzés
szempontjabdl értékelte: éles hatart vont a fizikah megfigyelés és a matematikai modell
kozott, és tisztazta az elsodlegesseg kérdését. Példaul ha felvessszik a nulla szintet
fuggoleges iranyban, akkor a folfele és lefele torténé elmozdulasok az el6jeles szamok
Osszeadasaval modellezheték. A megismerés soran a mozgést tudja a gyerek megfigyelni. A
megfigyelések alapjan neki kell megalkotnia azokat a fogalmakat, amelyek segitségével
megfigyel éseit matematikailag le tudjairni.
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A jelenlegi tanitasi gyakorlatban sok olyan példat taldunk a szemlétetésre, amelyek a
gyermeki ismeretszerzés szempontjdbdl helytelen épitkezést kovetnek. Ha kilonb6z6
dtaldnos iskolai tankonyveket néziink, akkor nagyon gyakran taldkozhatunk olyan
szemléltetéssel, amikor nem a tapasztalati megfigyel ések dtalanositasa vezet € a matematikai
modellhez, hanem forditva, egy tanitandé anyaghoz, példaul az el6jeles szdmokka veégzett
mivel etekhez keresnek egy izomorf struktlrgu szemléletes, a fizikai valésaghdl vett példat.
Ebben afizika példdban megadjak a matematikai strukturajellemzo tulajdonségait. Ebben az
esetben a szamfogamat nem a gyerek alkotja meg a megfigyelésel aapjan, hanem az egy
eleve |&tez6 dolog, és a modell csak a "lathatova teves' eszkdze. Hogy vilégos legyen, mirdl
van sz6, nézzink egy példat:

Egy kisauté mozog egy fa és egy héz kozott. Ahhoz, hogy az eléjeles szamokkal végzett
mivel etek megfigyel ésére alkalmas legyen a fizikai példa, a tankdnyv megadja a kdvetkezo
szabdlyokat:

Szemben dlni aféval pozitiv el 6jel.
Hattal alni afanak negativ eléjel.
El6re menni sszeadas.

Tolatni kivonas.

Eszre kell venniink, hogy ebben a tanitési szituacioban ugyantgy szabélyokat magoltatunk a
gyerekekkel. A fa a szamegyenes pozitiv iranya, a hdz a szamegyenes negativ iranya. A
hazzal szemben dlva tolatni tehat egy pozitiv iranya elmozdulés, tehd kimondhatjuk azt az
el6jelszabdyt, hogy negativ szam kivonasa egy ugyanolyan abszolltértékii pozitiv szam
hozzéadasaval helyettesitheto.

Szakmabeli tisztel 6k Osszedllitasa a weben:
http://www.skemp.org.uk/

Dienes Zoltan

A matematika szempontl tanulaselméleteknek nem képezi targyat a tanulési folyamat
elemzése. R. R. Skempné figyelhetjik meg el6szor, hogy részletesen elemzi a tanulés
szituaciot a benne résztvevok szempontjabdl: kitér a tanar személyiségének, a tandra
szerkezetének, a motivacionak, stb. kérdésére.

Dienes Zoltan a kdvetkezé jelentés matematikadidaktikus, aki a tanulési folyamatot a maga
komplex voltdban probdlta megeérteni. Dienes elképzelései megakotasdban jelentésen
tamaszkodott Piaget, Bruner és Bartlett eredményeire, j6l ismerte Skemp munkéssagat.

Nézzik, melyek azok az eredmeények, amelyekkel jelentésen tovabbfejlesztette a matematika
tanulasanak elmél etét!

Dienes volt az els6, aki nyiltan megfogalmazta, hogy atanulés terén az egyes
gyerekek kozott nemcsak fokozati, hanem minésegi kilonbségek isvannak.
Dienes azt dlitja, hogy a kilonb6z6 matematikai fogalmakhoz az egyes gyerekek
|ényegesen eltéré modon juthatnak hozza, ezért a képességek szerinti bontas nem hoz
|étre homogén tanul 6csoportokat. A tanar nehézsége pedig el sdsorban abbdl fakad,
hogy az absztrakt fogalmak kial akitasanak |ehetséges modjait nem ismeri.
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Dienes is megfogalmazta, hogy a matematikatanitas elsédleges célja a személyiség
épitése. Ebbol a szempontbdl Dienes el ég sitétnek |&tja a helyzetet. Dienes szavait is
sz6 szerint idézném, mert mélyen elgondolkodtatd, amit mond: "Arraa
kovetkeztetésre juthatunk, hogy gyermekeink matematikatanul dsa nagyrészt nincs
integral 6 hatéssal személyiségikre, és addig, amig a matematikatanités jelenlegi
maodszere folytatodik, nem is valdszini, hogy ilyen hatassal lesz arra. Azt a
kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy afegyelem pusztan kiilsé forméi és a mesterséges
Osztonzések, akér pozitivak (jutalom), akér negativak (blntetés), semmiképp sem
segitik a személyiség integréciojét, sot azzal egyenesen ellentétes iranyba hatnak,....."
Dienes tovabbfejlesztette Aebli elméletét az értel mes tanul asrél. Kimutatta, hogy a
mechanikus tanul &s a matematikaban miért alkalmazhat6 kevésbé, mint méas
tantargyakban. A matematika tanuldsa soran a hangsuly inkdbb a struktiran van és
kevéshbé atartalmon. Dienes a matematikai gondolkodas |ényegét abban Iétja, hogy ez
egy vég nékili nyilt gondolkodas. (Csak zardjelben jegyzem meg, hogy amikor a
matematika tanul &sét |esziikitj ik bizonyos problémak jo szinthi technikai kezel ésére,
akkor amatematikai gondolkodas |ényegétdl fosztjuk meg tanitvanyainkat.)

Nézzink két példat!
¢ Az elsb példa nem a felépités nyiltsdgardl szdl, hanem arrdl, hogy a tanulés tetszéleges

szakaszdban pontosan a folyamat nyilt volta miatt még a legegyszertibbnek tiné feladat is
sokkal tobbet rejt, mint amennyit a fel szinen megmutat magébdl.

Ha tekintink egy természetes szamot, akkor példaul a "hdrom" a térgyak vaamilyen
Osszességére vonatkozik. Ha harom ama és h&om korte l&tan azt mondjuk, hogy
"ugyanannyi", akkor ez mar nem a dolgok Osszességére vonatkozo dlités, hanem a dolgok
szdméra. 2+3=5 mé& a szamok Osszegérdl dlit valamit. A 2+2+2=3-2 dlités pedig a szdmok
Osszeaddsa és szorzasa kozotti kapcsotrdl alit valamit. Ezek az alitasok azonban nem
fuggetlenek a kiindulastdl, nevezetesen szamokrdl dlitunk valamit, amelyek a dolgok
Osszességére vonatkoznak.

Joggal vetédik fel az olvasdban, hogy a fenti példat nehéz lenne érén alkalmazni. Nem is a
sz6 szerinti magyarédzat a fontos, hanem a szemlélet, hogy olyan tapasztalatokat nydjtsunk a
gyereknek, olyan tanulédsi helyzeteket teremtsiink, amelyben tanitvanyaink &élik, hogy a jé
kérdések felvetése és azok megvalaszolasa U dsszefliggések felfedezéséhez vezet.

Két példan szeretném bemutatni, hogyan lehet tanitvanyainkat ehhez a szemlé ethez eljuttatni:

Az elso tanitasi szituécio hatodik osztdlyban tortént, ahol a tanév elején a tobbjegyii szamok
irasbeli szorzésdt ismételtik. A gyerekeknek a kovetkezé szamolasi feladatot kellett
megol dani uk:

346 - 729

A gyerekek helyesen megoldotték a feladatot, majd az egyik kidany felirta a téblara a
megol dast:

346- 729
2422
692
3114
252234
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Megkértem a gyerekeket, magyarézzak el, hogyan szamoltak. EImondtak, hogy el6szor 7-tel,
utana 2-vel, majd 9-cel szoroztédk a 346-ot, majd a kapott szdmokat Gsszeadtak. Mikdzben
magyaraztak, felirtuk atabléra, amit mondtak:

346 - 7 = 2422
346 - 2 = 692
346 - 9 = 3114

6228

Némi meghdkkenés, majd gondolkodas utan rgjottek, hogy nem ezeket a szamokat adték
0ssze, hanem a 242200-t, a 6920-at és a 3114-et.

Ezek utan feirtuk, hogy a fenti irésbeli szorzas igazdbOl egy rovidités:
346 - 729 =346 - (700 + 20 + 9) = 346 - 700 + 346 - 20 + 346 - 9 = 242200 + 6920 + 3114 =
252234.

A fenti szorzés elemzése tehét elvezetett minket a disztributivitashoz. Ezt az Gsszefliggést
értelmesen meg lehetett fogalmaztatni a gyerekekkel. A feladat felvetette a helyiértékes
szamiras kérdését is. Természetesen adodik a kérdés, csak a tizes szdmrendszer |étezik, vagy
el tudunk-e képzelni mas szamrendszert is. Ezeknek a kérdéseknek a megvéaszolasa elvezet
minket az alaki érték és a heyi éték fogamanak dtaanositéséhoz. A més
szamrendszerekben végzett miveletek pedig az agoritmus fogalméanak altaanositasdhoz
vezetnek e. Es természetesen még tovabb fol ytathatnank a sort.

¢A nyilt gondolkodési folyamatra vonatkozO masodik példa szintén egy egyszeri
matematikafeladathoz kapcsolddik. Hetedik osztalyos gyerekeknek azt a feladatot kellett
megoldaniuk, hogy két négyzetszdm szorzata lehet-e négyzetszam.

1. Dienes gondolkodadsmaodjat kovetve, itt a négyzetszamokral allitunk valamit.
Ugyanakkor a szorzasrdl is dlitunk valamit, nevezetesen azt, hogy a mivel et
végeredménye ugyanol yan tulgjdonsagul szam lesz, mint amibdl kiindultunk.

2. Egy |épéssal tovabblépve feltehetjik a kérdést, hogyan viselkednek a négyzetszamok
atobbi miveletre nézve.

3. A kovetkezében nem amiivelet a vizsgd 6dés térgya, hanem a viselkedés, nevezetesen
az, hogy bizonyos miivel etek végeredményeként ugyanolyan tulajdonsagl szamot
kapunk, mig mas miivel etek végeredmeénye nem mindig 6rzi meg a tulgjdonségot.
Amennyiben ezt észrevesszilk, a zartsag szempontjabdl tsszehasonlithatunk més
szamhalmazokat is.

4. Ezutan vizsga 0dés targyat képezhetik azok a szamok, amelyeket miivel etek
végeredményekeént kapunk, és amelyek nem 6rzik meg akiindulasul véasztott halmaz
tulgjdonsagait. Példaul atermészetes szadmok halmazéban a kivonas nem minden
esetben ad természetes szamot eredménydl. [lyen médon eljuthatunk a szamfogalom
feléplilésének egy |ehetséges modjéhoz.

5. Egy tovébbi kérdés lehet most mé&r ahalmaz és az azon értelmezett mivel etek, azaz a
strukturak vizsgéata.

Visszatérlink most az 1. ponthoz, és nézziink meg egy mésik nyilt gondolkodéasi lancot.

1. Az Osszeadasranézve nem zart a négyzetszamok halmaza. Ugyanakkor vannak olyan
négyzetszamok, melyeknek az 6sszege is négyzetszam.

2. Az egyik tovabbhaladasi |ehetdségnek vélaszthatjuk azt az utat, hogy megkérdezzik,
rendel keznek-e valamilyen tulgjdonsaggal azok a szamharmasok, amelyek mindegyike
négyzetszam. |lyen médon eljuthatunk a pitagoraszi szamhérmasokhoz.
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3. Egy mésik kérdés vonatkozhat az egyenlet megoldhatdsdgara. Az | ]
egyenletnek milyen n-re van megoldasa az egész szamok korében.

Taan nem is kell mondani, hogy az egyenletek megol dhat6saganak kérdései milyen messzire
vezetnek. Nem folytatjuk tehdt, hiszen a célunk minddssze az volt, hogy illusztrajuk, mit
jelent anyilt végii gondolkodas, és egy-egy hétkdznapi problémahel yzetben hogyan tudjuk ezt
érzékeltetni tanitvanyainkkal.

Dienes megprébalta 6sszegezni a matematikatanul as al apel veit.

A dinamika elve alatt azt értette, hogy a fogalmak kialakitasa soran harom tipust jatékrél kell
gondoskodnunk: az el6készitd, a strukturdlt és a gyakorl 6 jatékokrol.

Miutan Dienes meg volt gy6zddve arrdl, hogy az elemzé gondolkodés gyakorlatilag 12 éves
kor utan jelenik meg, ezért nagyon fontosnak tartotta, hogy a konstrukcié el6zze meg az
elemzést. Vegyink egy példat!

+Egy iskoldban harom kiradndulést szerveztek. Az elsén 56 tanul vett részt, a masodikon 74,
a harmadikon 82. Két kirandulsra 28-an mentek e, kozulik 5 tanul6 vett részt mindharom
kirdndulason. Hany gyerek nem ment & egyetlen kiranduldsra sem, ha tudjuk, hogy 300
gyerek jér az iskoldba?

A feladat dltaldnos megoldasa a halmazok metszetére és unidjéra vonatkozé szitaformulahoz
kotodik. Ugyanakkor egy hatodikos vagy hetedikes gyerektél nem kérhetjik, hogy ilyen
modon értelmezze és elemezze a feladatot. Ha szeretnénk tudni, hogy megértette-e vil agosan,
mirél van sz6, akkor arra szoktuk kérni, "mondjon egy hasonl6 feladatot".

Dienes nagyon fontosnak tartotta a matematikai valtozatossag elvét. Ez aatt azt dltette, hogy a
fogalmak felépitése soran fontos, hogy nagyon sokféle példa alapjan alakuljon ki a megfelelé
képzet.

sPéldaul a geometriai transzformécié kialakitésdnd rendkivil fontos, hogy ne csak
"szabayos' transzformaciokat lassanak a gyerekek. Sokka mélyebben megértik, hogy mirdl
van sz6, ha sokféle transzformacid megadasa utan kell kikeresnitk, milyen tuladonsagok
aapjan lehet megkildnboztetni 6ket, és az igy definidt tulajdonsdgok mennyire jellemzéek az
egyes transzformaci okra.

A perceptiv valtozatossag vagy tobbszords konkretizalas elvének az a lényege, hogy egy-egy
Uj fogalom bevezetése soran akkor jarunk el helyesen, ha tébbféle szemléltetést alka mazunk.
Dienes ugy vélte, hogy ezzel tudjuk segiteni azt, hogy a kordbban emlitett minésegileg
klloénb6z6 moédon gondolkodd gyerekek esetében lehetdség legyen a fogalom |ényegének
helyes megragadéaséra. (Csak zargjelben jegyzem meg, hogy nem gondolom, hogy ezzel az
eljardssal pontosan azokon fogunk tudni segiteni, akiknek tényleg nehézségeik vannak.
Ugyanis a nehézsegek megitél ésem szerint nem a szemléetes példak nem megfelel6 voltabdl
fakadnak, hanem az absztrakcids folyamat természetének kilonbozoségebdl. Keéssbb
részletesen beszéllink azokrdl a tanulasi tipusokrol, amelyeket a matematika tanuldsa
szempontjabdl célszerti megkil 6nboztetni.)

Végll is Dienes afogalmak kial akulésaban hat szakaszt kil 6nboztetett meg:
Szabad jatszas

Jatékok
K 6z6s vonasok keresése

wn
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4. Abrazolas
5. Szimbolizdéas
6. Formalizélés

Az dtaafeltart szakaszok Piaget elméletére tamaszkodva j6ttek |étre.

Dienes sok konkrét esetben be is mutatta, hogy az dtala megakotott tanuldselméleti
elképzel ések, hogyan valGsulnak meg a konkrét tanulési szituéci Okban.

Az aritmetikai fogalmak, az elemi algebrai fogamak, a linedris algebra fogamak, a
flggvények és a geometria tanulményozésaval mutatta be, hogyan jonnek |étre a matematikai
iIsmeretek.

» Dienes Zoltan: Egy matematikus mégus visszaemlékezései” — kdnyvbemutat6 az interneten:
http://www.zoltandienes.com/biography.html

A magyarorszagi helyzet

Tulgjdonképpen két nagy korszakot kell megkil 6nboztetniink: a hdbora e 6tti idészakot és a
ha&boru uténit.

Az egyik legkiemelkedébb elméletalkotonak a XX. szézad elején élt Beke Mandt kell
tekinteniink. E kivdlé matematikusnak és pedagdgusnak a matematikatanuldsi folyamat
elemzésérol szOlo irdsait olvasva Ugy érezzik, hogy eredménye teljesen korszeriiek a mai
tanar szdmérais. Beke Man6 azok kdzé a matematikatanitassal foglalkozé szakemberek kdzé
tartozott, akik felismerték, hogy a "tanul6i hibaknak" milyen nagy jelentéségik van a
matematikatanulési folyamat megértésében és leirdsdban. Ezzel az indirekt megkozelitési
moddal tuladonképpen minden alapvetének mondhat6é gondolkodéasi hibat fel is téart.

Felismerte, hogy idonként értelem nélklli mechanizmusok alakulnak ki. Azt is vizsgélta,
hogyan redukdhaté ezeknek a szama. Tulgdonképpen megfogamazta azt az igen
korszertinek tekinthet6 tanitasi célt, hogy ezek azdltal kiiszobolhetok ki, ha olyan szamités
feladatokat adunk a gyerekeknek, amelyek esetében csak értelmes, gondolkodd eljéras vezet
eredmeényre.

Megkilonboztetett egy gondolkodéast, amit konkrét gondolkodasnak nevezhetlink, és szamos
igen szép példa hozott erre a gondolkodasmodra: példéul ilyen, amikor valaki a kivonast a
"kevesebbedés' fogalmaval azonositja. Beke azt is vizsgdta, hogyan kiiszobolheté ki ez a
hiba. Gyakorlatilag ugyanarra a kovetkeztetésre jutott, mint Dienes Zoltan: a vatozatos
szemlé et megakaddlyozza a hiba | étrej6ttét.

Logikai jellegii hibanak tekintette a hamis anal 6giat.

Beke Man6 eredményei azért figyelemremétdak, mert a gondolkodéspszichol6gia egyetlen
|ényeges eredménye sem allt mogotte, azok mind késsbb jottek |étre.

Béalint Elemér irdsa Beke Mandrdl a Nyugat lapjain — most az Orszégos Széchenyi Konyvtéar
Elektronikus Periodika Archivumaban: http://epa.oszk.hu/00000/00022/00318/09657.htm

Beke Mano neve utan Polya Gyor gyt kell emlitenlink, aki magyar szarmazasii matematikus
volt, de Amerikdban ét, jelentésebb mivei mind kilfoldon jelentek meg el 6szor.

Dienes Zoltannal ugyanaz a helyzet.
A haboru uténi Magyarorszégon két éesen elkilonulé iranyzat |épett fel.
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Egyrészt sziik korben folytatodtak a hagyomanyok, mésrészt megjelent az j pedagogia,
amely a szovjet minta eredményeit dlitotta szembe a , polgari” pedagdgidval. Miutan ez a
masodik elképzelés felelt meg az akkori oktatéspolitikanak, igy elmondhatjuk, hogy a haboru
utani Magyarorszagon a fejl6désben jelentés megtorpanas kovetkezett be. Ez annak tudhat6
be, hogy az (j ideologia elképzelések karosnak mindsitették az Ugynevezett , polgari”
pszicholégiat, amely példaul egyéni kilonbségekrol beszélt, amely a gyermeki vilagkép
minoségileg elétéré voltat hangsilyozta, stb. Ehelyett statisztikak és mérések tomkelege
bizonyitotta az atlagos gyerek |étezését, az iskola csaladi hétteret és térsadalmi kil 6nbségeket
elmosd hatasat. Ez az ideoldgia oly mértékben egyeduralkodéva vat, hogy a tandri
diplomahoz vezet6 sok-sok éves tanulas csak egyetlen kérdésre nem adott vélaszt,
nevezetesen arra, mit csindjunk a gyerekkel, ha nem ért valamit, egydtaan hogyan
magyarazzunk.

A matematikai gondolkodas leiraséra ebben az idében a szigord matematikaszempontlsag
volt jellemz6, akar a tanitési eljarasokrél, a gondolkodés felépitésérél beszéltek, akar a
hibakat elemezték.

A matematikai ismeretek és fogamak felépitése szempontjabdl a szigord matematika
szempontUsag azt jelentette, hogy a tankényvek és a hozzgjuk tartozd akkor még teljesen
egységes tantervek megprébaltak logikai szempontbdl egyre pontosabb matematikai fel épitést
kovetni. Ennek kovetkeztében a reformok és vatoztatdsok arra korlatozddtak, hogy logikai
szempontbdl pontositotték azt, hogy milyen matematikai ismereteknek kell megel6znie egy-
egy Uj fogalom bevezetését. Egy idében pédaul ées vita vatott ki a matematikatanarok
korében az a probléma, hogy a hasonlésag tanithat6-e a parhuzamos szel6k tétele nékil. Ez
valéban fontos kérdés egy axiomatikus felépités esetén, de az emberi ismeretek nem
axiomatikusan épuilnak fel, gondoljunk csak arra, hogy a szamfogalom a térténelem folyaman
egészen méaskeént alakult, ahogyan azt ma tanitjuk az iskolaban.

Korébban emlitettik, hogy a hibds matematikai feladatmegoldasok milyen sokban
hozzgjarulnak ahhoz, hogy a matematikai ismeretek felépulésérol képet alkothassunk. A hibak
elemzésében megjelené matematikaszempontisag ettol a lehetéségtol teljesen megfosztotta a
matematikusokat. Ugyan is a hibak matematika szempontjabdl torténé rendszerezése azt
jelentette, hogy a hibas feladatmegol dasokat azonositottdk a hibas gondolkodassal, a helyes
feladatmegol dasokat pedig helyes gondolkodasnak tekintették.

[lyen korilmények kozott csak arra a kovetkeztetésre lehetett jutni, hogy |étezik hibés és
helyes matematikai gondolkodéds. A hibas és helyes matematikai gondolkodas kozotti
kil 6nbségeket a kdvetkezokben lattak:

Helyes gondolkodas Helytelen gondolkodas

1. Az analégidkat helyesen alkalmazza 1. Helytelenul feltetelezett

2. A matematikai formalizmusokat helyesen 2 T?O?%Zﬁ?£§£§ tévesen
értelmezi. ' artelmezi

3. A megszokas nem befolyéasoljaa helyes 3. Gyakran v & megszokéson alapul6
megoldasi €ljarés kivalasztasaban ' hibakat

A fogalmai tisztak.

El6ismeretel nem hidnyosak.

A matematikai szakifejezéseket helyesen
értelmezi és haszndlja.

4. Fogamai nem tisztak.

5. El6ismeretei hianyosak.

6. A matematikal szakkifejezéseket
helytelenil haszndlja.

o ok

Vegylnk egy egyszerti példad egy 15 éves gyerek esetébdl, akinek a kovetkezé algebrai
atalakitast kell elvégeznie:
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Végezzikk e a kijel6lt mivel eteket!
=]

A feladat megoldésa soran a gyerek megdlapitja a helyes kzds nevezét, miutén a lehetséges
szorzatté alakitésokat elvégezte a nevezében. Utana helyesen béviti is az egyes torteket, majd
a bévités végrehajtasa utan beszor oz a kzos nevezovel.

Hogyan értékelhetjik a hibgat?

1. Nyilvanvaléan elkévetett egy formalizmuson alapul 6 hibét, mert helytelendil
értelmezte az el6tte |évo algebrai kifejezést.

2. A hibgaugyanakkor legaldbb annyira a megszokason alapul 6 hibais, hiszen
megszokta, hogy beszoroz a kdzos nevezével.

3. A fogamai sem tisztak, mert keveri az egyenletet aracionalis algebrai tortkifejezéssel.

4. Az edismeretel is hianyosak, mert ezt a kettét nem lenne szabad Gsszetéveszteni.

5. Vilagosaz is, hogy amatematikai szakkifejezéseket sem tudjajol.

A tanar felteheti maganak a kérdést, hogyan tud segiteni a gyereknek:

Megtanitja az algebrai kifegjezés helyes értelmezésére.

Elmagyarézza, hogy ne rutinszeriien oldjon meg feladatokat, hanem értelmezze 6ket.
A fogalmakat tisztézza, tehét eljuttatja a gyereket a helyes értelmezéshez.

Jol Osszeszidja, hogy tanuljon rendesen.

Elmagyarazza az egyenlet és az algebrai tortkife ezés kozotti kil dnbséget, tehat
értelmezi a fogalmakat.

agrwdE

Ilyen oktatasi kornyezetben a gyerek fejlodése esetleges, ugyanis meg sem probdunk
védlaszolni arra az aapveté kérdésre, hogy miért jut eszébe, hogy igy jarjon e a feladat
megoldasa sorén. Ez a kérdés az lenne, miért keveri 0ssze a két fogalmat. Egyadtaldn miért
torténik meg Ujra és Ujra, hogy olyan gyerekek, akik soha nem taldkoztak, méas emberek
tanitottédk 6ket, mégis ugyanazokat a hibdkat kovetik €. Hogyan lehetséges, hogy egymastol
flggetlendl ugyanazokat a hamis képzeteket alkotjak meg?
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