Hraské Andras: BUEK 2010

BUEK 2010.

Az é&v elején mindenki kivancsian tekint az 4j évszamra. Fzt az alkalmat kihasznalhatjuk, hogy elgondolkoztassuk a
nebuldkat egyszerbb és nehezebb, néha egészen mélyre vezet matematikai problémakon. Ezzel a céllal gyjtéttem Gssze
néhany feladatot az évszdmmal kapcsolatban. Hasonlé téméban ennél alaposabban kidolgozott anyagok is sziilettek
mar. Az egyik remek kiadvény:

Sztrokay Vera - Torok Judit: 1991 Erdekességek és feladatok egy évszamrol (1990) Typotex.

A 2010 kiilonleges szam. FEgyik legfbb kiilonlegessége, hogy négy kiilénboz primszam szorzata, igy osztohaloja
(Hasse diagramja) a négydimenzios kocka élhaléjaval egyezik meg. Ezzel kapcsolatban nagyon ajanlom Varga Tamaés
irasat az ,E1 Matematika” cim kétetben, amelynek III. kiadasat a Tankonyvkiado 1975-ben jelentette meg, ISBN 963
17 1047 5). Matematikai és pedagbgiai szempontbdl is fontos iras, az itt kozolt feladatok elemzéséhez is ajanlott.

Nem szerencsés, ha a gyerekek mindenféle elkészités nélkiil kapjak kézbe a kovetkez harom oldalon talalhaté pél-
dakat. A tandrnak érdemes elszor elgondolkodni rajtuk, esetleg megnézni a megoldédsokat, a feladatokkal kapcsolatos
megjegyzéseket és sajat didkjait ismerve valogatnia kell vagy érdemes elkészit feladatokat is kitznie.

Az esetleges hibakat a http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok /Hrasko Andras/buek2010/buek2010.pdf
weboldalon taldlhaté valtozatban javitom és oda sziirok be megjegyzést, mas megoldast, ha kideriil, hogy sziikséges.

Kosz6nom Fazakas Tiinde, Laczko Laszlo és Pataki Janos javito illetve kiegészit megjegyzéseit, otleteit.

J6 szorakozast, sok oromet kivanok tanaroknak és didkoknak 2010-es utazasaikhoz Matematikdban!

Hraské Andrds
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BUEK 2010. A feladatsor
Beugré Hatarozzuk meg a tizenkilencedik primszam és a tizenkilencedik Gsszetett szam szorzatat!
Szamkartyak A 2:0;1;0 szamkartyak felhasznalaséval hany négyjegy szam allithato el?

2010-ig a szamok jegyei

Ha leirjuk a szamokat egyesével 1-t1 2010-ig, akkor Gsszesen

a) hany szamjegyet irunk le?

b) hanyszor irjuk le az l-es szamjegyet?

2010 szamjegyei Hany olyan négyjegy szam van, amelyben

a) van 07 b) legalabb két 0 van?

c) az els két jegybl allo szam oszthat6 az utolsé kettbl &llo szammal?

2010-ig a négyzetszamok

Hany négyzetszam van az 1, 2, ..., 2010 szamok kozdtt?

Eljeles 6sszeg Hatarozzzuk meg 1 —2+3+4—-5+6+7—-8+9+ 10— 11+ ...+ 2010 pontos értékét!

Heted és nyolcad Bontsuk fel a 2010-et két szam Osszegére gy, hogy az egyik szam hetede egyenl legyen a
masik szam nyolcadaval!

Logika

Négy kartya van az asztalra téve, mindegyik kartya egyik oldalan egy szam, a masik oldalan egy bet van. Ez
lathato az asztalon:

2 M A 7

2 2 M M A A 7 7

Valaki ezt allitja: ,Minden maganhangz6 tiloldalan 2010 egy osztoja van”. Mely kartyékat kell megforditani ahhoz,
hogy ellenrizziik az allitas helyességét?

Rejtélyes Gsszeadas

Hanyféleképpen lehet egyméstol és 0-t61 kiilonboz szamjegyeket irni az A, I, L, P betk helyére gy, hogy teljestiljon
az alabbi Osszeadas?

P A L 1
P I A

A L

+ P
2 0 1 O

Ha 2-es, akkor 0-s is

Egy papiron négyjegy pozitiv egész szamok vannak felirva. Azt vettiik észre, hogy a felirt szamok koziil azokban,
amelyekben van kettes szamjegy van nullas szamjegy is.

a) A 2010, 1526, 1000, 1999 szamok koéziil melyik lehet felirva?

b) Legfeljebb hany szam lehet a papiron?

2010 mint szam vége Végzdhet-e

a) négyzetszam, b) faktorialis, c) tizenharommal oszthaté szam

2010-re?

Eljelezés 2010-ig
Megvalaszthatok-e igy az eljelek, hogy teljesiiljon az

+1+2+3+£4+£5+...£2009 £ 2010 = 2010

Osszefiiggés?
2010 szomszédos négyzetekként
Elall-e 2010 6t szomszédos négyzetszam Osszegeként?

2010 négyzetszamok kiilonbsége?
Elall-e 2010 két négyzetszam kiilonbségeként?
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2010 egyenes a sikon
Legalabb hany pont esetén fordulhat az el, hogy ha behizzuk mindegyik kett 6sszekot egyenesét, akkor Gsszesen
épp 2010 egyenest kapunk?

Sakktabla lefedés domindkkal

a) Egy sakktabla két sarkat levagtuk. Lefedhet-e a megmaradt 62 mez 31 db 2 x 1-es domindlappal?

b) Egy sakktabla egyik sarkat levagtuk. Lefedhet-e a megmaradt 63 mez 21 db 3 x 1-es domindlappal?

c) Mely n-re fedhet le a 2010 x 2010-es sakktabla n x l-es domindlapokkal? Dontsiik el a kérdést minden n €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} szamra!

»Kis” osztojaték

Ketten felvaltva mondjak a varazsszdm pozitiv osztoit. Mar kimondott osztét egyik jatékos sem emlitheti ujra. Az

veszt, aki kimondja a varazsszamot. Kinek kedvez a jaték, Kezdnek vagy Masodiknak, ha a varazsszam
a) 9, b) 10, c) 16, d) 24, e) 36, f) 20107

2010 oszto6i

a) Hany (pozitiv) osztoja van 2010-nek?

Ezek kozott hany

b) péros c) négyzetszam

van?

2010 oszt6i — antilanc

2010 osztéi koziil maximum hany valaszthaté ki ugy, hogy a kivalasztottak kozott egyik se legyen a masik tobb-
szOrose?

Osztojaték

Ketten felvaltva mondjak a varazsszam pozitiv oszt6it. Mar kimondott osztd osztdjat egyik jatékos sem emlitheti
ujra. Az veszt, aki kimondja a varazsszamot. Kinek kedvez a jaték, Kezdnek vagy Masodiknak, ha a varazsszam

a) 10, b) 16, c) 24, d) 36, e) 30, f) 20107

2010 oszt6halgja a sikon

Megfeleltethetk-e 2010 osztoinak pontok a sikon tgy, hogy kiilénboz osztdknak kiilonb6z pontok feleljenek meg és

az a, b, ¢, d kiilonb6z osztéknak megfeleltetett A, B, C, D pontokra akkor és csakis akkor teljesiiljon az AB = C
Osszefiiggés, ha 3 =47

2010 osztohaléja a térben Készitsiik el 2010 osztohalojat a térben! Pl a Babylon épit golydi legyenek az
0sztOk és kett akkor legyen 6sszekotve ruddal, ha hdnyadosuk prim. Az azonos primeknek megfelel rudak szine legyen
egyforma és legyenek parhuzamosak is!

2010 cm? térfogati téglatestek

Hany olyan nem egybevagd 2010 cm? térfogati téglatest van, amely mindegyik éle cm-ben egész hosszisagn?
2010-ig a szamok

Hany olyan szam van az 1, 2, ..., 2010 szamok kozott, amely relativ prim a 2010-hez?

Masodfokt polinom

a) Adjunk meg olyan masodfoki polinomot, amelynek gyokei 20 és 10.
b) Van-e olyan méasodfoka polinom, amelynek gyokei 20 és 10 és a lineéris tag (x) egyiitthatoja 20107

2010 kettes szamrendszerben
Allitsuk el 2010-et kettes szamrendszerben, azaz

m

an~k!:nm-27”—&—nm_1-27”_1—|—...—|—n3-23+n2~22+n1--21+n1--20 (1)
k=0

alakban, ahol m, ng, n1, ..., N, egészek, m pozitiv és k € {0,1,...,m} esetén 0 < ny < 1.

2010 hetes oszthatdsaga szamrendszerekben

A tizes szamrendszerbeli 2010, tehat 2010, nem oszthaté héttel.

a) Mutassuk meg, hogy ha a szdmrendszer alapszédma oszthaté héttel, akkor abban a szadmrendszerben a 2010
alakban leirt szam is oszthato héttel.

b) Van -e olyan héttel nem oszthaté a alap, hogy a 2010, szam oszthato héttel?

¢) Van -e olyan tizeneggyel nem oszthatd a alap, hogy a 2010, szam oszthato tizeneggyel?
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0.201020102010. . .
a) Melyik az a szamrendszer, amelyben a 2222 és a 0,2010201020102010... szamok szorzata egész szam?
b) Melyik szdmrendszerben teljesil a

2010 - 0,2222222... = 2222 - 0,201020102010...

Osszefiiggés?
2010 faktorialis szamrendszerben
Allitsuk el 2010-et faktorialis szamrendszerben, azaz

an-k!:nm-m!—l—nm,l-(m—1)!+...+n3-3!+n2-2!+n1-1! (2)
k=1

alakban, ahol m, ny, na, ..., N, egészek, m pozitiv és k € {0,1,...,m} esetén 0 < ny < k.

2010 faktorialis

a) Melyik az a legnagyobb ketthatvany, amely osztja 2010!-t?

b) Hany O-ra végzdik 201017

_1

2010

Az egyiptomiak torzstortekkel (azaz 1 szamlaloja tortekkel, tehat pozitiv egészek reciprokaival) szamoltak. Minden
tortet torzstortek dsszegeként frtak fel, st a felirdsban az egyes tagok nevezi mindig egymastol kiilonboz pozitiv egészek
voltak.

a) A ﬁ, ﬁ, ﬁ, ﬁ, ﬁ, ﬁ, ﬁ, 20(410, %, %, % tortek koziil melyek nem egyszersithetk torzstorté?
Irjuk 4t azokat két (kiilonbdz nevezj) torzstort osszegére!

b) Trjuk fel %—et is két kiilonboz pozitiv egész szam reciprokinak Osszegeként!

tobbeseinek egyiptomi tort alakja

2010 négyzetszamok Gsszege
Allitsuk el 2010-et minél kevesebb négyzetszam Osszegeként!
2010 mint egymast kovet egész szamok Osszege

Hanyféleképpen irhato fel 2010 egymaést kovet egész szamok Osszegeként? (A szamok szama lehet egy is, a szamok
kozott lehetnek negativak is.)

2010 hatvanyok kiilonbsége?
Adjuk meg az ™ — y™ = 2010 egyenlet 6sszes olyan megoldasat, ahol x, y és n természetes szamok és n legalabb 2!

2010 sorbatevése oszthatosaggal
Hanyféleképpen rakhatok sorba a

2, 3, 4, 5, ..., 2009, 2010

szamok ugy, hogy a sorban k-adik szam minden k € {1,2,3, ... ,2008,2009} értékre oszthato legyen k-val?
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Eredmények, megoldasok, megjegyzések

Beugr6é Hatarozzuk meg a tizenkilencedik primszam és a tizenkilencedik Osszetett szam szorzatat!
Megoldas
A primek:
1.12. 3. |4. |5 6. | 7.1 8 |9 |10.| 11. | 12. | 13. | 14. | 15. | 16. | 17. | 18. | 19.

21315 7011|1317 (19|23 ] 29 | 31 37 | 41 | 43 | 47 | 53 | B9 | 61 67
Az Osszetett szamok:

1. 12.13. 14 |5 6. | 7. 8 |9 |10.|11.| 12. | 13. | 14. | 15. | 16. | 17. | 18. | 19.

4168191012 |14 (15|16 | 18 | 20 | 21 | 22 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 30
A keresett szam a 67 - 30 = 2010.

Szamkartyak A 2:0;1;0 szamkartyak felhasznalasaval hany négyjegy szam allithato el?
Megoldas

Hat ilyen négyjegy szam van. Az els helyre az l-es vagy a 2-es keriil és koziiliik a masik a maradék harom hely
barmelyikére mehet. A megmaradt helyekre 0-t kell irni.

2010-ig a szamok jegyei

Ha lefrjuk a szamokat egyesével 1-t1 2010-ig, akkor &sszesen

a) hany szamjegyet irunk le?

b) hanyszor irjuk le az l-es szdmjegyet?

Megoldas

a) (10—1)-1+ (100 — 10) - 2 + (1000 — 100) - 3 + (2011 — 1000) - 4 = 9 4 180 + 2700 + 4044 = 6933.

b) Az egyes helyiértéken 201-szer a tizes helyiértéken (20-10+ 1) = 201-szer, a szazas helyiértéken (2-100) = 200-
szor, az ezres helyiértéken 1000-szer, Osszesen tehat 1602-szor.

2010 szamjegyei Hany olyan négyjegy szam van, amelyben

a) van 07 b) legalabb két 0 van?
c) az els két jegybl all6 szam oszthat6 az utolso kettbl allo szammal?
Megoldas

a) Osszesen 9 - 10° = 9000 négyjegy szam van, ebbl 9% szamban nincs 0-s szamjegy, tehat 9000 — 9* = 2529-ben
van.

b) Vagy pontosan két 0 vagy pontosan harom 0 van a szamban. Az elbbibl 3 - 81 = 243 van, az ut6bbibdl 9,
Osszesen tehat 252.

c) Legyen n € N* esetén h(n) = [%] + [%2] + ...+ [2]. A feladat a h(99) — h(9) értékre kérdez ra, ami 450.
Részletezve:

Hanyszoros 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10—-11 | 12
Az utolsé két jegy | 10—-99 | 5—-49 | 4—-33 | 3—24 | 2—-19 | 2—-16|2—-14 | 2—-12 | 2—-11 | 1-9 1-38
darabszam 90 45 30 22 18 15 13 11 10 9-9 8
Hanyszoros 13—14 | 15—-16 | 17—19 | 20—24 | 25—-33 | 34—49 | 50—99

Az utolso két jegy | 1 -7 1-6 1-5 1—-4 1-3 1-2 1

darabszam 7 6 5 4 3 2 1

Megjegyzés A 2n jegy szamoknal 0-hoz tart azoknak az ardnya, amelyben az els n jegybl 4ll6 szam az utolsé n

jegybl 4ll6 szam tobbese. A harmonikus sorral kapcsolatos a limy—— o k) hatarérték és nem véges, de a valdszinségre

k
vonatkozo hatarérték a limy_, o h’]g];) kifejezéssel fiigg 6ssze (k = 10™), ami 0-val egyenl.

2010-ig a négyzetszamok

Hany négyzetszam van az 1, 2, ..., 2010 szamok kozdtt?
Megoldas

[v2010] = 44.

Eljeles 0sszeg Hatarozzzuk meg 1 —2+4+34+4—-5+64+7—-8+9+ 10— 11+ ...+ 2010 pontos értékét!
Megoldas

Csoportositsuk az dsszeget harmasaval, hogy mindig kézépen legyen a negativ eljel szam! Mivel (z—1)—z+(z+1) =
z, igy a % = 670 tagbdl allo

2+5+8+...+2009
bsszeghez jutunk, amelynek értéke 22099 . 670 = 1347 370.
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Heted és nyolcad Bontsuk fel a 2010-et két szam Osszegére gy, hogy az egyik szam hetede egyenl legyen a
masik szam nyolcadaval!

Megoldas
Ha az egyenl heted és nyolcad értéke z, akkor a két szdm 7x és 8z. Ezek Osszege 2010, tehat a két szam

7 8
— .92010 = é — - 2010 = 1072.
5 010 = 938, és R 010 07

Logika
Négy kartya van az asztalra téve, mindegyik kartya egyik oldalan egy szam, a masik oldalan egy bet van. Ez
lathat6 az asztalon:

2 M A 7

2 2 M M A A 7 7

Valaki ezt allitja: ,Minden maganhangz6 tiloldalan 2010 egy osztdja van”. Mely kartyédkat kell megforditani ahhoz,
hogy ellenrizziik az allitas helyességét?

Megoldas

Az A és a T-es kartyat kell megforditani. Ha az A taloldalan nem 2010 osztdja all vagy ha a 7 tiloldalan ma-
ganhangzo all, akkor az cafolja az allitast (hiszen a 7 nem osztoja 2010-nek). A 2 (2010 osztoja) illetve az M (nem
maganhangzo6) tuloldalan barmi is van, az nem cafolja az &llitast.

Rejtélyes Gsszeadas
Hanyféleképpen lehet egyméstol és 0-t6l kiilonboz szamjegyeket irni az A, I, L, P betk helyére tigy, hogy teljesiiljon
az alabbi Osszeadas?

P A L 1
P I A

A L

+ P
2 0 1 O

Megoldas

Négyféleképpen. P=1, A=7és L+ 1 =12, azaz
L[3|4]8]9
I[9]8]4]3

P értéke legfeljebb 2, de 2 nem lehet, mert a balrol masodik oszlopban a 0 csak tgy adodhat 6sszeg utolsé jegyeként,
ha atvitel is van, tehit nem nulla az 6sszeg, hanem 10 vagy 20.

Tehat P = 1. Tekintsiik a balrol masodik oszlopot és vegylik sorra A lehetséges értékeit! Ha A = 9, akkor a balrél
harmadik oszlopbdél nem szabad atvinni , tehat az 6sszeg itt 1, de az nem lehet, mert a tagok kozt van A is. Ha A = 8,
akkor a balrdl harmadik oszlopban az Gsszeg eredménye 11 kell legyen, de a tagok kozott van a A = 8 is és a jobb
széls oszlopban van atmenet, tehat L + I = 1 vagy 0 lenne, de egyik sem lehetséges. Az A < 7 eseteket nem érdemes
vizsgalni, mert harmat a balél harmadik oszlopbdl nem lehet athozni még tgy sem, ha segit a negyedik oszlop.

Marad az A = 7 eset.

1 7 L I
1 I 7

7 L

+ 1
2 0 1 0

Most a harmadik és negyedik oszlopban: LI+TA+ AL+ P = 210, azaz P+11-(L+I+ A) = 210, amibl L4171 = 12.
A megmaradt betkbl erre a kordbban megadott négy lehetség van, amelyek mindegyike jo.

Ha 2-es, akkor 0-s is
Egy papiron négyjegy pozitiv egész szamok vannak felirva. Azt vettiik észre, hogy a felirt szamok koziil azokban,
amelyekben van kettes szamjegy van nullas szamjegy is.
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a) A 2010, 1526, 1000, 1999 szamok koziil melyik lehet felirva?

b) Legfeljebb hany szam lehet a papiron?

Megoldas

Ehhez a feladathoz talzasnak tnhet, de hasonlo példak elemzésekor feltétleniil hasznos az alabbi tipusu tablazat.
A tablazat egyes mezibe azon négyjegy szamok szamét irjuk, amelyek rendelkeznek a mez oszlopanak és sordnak
fejlecében olvashato tulajdonsaggal. Az ,Osszesen” rovatokba pedig a megfelel sorokban, illetve oszlopokban talalhaté
szamok Osszegét kell beirni.

A kitoltetlen tablazat A tablazat részleges kitoltése

4-jegy szamok | Van benne 0 | Nincs benne 0 | Osszesen 4-jegy szamok | Van benne 0 | Nincs benne 0 | Osszesen
Van benne 2 Van benne 2 91 — gt

Nincs benne 2 Nincs benne 2 81

Osszesen 9000 Osszesen 9t 9000

A papiron csak olyan szamok nem lehetnek, amelyekben van 2-es, de nincs 0-s. Ezek szaméat a ,Nincs benne 07
oszlopban alulrol felfelé haladva hatarozhatjuk meg (jobb oldali tablazat). A feladat kérdésére a valasz: legfeljebb
9-10% — 93 4 83 = 8783 sz&m lehet a papiron.

Megjegyzés

Pataki Janos hivta fel ra a figyelmemet, hogy ez a tablazatos eljaras attekinthetbb a hasonlo feladatokban hasznalt
Venn diagrammos moédszernél.

2010 mint szam vége Végzdhet-e

a) négyzetszam, b) faktorialis, ¢) tizenhdrommal oszthat6 szdm

2010-re?
Megoldas
a) I. megoldasa A 2010 zérusra végzdik. Szam négyzetének utolsod jegye a szam utolséd jegye négyzetének utolso
jegye. A szamjegyek és négyzetiik végzdése:
a szémjegy: |01 ]2|3]4][5]6]7][8]9
négyzetének vége: |0 | 1[4 [9[6[5[6]9]4]1
Lathato, hogy csak a O-ra végzd szdmok négyzete végzdik 0-ra. Ezek négyzete azonban mindig két 0-ra végzdik
(oszthat6 100-zal), igy 2010-re nem végzdik négyzetszam.

a) II. megoldasa A 2010 paros, igy ha 2010 = n?, ahol n egész, akkor n is paros: n = 2k. Ekkor n? = 4k?
oszthatd néggyel, de 2010-re végzd szam nem oszthaté néggyel. Tehat négyzetszam nem végzdik 2010-re.
b) I. megoldasa A 2010 zérusra végzdik. Az els néhany faktorialis:
n 123|456 | 7 | 8 [ 9 | 10
n! [ 1]2]6]24]120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800

Az eddig felsorolt faktorialisok kéz6tt nincs 2010-re végzd. A 10! és a 10-nél nagyobb szamok faktoridlisai mar
legalabb két 0-ra végzdnek, tehat nincs 2010-re végzd faktoridlis.

b) II. megoldasa A 2010 nem oszthat6 néggyel. A 4! és a négynél nagyobb szamok faktoridlisai mind oszthatok
néggyel. Az 1!, 21, 3! szamok egyjegyek, nincs olyan faktorialis, ami 2010-re végzdik.

¢) I. megoldasa Tekintsiik a szorzéasi algoritmust! Nézziik meg, hogy az a = ...agaza1a09 szam 13-szorosa
végzdhet-e 2010-re. A szorzast agy végezziik el, hogy az a szam 3-szorosat, a 3a = b = ...b3bab1by szamot egy
helyiértékkel jobbra csasztatva a alé irjuk:
... agz as a1 ag - 1 3
+ ... b3 by b1 by
2 0 1 0

A by jegy zérus, ez az ag haromszorosanak utolsé jegye, tehat ag = 0.

Igy by = 1. Az egyetlen szamjegy, amelynek haromszorosa l-esre végzdik a 7, igy a; = 7.

Igy bo = 3. Ez a szam az elz oszlopbol athozott 2-nek (3 -7 = 21 volt) és az ay szdmjegy haromszorosa utolsd
jegyének Osszege, tehat ez a haromszoros 1-re végzdik. Az elzh6z hasonléan ag = 7.

Igy b3 = 4. Ez a szam az elz oszlopbdl athozott 2-nek és az as szamjegy haromszorosa utolsé jegyének Gsszege,
tehat ez a haromszoros 2-re végzdik. Az egyetlen szamjegy, amelynek haromszorosa 2-esre végzdik a 4, igy as = 4. Ez
igy mar meg is felel:

4 7 7 0 - 1 3
+ 1 4 3 1 0
6 2 0 1 0

Van 13-nak olyan tSbbszdrose, amely 2010-re végzdik. A legkisebb ilyen t&bbszoros a 4770-szeres, azaz a 62010.
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¢) II. megoldasa
A 2010 vég szdmok altalanos alakja ¢, = k-10000+ 2010, ahol & € N. Nézziik ennek a szamnak a 13-as maradékat!
10000 = 13 - 769 + 3, 2010 = 13 - 154 + 8., igy cx pontosan akkor oszthaté 13-mal, ha a ¢j, = 3k + 8 szam oszthato
13-mal. A ¢}, sorozat elemei:
kE|o[1]2][3]4]5]6
¢ | 8[11 141720 ] 2326
Lathato, hogy cf = 26 oszthat6 13-mal, tehat a ¢ = 62010 szam is oszthato 13-mal.
Problémak
1. A 13 mely t6bbszorosei végzdnek 2010-re?
2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan 2010-re végzd szamot, amely oszthat6é 13-mal!

3. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan természetes szadmot, amelynek van 2010-re végzd tobbszorose!

Eljelezés 2010-ig
Megvalaszthatok-e igy az eljelek, hogy teljesiiljon az

+1+2+3+4£5+...+£2009 + 2010 = 2010

Osszefiiggés?
Megoldas
Nem. Az 1+2+3+...42010 = % Osszeg értéke paratlan és az eljelek valtoztatasa nem moédosit a paritason.
Megjegyzés
Jol attekinthet, érdemes feladni a didkoknak, hogy mely n € N-re valaszthatok meg az eljelek, hogy teljesiiljén az

+1+2+3+4+5+...£(n—1)En=n

Osszefiiggés.

Segitséget is jelenthet a didkoknak az eredeti feladatban, ha ajanljuk nekik, hogy oldjak meg ezt az altalanos verziot
n=123,4,5,...,10 értékekre.

2010 szomszédos négyzetekként

Elall-e 2010 6t szomszédos négyzetszam Osszegeként?

Megoldas: Igen.

Legyen az 6t koziil a kozéps szam gydke x, tehat a szadmok Osszege:

(=22 +(x -1+ 2%+ (. + 1)* + (x + 2)? = 52 + 10.
Ez o = 20 esetén épp 2010, azaz 182 + 192 + 202 + 212 + 222 = 2010.

2010 négyzetszamok kiilénbsége?

Elall-e 2010 két négyzetszam kiilonbségeként?

I. megoldas

Nem. Nevezetes, hogy 22 — y?> = (z —y) - (x +y). A jobb oldali szorzat két tényezje azonos paritasi (6sszegiik
2x, tehat paros), igy szorzatuk vagy pératlan, vagy oszthatd néggyel, mig 2010 olyan paros szam, amely nem oszthaté
néggyel.

I1. megoldas Négyzetszam négyes maradéka 0 vagy 1. Ezt alabb belatjuk, most egy pillanatra fogadjuk el. Ha
igy van, akkor két négyzetszam kiilonbségének négyes maradéka 0, 1, vagy 3. De 2010 négyes maradéka 2, igy nincs
megoldés.

A szamok négyes maradéka 0, 1, 2, vagy 3. Ennek megfelelen minden szdm az alabbi négy alak egyikeként irhaté

fel, ahol k egész szamot jeldl:
4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3.

Ezek négyzete:
16k2 = 4-(4K?), 16k +8k—+1 = 4-(4k>+2k)+1, 16k2+16k+4 = 4-(4k>+4k+1), 16k +24k+9 = 4-(4k>+6k+2)+1.
A képletekbl leolvashat6 a szamok négyes maradéka:
0, 1, 0, 1.
Lathato, hogy két négyzetszam kiilonbségének négyes maradéka nem lehet 2, tehat nincs megoldas.

2010 egyenes a sikon
Legalabb hany pont esetén fordulhat az el, hogy ha behtuzzuk mindegyik kett Osszekot egyenesét, akkor Gsszesen
épp 2010 egyenest kapunk?
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Megoldas

n altalanos helyzet pont esetén az egyenesek szdma nn=1) 5 U Ezn = 631a még csak 1953, mig n = 64-re 2016. Ha
harom pont egy egyenesre keriil, akkor a koztiik futé harom egyenes egybeesik, az egyenesek szdma kettvel csdkken.
Ha a 64 pont kézott hdrom-harom-harom egy egyenesen van, de egyébként a pontrendszer altalanos helyzet, akkor az
egyenesek szama épp 2016 — 3 - 2 = 2010. Tehat 64 pont esetén lehet az egyenesek szama 2010, kevesebb pont esetén
nem lehet.

Sakktabla lefedés dominokkal

a) Egy sakktabla két sarkat levagtuk. Lefedhet-e a megmaradt 62 mez 31 db 2 x 1-es dominélappal?

b) Egy sakktabla egyik sarkat levagtuk. Lefedhet-e a megmaradt 63 mez 21 db 3 x 1-es dominolappal?

¢) Mely n-re fedhet le a 2010 x 2010-es sakktabla n x l-es dominélapokkal? Dontsiik el a kérdést minden n €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} szamra!

Segitség

a) Keétfeleképpen vaghatunk le két sarkot: két szomszédos sarokndl, vagy két atellenesnél. Mutassuk meg, hogy

az egyiknél lehetséges a lefedés. A masiknal hasznéljuk a tabla szinezését annak indoklasahoz, hogy nem lehetséges a
lefedés!

b) Készitsiink j6 szinezést! Olyat, amelynél minden dominé egyforman takar!
Megoldas

a) Ha szomszédos sarkokat vagunk, akkor pl az azokat Osszekot oldaléllel parhuzamos 4allast domindk le tudjak
fedni a maradék tablat.

Az ellentétes sarkok azonos szinek, pl feketék. Igy 30 fekete és 32 fehér mez marad. Egy dominé egy-egy fehér és
fekete mezt tud lefedni, igy nem tudjak az 6sszes mezt lefedni.

b) Vagjuk le pl a bal fels sarkot. ,Szinezziik” a tabla mezi haromféleképpen! Az aldbbi abran 22 sziirke mez, 21
csikos és 20 fehér lathato. Lathato, hogy barmely domind mindegyik ,szinbl” egyet-egyet-egyet fed le. Ezért a tabla
nem fedhet le 1 x 3-as dominokkal hézagmentesen és atfedés nélkiil.

INEENE

NI B

c) eredménye: n € {1,2,3,5,6,10} esetén lehetséges a lefedés, a megadott halmazbodl a tbbi n-re nem. A
konstrukciok a megadott esetekbe negyszerek, a tobbi eset kizarasa a b)-ben leirt gondolatmenethez hasonlo.

Dr. Kekec megjegyzése
Ha a b) feladatban (lasd a fenti megoldashoz tartozo szinezést) nem a bal fels, hanem a jobb fels sarkot vagjuk le,
akkor lefedhet a sakktabla 3 x 1-es dominokkal. Nézziik ugyanis a szinezést:

Most mindegyik szinbl 21 van, tehét elvégezhet a lefedés.
Nos? Jogos-e Dr. Kekec megjegyzése? Igaz-e az allitésa?
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,Kis” osztajdaték

Ketten felvaltva mondjak a varazsszdm pozitiv oszt6it. Méar kimondott osztét egyik jatékos sem emlitheti ujra. Az
veszt, aki kimondja a varazsszamot. Kinek kedvez a jaték, Kezdnek vagy Masodiknak, ha a varazsszam

a) 9, b) 10, c) 16, d) 24, e) 36, f) 20107

Megoldas

Akkor kedvez Kezdnek a jaték, ha a varazsszamnak paros sok osztéja van, és akkor Masodiknak, ha az osztok
szama paratlan. Igy az a), c), e) esetekben Masodiknak, mig a tbbiben Kezdnek kedvez a jaték.

2010 oszto6i

a) Hany (pozitiv) osztdja van 2010-nek?

Ezek kozott hany

b) péaros ¢) négyzetszam

van?

Megoldas

a) 2010 =2-3-5-67, igy az osztok szama 2-2-2-2 = 16.
b) 8. c) Egy sincs.

2010 oszt6i — antilanc

2010 osztéi koziil maximum hany valaszthaté ki agy, hogy a kivéalasztottak kozott egyik se legyen a masik tobb-
szorose?

Megoldas

(5) = 6 db, a két prim szorzatabol 4ll6 osztok. Ennél tobb nem lehet, az alabbi hat osztolanc tartalmazza az Gsszes
osztot:

(1,2,2-3,2-3-67,2010), (1,2,2-5,2-5-3,2010), (1,3,3-5,3-5-67,2010)
(1,5,5-67,2-5-67,2010), (1,67,2-67,2-5-67,2010), (1,67,3-67,3-5-67,2010).

Megjegyzés

Altalaban, az n elem halmaznak legfeljebb hany részhalmazat lehet tigy kivalasztani, hogy a kivalasztottak kozott
egyik se legyen a méasik részhalmaza?

Osztajdték

Ketten felvaltva mondjak a varazsszam pozitiv oszt6it. Mar kimondott osztd osztojat egyik jatékos sem emlitheti
ujra. Az veszt, aki kimondja a varazsszamot. Kinek kedvez a jaték, Kezdnek vagy Masodiknak, ha a varazsszam

a) 10, b) 16, c) 24, d) 36, e) 30, f) 20107

Megoldas

Lasd Varga Tamas irasat az ,El Matematika” cim kotetben, amelynek III. kiadasat a Tankonyvkiado 1975-ben
jelentette meg, ISBN 963 17 1047 5). Lasd még az alabbi weboldalt:

http://matek.fazekas.hu /portal /szakkorok /2003 /07spec/7evf int 06 2003 szakkor.htm

2010 oszt6haldja a sikon

Megfeleltethetk-e 2010 osztoinak pontok a sikon dgy, hogy kiillonbo6z osztoknak kiilénbéz pontok feleljenek meg és
az a, b, ¢, d kiilonb6z osztoéknak megfeleltetett A, B, C, D pontokra akkor és csakis akkor teljesiiljon az AB = C
Osszefiiggés, ha g = %?

Eredmény

Tgen. A cimlapon lathato abra szemléltet egy megoldast.

Az 1-nek megfeleltetiink egy tetszleges O pontot a sikon. A 2, 3, 5, 67 primosztok mindegyikének megfeleltetiink
egy vektort — D3, p3, pi, Det — amelynek egyik koordinataja (az abran a fiiggleges) mind a négynél ugyanaz —
Y2 = Y3 = Y5 = Ye7—, Mig a masik koordinatak (az dbran a vizszintes), xa, x3, T5 és ze7 rendelkeznek az alabbi harom
tulajdonsaggal:

I. Paronkeént kiilénbo6znek egyméastol;

11. Kéttaga Osszegeik — azaz 2xq, 23, 225, 2x67, (X2 +23), (2 + 5), (X2 + x67), (3 + 25), (T3 + T67), (X5 +27) —
is paronként, kiiléonboznek egymastol;

ITI. Haromtagu Osszegeik, a triplakat kivéve — azaz 2zs + x3, 222 + x5, 222 + X467, 223 + T2, 223 + x5, 223 + 267,
225 + T2, 205 + w3, 205 + Te7, 2Te7 + T2, 2Te7 + T3, 2067 + 5, (T2 + w3 + 25), (2 + w3 + we7), (T2 + 5 + Te7),
(x3 + x5 + x67) — is paronként kiilonboznek egyméstol;

A mellékelt példaban mindegyik y-koordinata 4, mig az z-koordinatak (—5), (—3), 1, és 4, melyek rendelkeznek az
I-I11. tulajdonsagokkal.

A 2010 barmely osztoja a 2, 3, 5, 67 primtényezkbl kaphat6 (mindegyik legfeljebb egyszer van benne), a neki megfelel
pontot az 1-nek megfelel O pont eltolasival kapjuk, ahol az eltolas vektora a szamban szerepl primek vektorainak
Osszege.
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A 16 osztonak 16 kiilonboz pont felel meg. Az y-koordinatdk egyenlsége miatt két szamnak megfelel pont csak
akkor eshetne egybe, ha ugyanannyi primtényezbl all. Az z-koordinatdk valasztiasa miatt a primeknek (1. tul.) illetve
a két primtényez szorzataként felirhato szamoknak (II. tul.) kiilonboz pontok felelnek meg. A harom primtényez
szorzataként felirhatéd szamok pontjai tgy kaphatok a 2010-nek megfelel pontbol, hogy azt a primek vektorainak
ellentettjeivel toljuk el. Ezek kiilénb6z vektorok, 1gy a kapott pontok is kiilénbézk lesznek.

Tegyuk fel, hogy az a, b, ¢, d osztokra teljesiil a © = £ osszefugges Mivel /@ = O? — Wl és az OA O? vektorok

a pg, p3, p5, p67 vektorok koziil bizonyosak osszegelbl allnak igy kulonbseguk — az ﬁ vektor — is ugy ifrhatjuk fel,
hogy ezen vektorok koziil egyeseket Gsszeadunk masokat kivonunk. Epp azokat a ,primvektorokat” vessziik pozitiv
eljellel, amelyek a > tort tovabb nem egyszersithet alakjanak szamlalojaban vannak és azokat negativval, amelyek a

nevezben vannak. Mlvel épp igy kaphato a Cﬁ vektor is és a két tort egyenl, igy a vektorok is egyenlk.
Tegyiik most fel, hogy az A, B, C, D pontok ugy helyezkednek el, hogy teljesiil az AB = C'D Gsszefliggés, azaz

OB —04=0D-0¢.

A bal és a jobb oldal tagjait is felirhatjuk a 175, ]73?, p_g, Pes vektorok segitségével. Azt kell belatnunk, hogy a két
oldalon ilyenkor ugyanazt a vektorkifejezést kapjuk. Atrendezéssel megszabadulhatunk a negativ eljelektl:

OB +0C = OD + 04

és ha ugyanaz a ,primvektor” mindkét oldalon elfordul, akkor letérolhetjiik. Ezért mindegyik ,primvektor” legfeljebb
csak az egyik oldalon fordulhat el és ott is legfeljebb csak kétszer (két szam miatt). Az egyenlség csak akkor teljesiilhet,
ha a tagok szama a két oldalon egyenl. Emiatt négynél tobb tag nem is lehet az egyes oldalakon és négy-négy is csak
akkor ha az egyik is a masik is egy kéttagi Gsszeg duplaja. Ekkor kettvel egyszersithetiink és az eset kizarasara alkal-
mazhatjuk a II. tulajdonsidgot. A harom-harom, a kett-kett és az egy-egy tag esetét rendre a III., II., I. tulajdonsagok
zarjak ki. Ez azt jelenti, hogy minden vektor kiegyszersddik, tehat eredetileg is ugyanaz volt a vektorfelbontas, a két
tort is egyenl.

Probléma

Megfeleltethetk-e az alabbi szdmhalmazoknak pontok a sikon a feladatban emlitett szam- illetve pontnégyesekre
elirt tulajdonsaggal:

a) barmely pozitiv egész 0sztoi b) N* c) QF d) R*?

2010 osztéhaléja a térben Készitsiik el 2010 osztohalojat a térben! Pl a Babylon épit golydi legyenek az
osztok és kett akkor legyen Gsszekdtve raddal, ha hdnyadosuk prim. Az azonos primeknek megfelel rudak szine legyen
egyforma és legyenek parhuzamosak is!

Megoldas Alabb fénylépet lathatunk 210 = 2 - 3 - 5 - 7 osztéhalojardl, amelyet Kalld Bernat és Karolyi Gergely
készitett Babylon épitbl.

2010 cm?® térfogatii téglatestek

Hany olyan nem egybevagd 2010 cm? térfogatt téglatest van, amely mindegyik éle cm-ben egész hosszisaga?

I. megoldas

I. eset: van 1 cm-es él. Ilyenbl 8 van, mert a masik két él 2010 egy osztoparjat alkotja.

II. eset: nincs 1 cm-es él. Ilyenbl 6 van, mert sziikségképpen két él hossza prim, a harmadik él a kimaradt két prim
szorzata. A négy primbl kett hatféleképpen valaszthato ki.
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Tehat 14 ilyen téglatest van.

I1. megoldas
I. eset: két 1 cm-es él van. A harmadik €l a {2,3,5,67} primtényezk szorzata.
11. eset: pontosan egy 1 cm-es él van. A mésik két él felbontasa primtényezkre:

{2}, {3,5,673},  {{3h{2,5,67}},  {{5},{2,3,67}},  {{67},{2,3,5}},

vagy

{{2,3}, {5,673}, {{2,5},{3,67}},  {{2,67},{3,5}},

tehat 7 ilyen lehetség van.
I11. eset: nincs 1 cm-es él. A hérom él felbontasa primtényezkre:

{25, 8L {5,673 {21 {51, {3,673), {2}, {67}, {3,5}},
{35, {51, {2,673),  {{3},{67},{2,5}},  {{5},{67},{2,3}},

tehét 6 ilyen lehetség van.

Osszesen tehat 14 7 + 6 = 14 megfelel téglatest van.

Kérdés

Térbeli mozgdsokkal — tehat sikra vald tiikrozés alkalmazasa nélkiil — biztosan egyméasba vihet-e két téglatest, ha
éleik paronként egyenlk? Pl van-e két olyan téglatest a térben, amelyek egy cstcsbol kiindulé élei 1, 2 és 3 cm hosszaak
és az egyik nem mozgathat6é a mésikba?

Megjegyzés

[PEPA

és a tablazathoz. Az egyik sorban (ott n = 3, az els harom szam (k = 1,2 és 3-nal) 1, 7 és 6, épp mint a fenti IL.
megoldasban.

Probléma
A miésodfaju Stirling szamok tablazatat hasznalva adjuk meg, hogy hany olyan téglatest van, amelynek oldalai
cm-ben egész szamok és térfogata 2-3-5-7-11 = 2310 cm?!

2010-ig a szamok
Héany olyan szam van az 1, 2, ..., 2010 szdmok kozott, amely relativ prim a 2010-hez?

Segitség Konnyitsiink a feladaton! Hatérozzuk meg az 1, 2, ..., n szdmok koziil n-hez relativ prim szidmok szamét
az alabbi esetekben: n = 6, n = 30, n = 180. Altalaban ezt az értéket ¢(n)-nel jeloljiik és a ¢ fliggvényt az Euler-féle
¢ fiiggvénynek hivjak.

I. megoldas (Rejtett indukcio)
Azokat a szamokat keressiik, amelyek a 2, 3, 5, 67 szamok egyikével sem oszthatdk. Elszor szamoljuk 6ssze azokat,
amelyek a 2, 3, 5 egyikével sem oszthatok. 1-tl 30-ig nyolc ilyen szam van:

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,

és minden tovabbi harmincasban ugyanennyi, 6sszesen tehat 8 - 67. Ezekbl ki kell dobni azokat a szamokat, amelyek
67-tel oszthatok, azaz az alabbiakat:

1-67, 7-67, 11-67, 13-67, 17-67, 19-67, 23-67, 29-67.

A megoldasok szama tehat 8 - 66 = 528.

I1. megoldas (Szita)
Jelolje a H = {1,2,3,...,2010} alaphalmazban az n-nel (n € {2,3,5,67}) oszthaté szamok halmazat H,. A
H\ Hy U H3 U H5 U Hg7 halmaz elemszamat keressiik. Ezt kiszitaljuk:

|H \ Hy U H3 U H5 U Hey| = |H| — |Ha| — |H3| — |Hs| — [He7|+

+|Ho N Hs| + |Hy N Hs| + |Hy N Hez| + |Hs N Hs| + |Hs N Hgr| + |Hs N Her|—
+|He N Hy N Hs N Hgr| =
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2010 2010 2010 2010
2 3 5 67
2010 2010 2010 2010 2010 2010
23 2.5 "2.67 3.5 3.67 5-67
2010 2010 2010 2010 2010
T9.3.5 2367 2567 3567 23567

() (-3)-(-1)-(-2)-

=2-1)-(3-1)-(5-1)-(67—1)=1-2-4-66 =528

= 2010 —

Masodfoka polinom

a) Adjunk meg olyan masodfokd polinomot, amelynek gyokei 20 és 10.
b) Van-e olyan mésodfoki polinom, amelynek gyokei 20 és 10 és a linearis tag (z) egyiitthatoja 20107

Megoldas

a) I. megoldasa
Az az? + bx + ¢ masodfokii polinomra vonatkozé Vieta-formuldkbol:

b
30 =4 taz=-—-, (3)

C
200 = = —. 4
1T a ( )

Tehat pl a = 1 esetén b = —30 és a = 200, azaz a polinom: 22 — 30z + 200. Ennek gydkei valoban 20 és 10.
a) II. megoldasa A gydktényezs alakbol: p(z) = a(z — 10)(z — 20), pl a = 1 esetén 22 — 30x + 200.
b) I. megoldasa

Az a)-ra adott I. megoldéds (??) egyenletében most b = 2010, igy a = —231% = —67. A (?7) Osszefiiggésbl ¢ =

200a = —13400, tehét a polinom: —67x2 + 2010z — 13400. Ennek gyokei valoban 20 és 10.

b) II. megoldasa Az a)-ra adott II. megolddsban nem hasznéltuk ki, hogy az a szammal megszorozhatjuk a
polinomot. A (—30)-as egylitthatobol szeretnénk 2010-et vardzsolni. Ehhez csak (—67)-tel kell szoroznunk:

p(z) = 67(x — 10)(z — 20) = —672 4 2010z — 13400.

2010 kettes szamrendszerben
Allitsuk el 2010-et kettes szamrendszerben, azaz

an~k! =y 2™ 12" g 22 4 e 2240y -2V g - 20 (5)
k=0
alakban, ahol m, ng, n1, ..., N, egészek, m pozitiv és k € {0,1,...,m} esetén 0 < ng < 1.

I. megoldas (FEljlrl)

A kett hatvanyai:

4|56 7 | 8] 910 |1
| 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048

k |o]1]2]3
2" [1]2]4]38
Valasztunk egy 1024-et, marad 2010 — 1024 = 986. Ehhez valasztunk egy 512-t. ..

2010 = 11111011010, =1-2°0+1-22+1-28 4+1-2"+1-264+0-2°+1-2*+1-22+0-22 +1-2' +0- 2.

I1. megoldas (Hdtulrdl)

A legkisebb helyiértékt] kezdjilk meghatirozni a felirast. 2010 paros, igy 2° = 1-bl nem lehet benne. Ha ezt
letoroljitk a szam végérl, akkor a fele akkor a szam kettes szamrendszerbeli alakjat kapjuk meg. Igy tjra és tjra 2-vel
osztunk, a maradék lesz a kettes szamrendszerbeli alak hatulrol kovetkez jegye és a hanyadossal dolgozunk tovabb (az
alabbi tablazatban az 0j ,,0sztandd” az elz osztas hanyadosa:
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osztando6 | oszté | maradék
2010 2 0
1005 2 1
502 2 0
251 2 1
125 2 1
62 2 0
31 2 1
15 2 1
7 2 1
3 2 1
1 2 1

Tehat 2010 = 111110110109

ITI. megoldas (Ad hoc)
2048 = 2! azaz 2047 = 11111111111, (tizenegy darab 1-esbl 4ll6 szam). Mivel 2047 — 2010 =37 =32 +4+1 =
1001015, igy 2010 = 111110110105.

Problémak

1. Miért létezik és egyértelm a (?7) alaku feliras minden pozitiv egész szamra?

2. Nem egész szamok kettes szamrendszerbeli alakja hogy értelmezhet?

3. Létezik-e és egyértelm-e a (?7) alaku felirds, ha a szamjegyeket modositjuk? Helyettesitsiik pl a ,k €
{0,1,...,m} esetén 0 < njp < 17 részt ezzel: k € {0,1,...,m} esetén ng € {—1,+1}", tehat a jegyek nem 0 és
1, hanem —1 és 1 lehetnek. Fel lehet-e igy irni a 2010-et? Egyértelm-e a feliras?

2010 hetes oszthatosaga szamrendszerekben

A tizes szamrendszerbeli 2010, tehat 201019 nem oszthaté héttel.

a) Mutassuk meg, hogy ha a szdmrendszer alapszama oszthatd héttel, akkor abban a szamrendszerben a 2010
alakban leirt szam is oszthatd héttel.

b) Van -e olyan héttel nem oszthaté a alap, hogy a 2010, szam oszthato héttel?

¢) Van -e olyan tizeneggyel nem oszthaté a alap, hogy a 2010, szam oszthato tizeneggyel?

Megoldas

a) Az a alapu szamrendszerbeli 2010, szdm értéke

2-a*+a=a-(2-a®>+1),

ami oszthaté a-val.

b) Nincs.

Ha 7 nem osztja a-t, akkor relativ prim hozza, igy a - (2 - a® + 1) csak akkor oszthaté héttel, ha a (2 - a® + 1)
kifejezés értéke oszthaté héttel. A négyzetszamok (lasd a?) hetes maradékai: 0, 1, 2 és 4, ezek dupldinak (lasd 2a?)
hetes maradékai 0, 2, 4 és 1, igy az ennél eggyel nagyobb szam (2 - a? + 1) nem lehet oszthaté héttel.

c) A b) feladat megoldasa szerint az kell, hogy (2-a? + 1) oszthaté legyen tizeneggyel. Ez teljesiil pl a = 4 esetén,
ami tehat megfelel alap. Valéban, ekkor 20104, =2-64+1-4 =132 =11-12.

0.201020102010. . .
a) Melyik az a szamrendszer, amelyben a 2222 és a 0,2010201020102010... szamok szorzata egész szam?
b) Melyik szamrendszerben teljesiil a

2010 - 0,2222222... = 2222 - 0,201020102010...

Osszefiiggés?
Megoldas
a) I. megoldasa Ha a szamrendszer alapszama legalabb 7, akkor
0b, 2 0 1.0 2 0 1 0 2 0 1 0 2 2 2 2
4 0 2 0 4 0 2 0 4 0 2 0
4 0 2 0 4 0 2 0 4 0 2 0 4
4 0 2 0 4 0 2 0 4 0 2 0 4 O
4 0 2 0 4 0 2 0 4 0 2 0 4 0 2
4 4 6 6, 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
tehat a szam pontosan akkor egész, ha 1 = 0,6666. . ., azaz ha az alapszam 7.
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Ot6s szamrenszerben az egyes szorzasok jok, de 4 +2 + 1 = 125, igy az Osszeg 1122,2222. ... ami nem egész.
Négyes szamrendszerben:

o, 2 0 1.0 2 0 1 0 2 0 1 O 2 2 2 2
1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1
10 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0
1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2 1 00
100 2 1 00 2 1 0 0 2 1 0 0 2
111 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
azaz az eredmény 11133,3333...4 = 112004 = 35219.
Mig harmas szdmrendszerben:
o, 2 01 0 2 0 1 0 2 0 1 O 2 2 2 2
1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
11 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1 1
11 0 2 11 0 2 1 1 0 2 1 10
110 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 ...
20 0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ..

azaz az eredmény 20022,2222...3 = 201003 = 1711¢. Haromnal kisebb alap a 2-es jegy elfordulisa miatt ne mjon
szoba. Tehat a 3, 4, 7 alapt szamrendszerek a megfelelek.

a) II. megoldasa
Ha a szamrendszer alapszama a > 2, akkor x = 2222, = 2a> + 2a? + 2a + 2 = 2%, mig ha

y =0, 201020102010.. .,
a*y = 2010, 201020102010..., ’

akkor
(a* — 1)y = 2010,,

3 . L
azaz y = 2;4f1". A vizsgalt szorzat:

a*—1 2a3+a_22a3+a
a—1 a*—-1 “a-1"

Ty =2
Mivel 2a3 + a = (a — 1)(2a? + 2a + 3) + 3, igy

vy = 2(2a* + 2a + 3) + ——,
a—1
ami pontosan akkor egész, ha (a — 1) a 6 osztdja, azaz a € {2,3,4,7}. Ezekbl a 2-nél nagyobb értékek a megfelelek.
b) Minden olyan alapnal egyenl a két kifejezés, ahol értelmesek, hiszen ez nem mas, mint az

. 2 a*—1 2a*+a
3 — .
(20" + a) a—172a—1 at—1

azonossag.

2010 faktorialis szamrendszerben
Allitsuk el 2010-et faktorialis szamrendszerben, azaz

m
an-k‘!=nm~m!+nm_1-(m—l)!+...+n3-3!—|—n2-2!+n1-1! (6)
k=1

alakban, ahol m, ny, na, ..., N, egészek, m pozitiv és k € {0,1,...,m} esetén 0 < ny < k.
I. megoldas (FElolrl)
A faktorialisok:

k|1

(3] 4] 5 6| 7 |
R

| 624 ] 120 | 720 | 5040 |

2
2
A 7! méar tal sok. Vélasztunk két 6!-t, marad 2010 — 1440 = 570. Ehhez valasztunk négy 5!-t. ..

2010 = 243300, =2-6!+4-5!+3-4!+3-314+0-21+0- 11

Erdemes elgondolkodni rajta, hogy miért egyértelm a megoldas.
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I1. megoldas (Hdtulrdl) Az

1 2, 3.2, 4.3.2, 5.4.3.2

helyiértékek koziil az els kivételével mind oszthato 2-vel, igy a paritast az 1! jhelyiérték” jegye donti el. Mivel 2010
péaros, igy az 1l-os helyiérték jegye 0. Osszuk le a szamot és a helyiértékeket is 2-vell Most mar az 1005-6t kell
felbontanunk a

1, 3, 4.3, 5-4-3,

helyiértékekre. Ezek koziil az els kivételével mindegyik oszthaté 3-mal. ..

osztand6 | oszté | maradék
2010
1005
335
83
16

2

| O O = W D
N =W W OO

Tehat 2010 = 243300,

Megjegyzések

I. A faktoriélis szadmrendszerben fel lehet tiintetni egy 0-adik helyiértéket, a 0! = 1-nek megfelelt, azonban az ehhez
tartozo jegy csak a 0 lehet, tehat kizarolag ,diszitésnek” val6 ez a tovabbi helyiérték és kotelezen 0 szamjegy.

I1. A faktoridlis szamrendszer minden n pozitiv egész esetén kolcsondsen egyértelm megfeleltetést ad az n elem
Osszes permutaciojabol allo S, halmaz és az N,—; = {0,1,2,...,n! — 1} halmaz kozott. Ezt a megfeleltetést Lehmer
leképezésnek nevezik, alabb 2010 példajan mutatjuk be.

Példénkban n = 7. A hat jeggyel lekddolhaté legnagyobb szam a faktorialis szdmrendszerben a

6-6!+5-5!'+4-414+3-31+2-214+1-11=71—1,
tehat a
010 = 000000, 119 = 000001, 7! — 1 =5039,¢ = 654321,

szamok épp annyian vannak, mint a {0, 1,2,3,4,5,6} szamok permutacioi.
A szamokat faktorialis szamrendszerben képzeljiik el, mig a 7 permutaciot a [7(0), 7(1), 7(2), m(3),7(4), 7 (5), 7(6)]
alakban adjuk meg. Példaul a [1,0,5,4, 3,2, 6] permutacié az alabbi értéktablazattal megadott fliggvény:

ko Jo]1]2][3]4]5]6
m(k) |[1]0[5]4]3][2]6

A 201019 szam faktorilis szamrendszerbeli alakja 243300,. A hozza tartozod permutacié megkereséséhez ennek
kiolvasasat balrol kezdjiik és jobbra haladunk. A szidm legels jegye a 2, igy a permutécio legels eleme is a 2 lesz.

243300, — [2,7,7,2,7,72,7].

A megmaradt ,faktorialis” szam a 43300, a permutécioban még ki nem osztott elemek a {0,1,3,4,5,6}. A szam balrol
els jegye a 4, az a megmaradt elemek listajaban (mindent 0-t6l szamitunk) a novekedési sorban az 5-nek felel meg:

243300, — [2,5,7,7,7,7,7].
Most a 3300y szam és a {0,1,3,4,6} elemek maradtak meg. A kiovetkez 1épésben:
243300, —» [2,5,4,7,7,7,7],
megmarad 300, és {0,1, 3,6}, igy
243300, — [2,5,4,6,7,7,7],

marad 00, és {0, 1,3},

243300, —> [2,5,4,6,0,7,7),
marad 0y és {1, 3},

243300, —> [2,5,4,6,0,1,7],

marad semmi és {3},
243300, — [2,5,4,6,0, 1, 3].
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Hatéarozzuk meg az [1,0,5,4, 3,2, 6] permutacionak a Lehmer kod szerint megfelel szam faktorialis alakjat!

Problémak

1. Miért létezik és egyértelm a (?7) alaku feliras minden pozitiv egész szamra?

2. Nem egész szamok faktoridlis szamrendszerbeli alakja hogy értelmezhet?

3. Mutassuk meg, hogy barmely permutéicié Lehmer kédjaban a jegyek Osszege megegyezik a legkevesebb elemi
transzpozicié szaméval, amellyel a permutacié eléllithat6. Elemi transzpozicion szomszédos elemek cseréjét értjiik.

2010 faktorialis

a) Melyik az a legnagyobb ketthatvany, amely osztja 2010!-t?

b) Hany 0-ra végzdik 201017

Megoldas

a) A pédros szamok szama 2010-ig [2%2] = 1005, a néggyel oszthatoke [221°] = 512 sth. A ,,2010 kettes szdmrend-

2
szerben” feladat II. megoldasdban mar latott szdmokat kell 6sszeadni:

1005 + 502 + 251 4+ 1254+ 62+ 31+ 15+ 7+ 3 + 1 = 2002.

Tehat a valasz: 22002,

b) A 2010!-t oszt6 legnagyobb 6thatvany kitevje az 5-tel valo osztasi lancbol kaphatjuk meg:

2010 : 5 = 402
:5=280

Tehat a keresett kitev: 402 + 80 + 16 + 3 = 501. A 2010! szdm 501 db O-ra végzdik.
Megjegyzés
Nem nyilvanvalo, de iigyesen kiszamolhaté, hogy a 0-k eltt milyen szamjegy all.

Wllo tébbeseinek egyiptomi tort alakja

Az egyiptomiak t6rzstortekkel (azaz 1 szamlaloju tortekkel, tehat pozitiv egészek reciprokaival) szamoltak. Minden
tortet torzstortek Gsszegeként irtak fel, st a felirasban az egyes tagok nevezi mindig egymastol kiillonboz pozitiv egészek
voltak.

a) A 525, 5500 30500 000 390 T00 To0 T Te05 Te10 Teag tortek koziil melyek nem egyszersithetk torzstorté?
Trjuk at azokat két (kiilonbdz nevez)) torzstort dsszegére!

b) Irjuk fel 5315-et is két kiilénbdz pozitiv egész szém reciprokanak Ssszegeként!

a) megoldasa

2010 =2-1005=3-670 =5-402 =6- 335 = 10 - 201, igy a megadott tortek koziil négy Snmagiban torzstort:

2 1 31 5 1 6 1 0 1
2010 ~ 1005’ 2010~ 670’ 2010 ~ 402’ 2010 ~ 335’ 2010 ~ 201°

A tobbi 6sszerakhato ezekbl:

4 341 11 7 542 11 8 _6+2 1 1
2010 ~ 2010 670 = 2010’ 2010~ 2010 402 1005’ 2010~ 2010 ~ 335 1005’
9  6+3 1 1 11 6+5 1 1 12 10+2 1 1

2010 ~ 2010 _ 335 | 670" 2010~ 2010 335 + 402’ 2010 ~ 2010 _ 201 1005

b) I. megoldasa
A i =1 4+ 1 egyenletbl 7ab = 1005(a + b), amibl

49ab — 7-1005(a + b) = 0,

azZazZ

(Ta — 1005)(7b — 1005) = 10052,

Az = Ta — 1005, y = 7b — 1005 szadmok (—1005)-nél nagyobbak, azonos eljelek és szorzatuk 10052, igy mindketten
pozitivak. Az @ = 2005 1 = #1005 g7amok is egészek és 1005 = 7-91 + 4, igy olyan , y pozitiv egészeket keresiink,
amelyekre

ry = 3% 5% 672, és r=y=3 (modT).
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Plz =3,y =352 672 megfelel, amibl

4 1 N 1 1 N 1
2010 ~ 2010-24

6.24 48240 ' 144

b) II. megoldasa

A keresett
41 -
2010 a b
alakban legyen
x
a=2010- —, 8
; (8)
ahol = és y egymaéshoz relativ prim pozitiv egészek. Egyenletiinkbl
x
b= 2010 - .
1dx —y ©)

Mivel x és y relativ primek, igy (14x — y) és x is relativ primek. Az a és b szamok tehat pontosan akkor egészek, ha

|2010, és  (14z —y)|2010. (10)
Tehat 2010 két olyan pozitiv osztojat (y-t és 14z — y-t) keresslik, amelyek Gsszege oszthatd 14-gyel (t.i. 14x). Van két
ilyen oszt6, pl az 1 és az 67 -5 = 335. Fzekkel y =1 és x = % =24, azaz
14 1 335 1 1

5010 ~ 201024 | 201024 _ 48240 ' 144"

Megjegyzés

Két kérdés is felmeriil.

I. Ha egy val6di tort nem torzstort, akkor mindig felirhaté két torzstort dsszegeként?

I1. Lehetséges-e, hogy egy tortnek két kiillonboz felbontésa is van két torzstort Gsszegére?

Az 1. kérdésre a vilasz: ,nem”. A % pl. nem irhat6 fel két torzstort Osszegeként. Konnyen igazolhatd viszont,
hogy a torzstortek duplai vagy maguk is torzstortek vagy felirhatok két torzstort Osszegeként. Ez az egyiptomi
szamolashoz nagy segitséget jelentett, mert az irnokok a sokszorozast duplazasok és Osszeadéasok segitségével végezték.
Részletesebben lasd pl.Sain Marton ,Nincs kiralyi Gt” cim konyvének (Gondolat Kiadé, 1986) Okor/O-egyiptomi
szamiras cim fejezetét, amely a weben is elérhet: http://mek.oszk.hu/05000/05052/.

A T1. kérdésre vizsgalt példank is valaszt ad. A % tortnek van még egy — és csak egy — megfelel felbontasa:

14 1 1

2010 ~ 150 ' 3350°

Az els megoldasban az
r=3%-5=45=3 (mod 14), y=5-67=22445=3 (mod 14)

szampér, a masodikban a 3, 67 osztok — Gsszegitk 70 = 5-14 —is megfelel, ezek vezetnek a most bemutatott megoldashoz.
A 505 = 1555 tortnek tizenharom egymastol eltér felbontasa is van két kiilsnboz térzstort Ssszegére.

Feladat Keressiik meg a % tort két kiilonboz torzstort Osszegére vald négy felbontasét!

2010 négyzetszamok Osszege
Allitsuk el 2010-et minél kevesebb négyzetszam Osszegeként!

Megoldas
A négyzetszamok 3-as maradéka 0 vagy 1, mig 2010-nek a 3-as maradéka 0. Ha egy négyzetszam 3-as maradéka 0,
akkor az a négyzetszam 9-cel is oszthatd. Ezért 2010 nem négyzetszam és két négyzetszam Osszegeként, sem allithato
el. Harom négyzetszambdl csak tgy allithaté el, ha mind a harom 1 maradékot ad 3-mal osztva.
A szamok paritésat is figyelembe véve (a 8-as maradék miatt két paratlan és egy paros szam kell) gyorsithato a
keresés. Egy megoldas:
2010 = 16 + 237 + 357,
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Megjegyzés

Két kérdés is felmeriil.

I. Lehetséges-e, hogy egy egész szam kétféleképpen (tobbféleképpen) is felirhaté legkevesebb darab négyzetszam
Osszegére?

I1. Van-e olyan n pozitiv egész korlat, hogy legfeljebb n négyzetszam Ssszegére mar minden pozitiv egész felirhatd?

Az 1. kérdésre a vilasz: igen. Az alabbi tablazat tartalmazza a 2010 Gsszes elallitisat harom négyzet Gsszegére.
Barmelyik oszlopban a harom szam négyzetsszege 2010.

1 14|55 |7 ]11]16]|19
28 125 | 7 |31 |19 | 17| 23| 25
35 | 37 | 44 | 32|40 | 40 | 35 | 32

A TI. kérdésre is igen a vélasz. Barmely pozitiv egész elall legfeljebb négy négyzetszam Gsszegeként,.

2010 mint egymast kévet egész szamok Osszege

Hanyféleképpen frhato fel 2010 egymaést kovet egész szamok Osszegeként? (A szamok szama lehet egy is, a szdmok
kozott lehetnek negativak is.)

Megoldas Jeldlje a szdmok szamat d, az atlagukat a, tehat 2010 = d - a.

Ha d pératlan, akkor az atlag a kozéps szam, tehat egész. Az ilyen megoldasok szama a 2010 paratlan osztéinak
szamaval (d) egyezik meg.

Ha d paros, akkor a kozéps szam két egész kozott van. Ilyenkor % egész és 2a paratlan szam és 2010 = % -2a. Az
ilyen megoldasok szama a 2010 paratlan osztoinak szaméval (2a) egyezik meg.

A megoldasok szdma 2010 paratlan osztdi szamanak duplaja, azaz 16.

2010 = 2010 = (—2009) 4 (—2008) + . . . + 2008 + 2009 + 2010.
2010 = 669 + 670 + 671 = (—668) + (—667) + ... 4+ 669 + 670 + 671.
2010 = 400 + 401 + 402 + 403 + 404 + 405 = (—399) + (—398) + ... + 403 + 404 + 405. . ..

2010 hatvanyok kiilonbsége? Adjuk meg az =™ — y" = 2010 egyenlet Gsszes olyan megoldésat, ahol x, y és n
természetes szamok és n legalabb 2!

Megoldas

b) Nincs megoldas. Elég n prim értékeivel foglalkozni, mert ha n = ab &sszetett, akkor 2" + y™ = (z%)” & (y*)?,
mar a kisebb b kitevre is megoldast ad.

2 -y = (z—y)- (2 +ay +y°) = (x —y) ((z —y)* + 3zy) ,
2=y = (z—y) @+ 2Pyt ey’ +yt) = (o - y) (2 —y)*t +Say(@® —zy +y7)).
A 2010 oszthato 3-mal és 5-tel is. Mivel (x — y) és (z — y) hatvanyai egyszerre oszthatok vagy nem oszthaték 3-mal
és ugyanez igaz 5-re is, igy a fenti azonossiagok azt mutatjak, hogy n = 3 és 5 esetén sincs megoldas.
A természetes szamok hetedik hatvanyai: 0, 1, 128, 2187, 16384, ...
a tizenegyedik hatvanyok: 0, 1, 2048, 177147, 4194304, . ..
E szamok nagysagabol lathato, hogy ezekre és nagyobb kitevkre sem lesz megoldés.

Problémak

1. Fent az alabbi allitast igazoltuk p = 2, 3 és 5 esetén:

Ha a p primre és az x, y egész szamokra p|aP — yP, akkor p*|zP — yP.

Igazoljuk ezt az allitds minden p primre!

2. Mutassuk meg, hogy az z" + y™ = 2010 egyenletnek sincs olyan megoldasa, amelyben z, y és n természetes
szamok és n legalabb 2!

2010 sorbatevése oszthatosaggal Hanyféleképpen rakhatok sorba a
2, 3, 4, 5, ..., 2009, 2010

szamok gy, hogy a sorban k-adik szam minden k € {1,2,3, ... ,2008,2009} értékre oszthato legyen k-val?
Eredmény: 75.

Megoldas: A 2010 nem keriilhet a 2010. helyre, mert olyan nincs. Igy 2010 egy olyan kisebb sorszamu helyre, az
x1-re keriil, amelynek a tobbszororse, azaz x1|2010. Az x7 szamot 2010 ,kilokte” a sajat helyérl, ezért egy kisebb
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sorszamu xo helyre keriil, amelyre xo|x;. Ez az eljaras csak akkor all meg, ha az éppen soron kovetkez szamot az 1.
helyre raktuk, mert egyediil az 1-et nem kell beraknunk a sorba. Az eljaras eredményeként a 2010 oszt6ibol 4ll6

2000=z¢9>z1 >22>... >0 =1 (11)

sorozathoz jutunk, amelynek tagjai osztasi szempontbol lancot alkotnak, azaz xpi1|zk, ha 0 < k < s. Az s pozitiv
egész nincs elre meghatarozva. Pl az s = 1 eset annak felel meg, hogy a 2010 keriil a sor elejére.

A fent kapott (a 2010-tl indul6) lancba nem tartoz6 k szdm a sorban k-adik helyre keriil (marad). Tegyiik fel
ugyanis, hogy van olyan a lancba nem tartozé szidm, amely nem marad a helyén. Tekintsiik ezek koziil a legkisebbet.
csak egy osztdja helyére, tehat néla kisebb helyre keriilhet. A néla kisebb helyek mind foglaltak, mert a lanc tagjai
egymas helyére illetve az 1. helyre keriilnek a tobbi szam pedig a foglalja a sajat helyét. Ez az ellentmondés igazolja
allitasunkat.

Feladatunk tehat abbol 4ll; hogy Gsszeszamoljuk a (?7?)-nek megfelel osztolancokat. Erre két eljarast is adunk.

A lancok 6sszeszamlilasanak 1. médszere

Ezt a Pascal haromszog képzési szabélyahoz kissé hasonlé médon az osztéhalo (4-dim kocka) segitségével vegezziik
el. Az oszt6halod csticsaiba szamokat irunk. Minden helyre beirjuk, hogy hany olyan lanc van, amelyben éppen oda
keriil a 2010. Igy legalulra, az l-es oszt6 helyére, az 1 szam keriil. A felette lev helyekre, a primek helyére is 1
keriil, mert ha pl a 2010 a 2 helyére keriil, akkor a 2-nek az 1 helyére, a lista 1. helyére kell mennie, nincs véilasztasi
lehetség. Altalaban, ha a 2010 az oszt6halé egy adott helyére keriil, akkor figyelembe kell venni, hogy az onnan
kilokott szam hova mehet. Természetesen valamelyik oszt6janak helyére, tehat a haléban alatta lev barmelyik helyre.
Igy a lancot annyiféleképpen folytathatjuk, amennyi az adott hely alatt a haloban talalhato helyekre mar beirt szamok
Osszege. Tehat alulrél haladva kitolthetjik halot a varidcids lehetségek szamaval és azt kell megnézniink, hogy mi
keriil legfoliilre, a 2010 helyére.

Megjegyzés

Konnyitésnek érdemes a feladatot elbb kisebb (pontosabban egyszerbb osztohaloju) szamokkal — pl 8, 24, 30 — kitzni.
A Pascal haromszognek ez a modositott valtozata — nem csak a kizvetleniil felette, illetve most alatta levket, hanem az
Osszeset adjuk Gssze — is tjdonsag lehet. Egy egyszerbb feladat, amely erre a gondolatra vezet: Hanyféleképpen mehet
el a bastya a sakktabla jobb fels sarkabdl a bal als6ba, ha csak balra és lefelé — de ezekben az irdnyokban akidrmennyit
— léphet?

Probléma

Legyen L, az n-elem halmaz részhalmazaibol all6

{}ZH()CHlC...CHk_lCHk:{1,2,3,...,’I’L}

szigortan monoton sorozatok szama. Irjuk le az L,, sorozatot!
Az els néhéany elem:
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Feladatunk ugy kapcsolodik ehhez a problémahoz, hogy a 2010 primosztéibol all6 négyelem halmaz részhalmazai
megfelelnek a 2010 osztéinak. Ha ugyanis 6sszeszorozzuk a részhalmazba tartozé elemeket, akkor egy osztéhoz jutunk,
és forditva, 2010 minden osztéja a primosztok egy részhalmazanak szorzatdbol 4ll. Ha a kiindulési szdmban van
primtényez 1-nél magasabb kitevn, akkor mar mas a feladat és a probléma.

A fenti gondolatmenet alapjan az L sorozatot meghatarozza az Lo = 1 kezdeleme és a rekurzios szabélya. Ezt a

rekurziot végiggondolva a
n—1
n
L, = Ly
> (3

k=0

|23 ]4] 5 |
3] 13 ] 75| 541 |

n‘O
1

1
L, [1]1

képlethez jutunk.

Az L, sorozat elemeit rendezett Bell szdmoknak nevezik. Ugyanez a sorozat jon el az alabbi kérdés megvélaszolé-
sakor: ,Hanyféle sorrendben érkezhet be n versenyz a célba, ha holtverseny is megengedett?” Nem nehéz meggondolni,
hogy ez a kérdés ekvivalens a problémaval és n = 4 esetén kitzott feladatunkkal. Pl. ha a versenyzk 2, 3, 5 és 67 és
befutésok sorrendje:

1. helyezett | 3
2. helyezett | 2 és 67 holtversenyben
3. helyezett | b

megfelel a
{} {3} € {2,3,67} C {2,3,5,67}, 1/312-3-67|2-3-5-67 = 2010

részhalmazlancnak illetve osztélancnak.
Indoklas nélkiil kozoljitk az alabbi meglep formulat:

oo

1 k™
L" == 5 Z 27
k=0

Széleskoren hasznaltak a méasodfaja Stirling szamok: S(n, k) azon esetek szamét jeloli, ahanyféleképpen egy n-elem
halmazt fel lehet bontani k szamu nem iires részhalmazra. P1 S(3,2) = 3, mert az {a, b, c} harom elembl 4ll6 halmaz
felbontéasai két részhalmazra: ({a}, {b,c}), ({b},{c,a}), ({c},{a,b}).

A méasodfaju Stirling szamok a Pascal-haromszogh6z hasonlé szamharomszoget alkotnak, melynek képzési szabalya:

S(n,k)=kS(n—1,k)+S(n—1,k—1).

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n=0 1 0-1=1= L
n=1 0 1 N 1=1=1I,
n=2 0 1 1 11-1+2-1=3=1L,
n=3 0 1 3 1 11-1+421-3+3-1=13= L4
n=4 0 1 7 6 1 -1+420-7+31-64+41-1=75=L,
n=>5 0 1 15 25 10 1 1-1+2-15+31-25+41-10+5!-1 =541 = Ly

A rendezett Bell szdmok egyszeren ad6édnak a masodfaju Stirling szamokbol:
LH:E:Mﬂka
k=1

amint az a tablazat melletti szdmitisokon is nyomonkdvethet,.

A lancok 8sszeszamlalasanak I1. moédszere (a mdsodfaji Stirling szamok segitenek)

A kilokések” széma szerint gyjtsiik Gssze a lehetségeket!

Ha egy kil6kés volt, akkor a 2010 rogton az 1 helyére ugrott. Az ilyen lehetségek szama 1.

Ha k kilokés volt, akkor mindegyik kilokés egy osztotol egy mésikhoz, az elbbi egy osztojéhoz vezetett. Mivel
kell osztani, hogy a nagyobb osztétél a kisebbhez jussunk? Minden ilyen lépés a H = {2,3,5,67} primtényezk egy

A

a k lépéses lancok szama épp S(4, k)k!, az 6sszes lanc szama:

1m-1420-7+31-6+4!-1=75.
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