Magas szint matematikai tehetséggondozas

Szamelméleti érdekességek
dr. Kosztolanyi Jozsef, Szeged

A szadmelmélet &velkedik olyan kérdésekben, problémékban, 0Ossze-
figgésekben, amelyek elemi moédszerekkel megkoeé#ith Bizonyos szép és
érdekes Osszefuiggések a tanuldkkal kdzosen ,falfestk”, a tapasztalatokbdl
adodo sejtések pedig kézOsen bizonyithatok. Adantapasztalatok azt mutatjak,
hogy az ilyen jelley ,kd6zb6s kutatds” nagyon motivalé és hatékony
tehetséggondozasi forma.

Az elbadas soran néhany ilyen ,kozds kutatdsra” is al&alnszamelméleti
problémat mutatok be.

I. Primszamok, dsszetett szamok, négyzetszamok gy szép dsszefiiggés

I.1. Két kérdés aGoldbach-sejtéshekapcsolédoan

Christian Goldbach(1690-1764) egy 1742-ben Eulerhez irt leveléb@adatalatai
alapjan a kovetkérsejtéstfogalmazta meg:

Barmely 2-nél nagyobb paros szariadl két primszam 6sszegeként

Ez ma is a matematika egyik ,legnépsid” megoldatlan probléméaja. Némi
matematikatdrténeti bevesattan feltehet a diakoknak kovetkézkét kérdés:

(1) Mely pozitiv paros szamok allnakodét paros 0sszetett szam dsszegeként?
(2) Mely pozitiv paros szamok allnaloedét paratlan dsszetett szam 6sszegeként?

Megoldas:
Az (1) kérdés nagyon egys#eriszont a (2) kérdés mar igényel némi vizsgaltdas

(1) Koénnyen lathato, hogy 2, 4 és 6 nem adi, eliszont 8=4+ 4; 10= 4+ 6;
12= 6+ 6= 4+ 8. Ezek alapjan éaltalanosithatunk: k& 8 paros szam, akkor
n=4+(n-4) egy megfelel elsallitas.

(2) Szisztematikus probalkozassal a kovetker kapjuk:
Nem kapunk megfelélfelbontast 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 esetéri&e 9+ 9.
Nincs j6 felbontas 20 és 22 esetén, A= 9+ 15.
26-ra és 28-ra nincs megfeidelbontas, de30= 9+ 21.
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Tapasztalat, sejtésl8-tél kezdve a 6-tal oszthatdé paros szamokrg&éelbontas.
A sejtéshizonyitdsa A konkrét példakbol kiindulva felirhatd a kdvetkeképpen:

n=6k=9+ 30 %- 3.

A masodik tag dsszetett szam, Pla—3> 1, azaz hak >2, n>12.
Ezzel a sejtést bebizonyitottuk.

Az eddigi tapasztalatok befolyasoljak a tovabbsy@ddasok mbdszerét.
Nevezetesen:

1. A péaros szamokat 6-os maradékaik alapjan céiszeoportositani, és ezeket a
csoportokat célszének tinik kulén vizsgalni.

2. A felbontas egyik tagja alkalmas konkrét szam tletzeegyes csoportokon beldl.
(6-tal oszthatd paros szamok esetén ez a konlkiét 829.)

Ezek alapjan, konkrét esetek vizsgalata utan medfuaghatok az altalanos sejtések
a masik két csoportra (maradékosztalyra) is:

Ha n=6k+ 2, akkor egy felbontas megvaldsithaté a kdveiképpen:
n=6k+2= 35+ I - 1].

Ez megfelel, h&2k —11> 1, azaz hak > 6, n>38. Tehat 444l kezdve minden
6-tal osztva 2 maradékot ad6 paros szamra van ieégfelbontas.

Ha n=6k+ 4, akkor egy lehetséges felbontas:
n=6k+4= 25+ I{ Xx- 7.

Ez megfelel, ha2k-7>1, azaz hak >4, n>28. Ez azt jelenti, hogy 34k
kezdve minden 6-tal osztva 4 maradékot adé padrarszvan megfelélfelbontas.

Osszefoglalva Ha n 38-nal nagyobb paros szam, akkor felbonthat6 kéatan

Osszetett szam Osszegére. A 40-nél kisebb parasokzibzil a kdvetkeskre van
j6 felbontas: 18, 24, 30, 34, 36.
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I.2. Egy 0sszetett szamokhoz rendelh&bsszegél

Ismert tény, hogy barmely dsszetett szam legaldiféleképpen irhato fel szorzat
alakban, azaz ha Osszetett szam, akkan= ab= cd, aholab éscd kulénb6z
szorzat g@ldllitasok (1 és is megengedett tényé@d). Képezzik minden dsszetatt
re és minden ilyen ket felirasra” azS= & + If + ¢+ o Osszeget.

Feladat:

Lehet-e valamely pozitiv Osszetettszamra, és annak ,ké#t felirasara” ez az
0sszeg prim?

Megoldas:

A sejtés megfogalmazasahoz érdemes néhany konlsgtbem kiszamolni a
megfeleb S 6sszegeket.

n ab=cd S=g++¢+d
4 104= 2P 25
6 106= 2[B 50
8 1B8=24 85
9 109= 3B 100
10 | 100= 205 130
12 | 102= 26 185
112= 34 170
3= 20k 65
14 | 104= 27 250
231 1231= 377 59300
1[P31= 713: 54500
10231= 1112: 53924
3[77= 7[Rz 7076
3[77= 11121 6500
7(33= 1121 1700
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Tapasztalat, sejtéss mindig 6sszetett szam lesz.

A sejtésbizonyitdsa Ha n=ab= cd, akkor c osztéja azab szorzatnak. Ez azt
jelenti, hogy vannak olyak, |, p, q pozitiv egészek, hogg =k, a=kp és
b=10¢. Ezekkel

lgy
S=a+ B+ ¢+ =K+ Fd+ Kf+ pd=

= p? (k2 + ) + 12( K2+ ) =( p*+ 13 ( k*+ o)

Mivel k, I, p, q pozitiv egészek, ezé® szorzat alakjanak mindkét ténygz 1-nél
nagyobb, aza% dsszetett szam.

Megjegyzés
A bizonyitas technikdja minden tovabbi nélkil atkakhaté arra az esetre is,

amikor a tényedk k-adik (k tetsdleges pozitiv egész) hatvanyainak 6sszegét
vesszik, vagyis ag = d + I + ¢ + d §sszeg is mindig dsszetett szam.

Tovabbi lehetséges kérdések:

1. Adott n Osszetett szam esetén hogyan adhaté meghaz rendellS 6sszegek
szdma?

2. A tablazatban sok az 5-tel oszthatd 6sszeg. Vimmeden 0sszetett esetém-hez
tartoz6 5-tel oszthatB 6sszeg?

Egy ,részvalasz” a 2. kérdésre:
Han péaros 6sszetett szam, akkor van hozza 5-tel aéimsszeg.

Bizonyitas

Ha n =2k = 10{ 2k) = 2k, akkor
S=P+22+K+(2K" = 5 K+1.
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1.3. Pozitiv egész szamok &llitasa kilénb6z négyzetszamok dsszegeként

Elemi médon, bar nem kdnnyen bizonyithatd (bizaisét lasd pl. [1] 244-251.
oldalain) a kdvetkeztétet

Barmely pozitiv egész szand&l legfeljebb négy pozitiv négyzetszam 6sszegeként
A tételben szerepl eloallitas ugy értend) hogy megenged azonos tagokat is.
(Példaul 7=4+1+1+ 1) Szigoritsunk a feltételen, kdveteljilk meg, hogy
elodllitas tagjai paronként kilonb®mégyzetszamok legyenek, azaz vizsgaljuk a
kovetked kérdést:

Mely pozitiv egész szamok 4allnak 6ellegalabb két, paronként kulénkitz
négyzetszam 6sszegeként?

Megoldas:

Itt bizony kezdetben szamolgatni kell. &leekifutdsra nézzik az éI60 pozitiv
egész szamot.

Nem all e a megfeled modon:

1,2,3,4,6,7,8,9, 11, 12, 15, 16, 18, 19,228,224, 27, 28, 31, 32, 33, 36, 43, 44,
47, 48, 60.

Ez 28 darab szam a hatvanbdl.

A megfeleb szamok egy éhllitasukkal egyitt:

5=1+4; 10=1+9; 13=4+9; 14=1+4+9; 17=1+1€ 20=4+16;
21=1+ 4+ 16; 25=9+16; 26=1+9+ 1€ 29=4+25  30=1+ 4+ 2F;
34=9+2E 35=1+ 9+ 25 37=1+36; 38=4+ 9+ 25 39=1+ 4+ 9+ 2L
40= 4+ 36; 41=1+ 4+ 3€; 42=1+ 16+ 25 45= 4+ 16+ 2% 46=1+ 4+ 16+ 2%
49= 4+ 9+ 36; 50= 1+ 4+ 9+ 3¢ 51=1+ 9+ 16+ 25 52=16+ 36;
53=1+16+ 3€,  54=1+ 4+ 4S;  55=1+ 4+ %+ 16+ 2,  56= 4+ 16+ 3¢
57=1+ 4+ 16+ 3¢ 58= 9+ 4C; 59=1+ 9+ 48

Az els) 60 ,adat” alapjan a kdvetkéanegallapitasok tehst, és bizonyithatok:

(1) Hak elséll a megfeled médon, akkor K és 4k +1 is eball.
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Bizonyitas
2

Hak=al+al+..+ &, akkor 4k = (23 )" +(28,)" + ..+ ( 23,)" és
ak+1=(2a)" +(28)" + .+ (2,)"+ 2

(2) Hak el6éall a megfeléd mddon, akkordk +10 is eball.
Bizonyitas

Hak=a +&+..+ &, akkor 4k +10=(23)" +( 28)*+ .+( 2,)°+ * ¢

(3) Hak elséll a megfeléd mddon, akkordk + 35 is eball.
Bizonyitas

Hak=a +a+..+ &, akkor
4k+35=(28)" +(22) + .+(2)'+ + & 2.

A 60 utani pozitiv egészeket vizsgalva aézél,adaghoz” képest kevesebb nem
felbonthat6 szamot talaltunk (masodik nekifutasb-y néztik meg a szamokat a
didkokkal), ezek:

64, 67,72, 76, 92, 96, 108, 112, 128.

Meglep és biztatdé, hogy 12%it 200-ig mindegyik szam felbonthat6. Harmadik
adagként 1000-ig vizsgéltuk meg a szamokat és reaitunk felbonthatatlan
szamot. A szdmoladsok soran természetesen felhasznal mar bizonyitott
észrevételeket. Ezek segitségével mar bizonyisatuidjuk, hogy 128 a legnagyobb
felbonthatatlan szam. Belatjuk ugyanis a kdvetkez

Ha azn pozitiv egész szamra teljestil, hofgy+1) -té| (4n+ 35)-ig minden egész

szam edall paronként kulénbdz négyzetszamok oOsszegeként, akkor barmely
n-nél nagyobb egész szané&l a kivant médon.
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Bizonyitas

Ad abszurdum tegytk fel, hogy van olydn + 35-nél nagyobb egész szam, amely
nem all eb a megfelad modon, és legyerk ezek kozoétt a legkisebb. Legyen
k=4q+r,ahol0<r < 3. Mivel k=4n+36, ezértn+9< g< k.

Ha r =0 vagy r =1, akkor mivelk minimalis ésn+9< q< k, ezértq eléall a
kivant médon, ami (1) alapjan azt jelenti, hdgyg eball. Ez viszont ellentmondas.
Har =2, akkor k =4q+ 2= 4(qg- 2+ 1(, ésn+7< g-2< k, ami (2) alapjan azt
jelenti, hogyk eldall a kivant médon. Ismét ellentmondasra jutottunk.

Ha r =3, akkor k = 4q+3= 4(q- 8+ 35, ésn+1< q-8<k, ez az eset pedig (3)
alapjan vezet ellentmondasra.

Megjegyzés

Bizonyithatd, hogy barmelyn = 2 esetén valahonnan kezdve barmely pozitiv egész
szam edall legaldbb két kilonbdzn-edik hatvany 6sszegekeént.

1.4. Egy meglef és szép dsszefliggés

Adrien-Marie Legendre(1752-1833) ismert, egysfien bizonyithatotételékl
indulunk ki.

Ha p primszam, n pedig pozitiv egész szam, akkmimtényed#s felbontdsaban a p

hatvanykitevje:
o {ﬂHLH_n}t, |
p p p2 p3

Tetsdleges pozitiv egésm szamhoz tekintsulmén) -t, és legyeng, azn kettes

szamrendszerbeli alakjaban az 1-esek szdma. Smérkitaéhanyn értékre m;”) -t
és g, -t. Ezek 0sszegélll megkepredményt kapunk.
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n rné”) g, I’Tlén) +g,
6 4 2 6

15 11 4 15
23 19 4 23
47 42 5 47
84 81 3 84
161 | 158 3 161
492 | 486 6 492
1023| 1013| 10 1023
2011| 2002| 9 2011

Tapasztalat, sejtésm” + g, = n.
A sejtéshizonyitasa Legyenn tetsdleges, de rogzitett pozitiv egész, és legyen

kettes szamrendszerbeli alakja
n=g+aR2+a@+.+ 3,

ahol a 0{0; 3 .
Ezzel a kettes szamrendszerbeli felirassal az eggzsdefinicidja alapjan

[g}:{%+ai+azm+...+q(|:ﬁ<l}= a+all+ ..+ q02".

Altaldban, ha0<r <k , akkor

2 2
=a +a, [P+ . .+g0%"

-1

ugyanis

a,+aR+.+g P <+ 2+ .+ 2'= 2-%k 2

m” meghatarozasahoz irjuk fel egymas ala az egéskeiszés Gsszegezziink

oszloponként.
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2}=a1+2a2+22a3+...+ AR
Z_nz = a+ n+ .+ 2g
% = a+ .t 2°3
.

rab 3,

Felhasznalva, hogy+ 2+ ..+ 27" = 2 — 1, a kdvetkedt kapjuk:

m’ =a+a(1+2)+a(1+ 2+ Z)+ .+ g( ¥ 2 .+ 2=
=a(2- Z)+a2( 3- ;L+a3( 2- )L+ .i-q(( - )1:
=g, +a@+a,02+ .+302-(a+a+ .+ Q)
=n-(g+a+.+g)=n g

Ezzel belattuk ezt a cseppet sem kézerifélsszefliggést.

Il. Osztok szdma, osztOk dsszege, és a tokéletednsZogalmanak altalanositasi
lehetéségei

I1.1. Az osztok szamarol és az osztok osszeger

Jelolje d (n) azn pozitiv egész szam pozitiv osztdinak szamaSgs) azn pozitiv
oszt6inak 6sszegétl (n) és S(n) multiplikativ szamelméleti fiiggvények, azaz ha
a és b relativ prim pozitiv egészek, akkord(alb)=d(3dOd § és
S(alh= § 30% k. A multiplikativitdst felhasznalvad(n) és S(n) értéke
meghatérozhat6 azprimtényess felbontasabdl.

Ha n= p™ Of? L..Og* , akkor

| d(n)= @, +3) e, +3 .04 + 3
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ap+l a,+1

§(n)= P hpe oty (Tt
p-1 p,-1 A -1

Ha d(n) prim, akkorS(n) lehet prim is, dsszetett is. Ezt j6| mutatjak adtées
példak: Han =2, akkor d(2) =2 és S(2) =3, viszont han=7, akkor d(7) =2
ésS(7)=8.

A masik irany izgalmasabb, ugyanis konkrét példak rautatjak, hogy haS( n)

prim, akkord (n) is prim.

n [ s(n]dn)
2 3 2
4 7 3
9 13 3
16 31 5
25 31 3
2401| 2801 5

Tapasztalat, sejtéHa S(n) prim, akkord (n) is prim.
Bizonyitas

Vizsgaljuk meg dlbb, hogy milyen pozitiv egészesetén leheS( n) prim.
Ha nx>2, akkor S(n)=3, igy han-nek van legalabb két kulénb®primosztoja,
akkor a multiplikativitasbdl adodéas( n) osszetett szam. Ahhoz tehat, hogf/n)

prim legyen sziikséges, hogy= p* teljesiiljon, ahop prim, k pozitiv egész szam.
Ekkor

p-1 -
Ebhsl az alakbol nehézkesnekinik elddnteni, hogyS( n) mikor prim, ezért

kontrapozicidval bizonyitunk. A kontrapozicios big@tds az indirekt bizonyitasok
egyik formaja, amelynek logikai sémajgA - B) = (=B - = A.
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Tegyiik fel, hogyn = p* és d(n) dsszetett szam~(B). Ez azt jelenti, hogy vannak
olyan a és b 1-nél nagyobb pozitiv egészek, hogy(n)=ab. Masrészt
d(n)= d( pf)z k+1, igy

k+1=ab.
Ezzel

a\b
S(n): pk+l_1: pab_lz(p ) —1Dpa_1.
p-1 p-1 p*-1  p-1

Mivel a ésb 1-nél nagyobb pozitiv egészek, ezért a jobb ohdialdkét tényedje
1-nél nagyobb, vagyi$(n) osszetett szam~A).
Ezzel bebizonyitottuk a sejtést.

I.2. Egy kérdés az n; d(n); d(d(n)); d(d(d(n))); ... sorozatokkal

kapcsolatban

Kdzismert tétel, hogyd (n) akkor és csak akkor paratlan, maégyzetszam. Ezt is
felhasznaljuk a kovetkézérdés megvalaszolasahoz.

Mely 2-nél nem kisebb pozitiv egészszamok esetén teljesil, hogy az
n; d(n); d(d(n)); d(d(d(n)));
sorozatban nincs négyzetszam?
Megoldas:
Két megallapitas ,etsranézésre” adédik:
1. A fenti tételbl kdvetkezik, hogy ha a sorozatnak a masodik tagaddve
valamelyik tagja paratlan, akkor &zmegebz6 tag négyzetszam. Ebladodik,

hogy a masodik tagtél kezdve minden tag paros ketly legyen.

2. Han=p (p primszam), akkor a sorozat; 2; 2; 2; ..., ez pedig megfelel a
feltételnek.

Ezek utan a kérdés mar ,csak” az, hogy dsszetéthsml kezddhet-e a sorozat?
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Ehhez ebszor belatjuk, hogy az; d(n); d (d( n)) ;d (d(d( n))) ;... sorozam =3

esetén szigortan csokkerAzt kell igazolnunk, hogyd (n) <n,han=3.

Az oszté-komplementer oszté parok figyelembe vewldkonnyen adodik, hogy
d(n) <2J/n minden pozitiv egésm esetén. Han=5, akkor 2/n < n, valamint
d (3) <3,d (4) < 4. Ezzel belattuk, hogy a sorozat barmelg 3 esetén szigorian
csokker.

Mivel d(n)=2 barmelyn=2 esetén, ezért a szigort csokkeséstodik, hogy

n=3 esetén valahonnan kezdve a sorozat tagjai 2-welngik. A masodik tagtol
kezdve ez csak Ugy lehetséges, ha a& elem prim. Ez igaz barmelyik helyen
felbukkano 2-esre is, azaz a sorozatban a bal@lenél$ 2-es ebtt primszam all.
Ha balrél nézve az dis2-es ak-adik helyen talalhat6, ék >3, akkor a sorozat

(k—l) -edik tagja paratlan prim, antibaddédoan a fentiek figyelembe vételével a
(k-2)-edik tag négyzetszam. Ez viszont azt jelenti, hagynégyzetmentes

sorozatok méasodik tagja 2, élsagja pedig prim.
Osszefoglalva: Pontosan @ 2; 2; 2; ... sorozatok teljesitik a feltételt,ohtp
primszam.

11.3. A tdbbszordsen tokéletes szamokrol

Kdzismert, hogy aa pozitiv egész szanbkéletes szamha S( n):2n. Ezt a
fogalmatMersenng1588-1648) altalanositotta.

Definici6: Az n pozitiv egész szamrszorosan tokéletes szaha S( n) = ( k+1) On,
aholk pozitiv egész szam.

Példak: A 120 és a 672 kétszeresen tokéletes szamogyanis
S(120) = 3120= 36(és S(672) = 3672= 201t

A 2178540= 2080517018 1 haromszorosan tokéletes szam.
Jelolje T, ak-szorosan tokéletes szamok halmazat.

Megoldatlan problémak:

1.Az U T, halmaz véges vagy végtelen?
KON*

2. Van-e paratlan eleme az] T, halmaznak?
KON*
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Jelenleg (?k =1, 2, 3, 4,5, 6, esetére ismerlrikszorosan tokéletes szamokat.
Elemi mddon, S( n) multiplikativitasat felhasznalva bizonyithatok #@&vetkes
tételek

(1) Ha nOT, és nem oszthat6 3-mal, akkoBnOT, .

(2) Ha 3nT,_, ésn nem oszthat6 3-mal, akkornO T, _, .

(3) Ha nOT, és oszthaté 3-mal, de nem oszthato 5-tel és 9-eddkor 45n0 T, .
(4) Ha nOT,, akkor n-nek legalabb hat kilénb6# primosztéja van.

(1)-et és (4)-et bizonyitjuk itt, (2) és (3) bizdt@sa (1) bizonyitasahoz hasonléan
torténik.

Bizonyitas
(1) Mivel nOT,, ezértS(n) =3n. n és 3 relativ primek, ezért

S(3n)= 30 h=406 =43 .

(4) Han= p* Og? 0.0g" , akkor a feltétel:
o+l ar+l a +l
M i N
p-1 p-1 R-1

Osszunkn-nel:
P = (8 )71 Dpz_( ng)il e - )il =5
p -1 p,-1 p-1

A bal oldalt feltlsl becsilhetjik, ha a tényélz szamlaléinak masodik tagjat
elhagyjuk.

g P ggP g
pl_l pz_l R_l

Az egyendtlenség bal oldalanak tény@zaz {Ll} szigorian csokkeénsorozat

tagjai, ezért a szorzat akkor a legnagyobb, halsiz kedarab primet vesszik a

primek néveké sorozatabol. Az etsdt prim esetén
23l T,
124610 16
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ezértn-nek legalabb hat kiildnbéprimosztdja van.

I1.4. A ,szuperbévelkeds” (superabundant) szamokrol
Definici6: Az n pozitiv egész szarhianyos ha S( n)<2n, és bovelked, ha
2n<s(n.

Példak: Minden primhatvany hianyos, viszont a léghl kétszeresen tokéletes
szamok bvelkedk.

Definici6 (Erdds, Alaoglu, 1944) Az n pozitiv egész szasruperldvelkeds, ha

SCHER)

k
barmelyO<k < n esetén.

Példak: A 2 és a 4 szupérelked, a 3 és az 5 viszont nem az.

A témakdrrel kapcsolatos sok megoldatlan probléiggelembe véve talan kicsit
megle a kdvetkes tétet

Végtelen sok szuperbvelkeds szam van.
Bizonyitas

Legyenek an pozitiv egész szam pozitiv oszthi=1; d,; ...; d, = n. Ezzel
ahonnan

Legyen mostn = ml. Vilagos, hogy ekkor
M: i21+_1+_1+___+_1_
n amd 2 3 m

s(n)

n

Mivel a harmonikus sor divergens, ezért } sorozat nem korlatos feldlr

Ebhsl viszont kdvetkezik, hogy a sorozatnak végtelek @gan tagja van, amely az
Ossze$t megebz6 tagndl nagyobb, azaz végtelen sok szupetkeds szam van.
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