Kistérséqgi tehetséggondozas

A pillangététel és mas mesék
(az elemi geometria néhany szép tétele és feladata)
Bir6 Balint, Eger

1. Bevezetés

Az aladbbiakban szerapltételeket és feladatokat két téma koré csopojtiésiaz
egyik az elemi geometria Ugynevezett pillangétételemasik a haromszégek
oldalfele® pontjaira szimmetrikusan elhelyezkeghontokbdl all6 haromszdgek
tertletének egyebtége. A két témakort néhany szép feladat segiteégégze is
kapcsoljuk. A feladatok és tételek mindegyike tathgatd kdzépiskolaban a tanitasi
oran, vagy szakkoron.

2. A Haruki-lemma

LegyenAB ésCD ugyanannak a kérnek két, nem métbzirja, és legyen & ésD
pontokat nem tartalmaz&B iv egy pontjaP. Messe &C ésPD szakasz aAB hurt

rendre aZ£ ésF pontokban. A Haruki-lemma allitasa szerint—'r?fz'lz'aéE hanyados

értéke nem fiigg B pont helyzetéi.
A lemma bizonyitdsahoz tekintsik az 1. abrat, aerelyegszerkesztettikRED
haromszogk, korilirt korét is. Utobbi kor aAB hur egyenesét@ pontban metszi.

AELBF =BG, masrészt

Két dsszefiiggést fogunk bizonyitani, egyrészt bagy

azt, hogy 88G szakasz hossza allandé, ez aketyittesen igazolja allitasunkat.
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Bir6é Balint: A pillangététel és mas mesék

1. dbra

Az F ponton keresztul &,; korben azAB és PD hir halad, ezek darabjainak
szorzata egye6) azaz

(1) AF[BF= PF[DF.

A k, korben, ugyancsak & ponton keresztil, aEG ésPD hur halad, a hirok
darabjainak szorzata itt is egyéniehat

(2) EF[IGF= PF[DF.
Az (1) és (2) osszefuggések jobb oldala egyeetért egyewk a bal oldalak is, és
v (3) AF[BF = EFIGF.
Mivel AF = AE+ EF ésGF = BF+ BG, ezért (3)-bdl élbb
(AE+ EF)BF= EF[{ BF+ BQ,

a miveletek elvégzése és rendezés utdt BF = EFOBG, innen pedig
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Kistérséqgi tehetséggondozas

AE[BF _
EF

(4) BG

kovetkezik. ACD szakasznak &,; korben aP pontbol mért latoszogét az abran

r-vel jeldltiik, ennek a szégnek a nagysaga a keségek tétele alapjanRapont
mozgasa kdézben nem valtozik.

Ugyanakkor EPDO = 77 a k, kdrben is keruleti sz6g, ezéBGDO = 77. Ha figye-
lembe vesszilk még azt a tényt, hogy @ont mozgasa kdzben BBGO sem
valtozik, akkor kijelenthetjik, hogy BBG haromszdg szdgeinek nagysaga allandé,

és mivel aBD szakasz allandé hosszisagu, ezédB& haromszoBG oldalanak
hossza is allandé.

Ezt a megallapitast (4)-gyel 6sszevetve a Harukibét igazoltuk.

3. A Haruki-lemma kiterjesztése

Az elsz6ekben bizonyitott Haruki-lemma a feltételek megtsat mellett kiterjeszt-
het (2. abra).

Adottak egy kérben az egymast nem mgtdB ésCD harok. Legyen & ésD

pontokat nem tartalmaz&B iv egy valtozd pontjaP , legyen tovabba BRC ésAB

illetve a PD és AB szakaszok metszéspontja rendfeés F. Ekkor fennall a
kdvetked két egyeriiség:

AE[BF _ ACOBD

5

®) EF CD

®) AF[BE _ ADCBC
EF CD
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Bir6é Balint: A pillangététel és mas mesék

2. abra

4. A Ptolemaiosz-tétel, mint a Haruki-lemma kovetkezmgye:

ACIBD

A Haruki-lemma kiterjesztésének bizonyitasa soathatd, hogyBG = b

AD[IBC

illetve AG= . Nyilvanval6, hogy AG- BG= AB, igy az ebz6 két kifeje-

zésll azt kapjuk, hogyAD 'BC__ACUBD_ AB, innenCD-vel val6 szorzassal és

CD CD
rendezéssel adddik, hogphD[BC= ACOBD+ ABICL, ez pedig éppen a Ptole-

maiosz-tétel allitasa.

5. A pillangététel:

Az angol nyel [2] szakirodalom szerint ezt a tételt William GgerHorner angol
matematikus 1815-ben bizonyitotta. Ugyanez a foaé®l is beszamol, hogy
William Wallace skét matematikus csaladi hagyatékalalaltak egy 18058b
szarmaz6 bizonyitast a tételre. Utébbi alapjarapdtnyilag a tétel felfedégnek
William Wallace-t tekinthetjuk.
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Kistérséqgi tehetséggondozas

A tétel a kdvetkeidképpen sz4l (nagyrészt megtartjuk Wallace eredgtigseit):
legyen ak kor egy hurjaCD, aCD hur feledpontjaK. A k kér EF ésGH (kulénbo-
z8) hurjai aK pontban metszik egymast, &G és CD, illetve HF ésCD hurok
metszéspontja rendhd ésL. Ekkor KM =KL .

a) William Wallace bizonyitasa 1805-lél: jeléléseink a 3. abran lathaték.

3. abra

A 3. bran parhuzamost huztunkB@ szakasszal az ponton keresztill, ez az
EF egyenest &, a GH egyenest & pontban metszi (ez a két metszéspont
mindenképpen létrejon & F; G; H pontok felvétele miatt). Ekkor egyrészt a
kerlleti sz6gek tétele miattkakdérben EGHO = EFHO = y, masrésztEGQ

€s GQPO valtészdgek, tehat egyéhl azazEGQ = GQR1= KQPI=y.
Az F ésQ pontok aHP egyenes ugyanazon oldalan vannak, valamift ézQ

pontokbol aHP szakasz azonos nagysagu szogben latszik, etértPaF; Q
pontok aHP szakasz folé rajzoly szodi latoszogkoriv pontjai, tehat az abran

k, -gyel jelolt korre illeszkednek, és igiPFQ harnégyszog.
A k; korben ai ponton atmed hurok darabjainak szorzata egyerdzeért:

(7) LQOLP=LHLLF.
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A megfeleb szogek egyefibége miatt MG ésKLQ haromszdgek hasonlok,
eblbl a megfeled oldalak aranyanak egyésiége alapjén% =:f—(|5 adodik.
Ugyancsak a megfelelszogek egyeriségéldl kovetkezik, hogy aKEM és
KPL haromszdgek is hasonlok, ez £ =&.
ME LP

A kapott két aranyt sszeszorozva és (7)-et figgbkevéve kapjuk, hogy:

KM? _ KL®> _ KL?
MGIME LQIOLP LHOLF’

(8)

Ugyanakkor & kérben azvl ponton atmei hlrok darabjainak szorzata egyen-
16, igy MGIME = MCLMD, de ak kérben az. ponton atmet hlrok darabjai-
nak szorzata is egyéhlés ezéri H [LF = LD[LC.

A kapott 6sszefiiggéseket (8)-cal 6sszevetve adddik

KM2  KL?

(9) = .
MCIMD _ LDLLC

Vizsgaljuk most aCK? - KM ? kifejezést!

Egy algebrai azonossag alapj@iK?* - KM ? = (CK - KM) [{CK+ KM) .

Mivel azonban CK-KM =MC és CK+KM =DK+KM =MD, igy
CK?-KM?=MCIMD.
HasonloképperDK? - KL? = (DK - KL)[{DK +KL),

és mivel DK —KL = LD , tovabb&aDK + KL =CK + KL = LC,
ezértDK2-KL2=LD[LC.

Helyettesitsiik a kapott 6sszefliggéseket (9)-be:

KM2  KL?
CKZ-KM? DK2-KL?’

(10)

2 _ 2 2 _ 112
(10)-ben a két oldal reciprokai is egy@&nl igy CKZ-KM” _DKZ-KL

KMZ K2
2 2 2 2

azaz CK2 -1= DK2 -1, eblsl pedig CK2 = DK2 kovetkezik. Mivel
KM KL KM KL
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1 1 . . .

azonban CK =DK, ezért =——, ez pedig azt jelenti, hogy
KM?2 KL

KM?2 = KL?, tehatKM = KL .

Ezzel a pillang6tétel Wallace-féle bizonyitasatefpeftik.

b) A Coxeter-Greitzer-féle bizonyitas vazlata:

A [2] szakirodalom sok bizonyitast tartalmaz a gitjotételre (a Wallace-
bizonyitdssal egyiitt 21 bizonyitas), ezek koziil eagik legegyszdibb a
Coxeter és Greitzer altal adott bizonyitas (4. abra

\ .
E ,
\

4, abra

A 4. dbra KMX,; és KLY, hasonlé héromszégéﬁiblzﬁ, az ugyancsak
Yy %

hasonl6 KMX, és KLY, haromszogekil pedig X=% adedik. A megfeld
y ¥
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szogek egyetibége miatt azMEX; és LHY,, illetve MGX, és LFY,

haromszdégek is hasonlék, ezgétu =E , illetve % = M& .
Y2 /1

2
A kapott <'jsszerggése<1§<IbX—2 =4 E—Q =4 [—lé = ME E—I@ kovetkezik.

y° % Y2 Y v LH LF
A k korben azM ponton atmet hurok darabjainak szorzata egygnigy
ME[MG = MCIOMD, ugyanakkor azL ponton &tme&i hdrok darabjainak
szorzata is egyey ezértLH [LF = LD [LC .

2
Ebbol azt kapjuk, hogyx—2 =M . Bevezetve &K = DK = a jeldlést, az
y LDOLC

2 - 2_ 2
elézd képlet alapjénx_zz (a X)Eﬂa+ X) _a-X

= adodik (nyilvanvalo,
V¥ (a-y)ary) ai-y w

hogy a# ty).
x? _at-x

Az —=— 7 egyenbségben elvégezve a ineleteket, rendezés és
y- a-

egyszetisités utan azt kapjuk, hogy? = y?. Az x ésy pozitiv szamokra nézve
ez azt jelenti, hogwk = y, azazKM = KL, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

Bizonyitas a Haruki-lemma felhasznalasaval

Ez a bizonyitas az &6eknél Iényegesen révidebb. Az egysiség kedvéért itt
is megtartjuk az eddigi jel6léseket (5. abra).
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5. abra

Az E ésH pontok megfelelnek a Haruki-lemmaban szefeglltoz6 pont (az 1.

abran aP pont) két helyzetének. Felirhaté tehat, ho(g\'yMKl\ilﬂ= CT(EDL,

ugyanakkor a feltétel miatbK = CK , ezért fennall % :% egyenbség.

Adjunk mindkeét oldalhoz 1-et!

Ezzel SM 412l 270, M KM _ DLYKL "yl oM+ KM = cK
K KM
és DL+KL=DK, ezérti—;:%. Ebl az dsszefliggésb DK =CK

felhasznélésévali=—1, innen pedig KM =KL, és ezt akartuk
KM KL

bizonyitani.

Megjegyzések:

a) a KM =KL 0Osszefuiggésih az is adddik, hogyMC = LD és MD =LC.
Az M és L pontokon atmeh harok szorzata allandd, ezért
MCMD = MELMG, illetve LDILC=LHLF, ez pedigMC =LD és
MD =LC alapjan azt jelenti, hogyME[MG = LH[LF, vagyis a nem
mets® EG ésHF hdrok darabjainak szorzata egyenl
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b) Wallace bizonyitdsanak végén taldlhaté egy nggggEs, amelyben a
kovetkest allitja: a pillango6tétel egy, az 6sszes kupsreletonatkoz6
allitas specidlis esete. Eszerint, A egy kupszelet valamelyik atntge,
és egy erre mélegesCD egyenes eZ-ban metszi, valamint &2F ésGH
harok ugyancsak-ban metszik egymast, tovabEé ésCD, illetve HF és
CD metszéspontja rendr®l és L, akkor KM =KL . Wallace ebben a
megjegyzésében a klpszelet atj@nr a kipszelet valamelyik szimmetria-
tengelyének egyenesét érti, ezekre az esetekrdlamgditétel analitikus
geometriai eszktzokkel igazolhat6. Ha &altalanosabbakipszeletAB
atmébjének a kipszelet kbzéppontjan atihegyenest tekintlink, akkor ki
kell egésziteniink a Wallace altal megadott feksdiet azzal, hogK nem
az AB és CD egyenesek (ezek nitdegességének feltételét megtartva)
metszéspontja, hanekha CD szakasz felggpontja. A pillangotétel ezzel a
kiegészitéssel is teljesdl.

6. A pillangotétel kiterjesztése

A korre vonatkoz6 pillangététel kiterjeszthieblyan esetekre, amikor az egyéb

. CK m
feltételek megtartasa mellett az teljesil, ho =— ([(mnON"). Ha
g j = | )
bevezetjik aCD = h jelolést, akkorCK =— " [h és DK =— ' [h. A 4. abra
m+n m+n
x> _ MCIMD

jeléléseit és a bizonyitas médszerét alkalmazviahfjuk, hogy—z— .
y LDOC

Mivel MC =CK-x, és MD =DK +Xx, valamint LD=DK -y és LC=CK+y.

Ezzel
, - x|— e
x° _\m+n nm+ n
2_ i
y " -y g che j
(m+n y)tém+ n y

ahonnan a fiveletek elvégzése, rendezés és egyistis utan

m2—n2:h 1—_1
mCh y X
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kovetkezik. Ez tekinthéta pillangététel egyféle kiterjesztésének, histenm= n,
azazK aCD szakasz feldpontja, akkor az 6sszefliggésben a bal oldal énékses,

igy a jobb oldal is zérus, ez pedig pontosan dehfe hogyl zé, vagyisx=y.
y X

7. A pillango6tétellel 6sszefligf néhany feladat

a) Legyen azAB atmébju k; kor egy, azA ésB pontoktdl kiilénboé tetsdleges

pontjaC. Bocsassunk mélegest aC pontb6élAB-re, a metleges talppontj.
A C kozéppontu,CK sugaruk, kor a k; kort azE ésH pontokban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy aZH egyenes felezi &K szakaszt!

Bizonyitas:jeléléseink a 6. abran lathatok.

50



Bir6é Balint: A pillangététel és mas mesék

Az E ésH pontokatK-val 6sszekotve &; kor F ésG pontjait kapjuk. AzAB
atmévre meblegesCK egyenesnek &; korrel valé masodik metszésponba

azEH ésCK, valamint aZ=G ésDK szakaszok metszéspontjai renifrésL. A
CD szakasz felépontja nyilvanvald, hogyK, ez pedig azt jelenti, hogy
alkalmazhatjuk a pillangotételt, azdaM = KL . A kerlileti szogek tétele miatt
a k, kérben EFGO = EHGI = ECGl =a, tovabbaHEFO = HGFO = 3. A
k, korben a kdzépponti és kerlleti szogek 6sszefigggéatt ECKDO =2a,
mivel azonbanECGL = a, ezért &£G szakasz felezi aECK -et.

A k, kor CE ésCH sugarai nyilvan egyefilhosszuak, de ezek a sugarak;a
kdrnek hurjai, ezér€CGE = CGH = .

A CEG ésCKG haromszégekben@G szakasz kdzos, az ezen az oldalon dekv
két-két szog az ékoek szerint egyefi| igy a két haromszog egybevago, @bb
pedig EG = KG kovetkezik (az is kdnnyen belathaté, hogg memlegesen
felezi azEK szakaszt).

A Kk, korben HEKDO = 3, ez a szbg a&lK hirhoz tartozik, ugyanehhez a
harhoz tartozik aHKBO érintdszaru kerileti szdg is, ez&tKBO = 3, illetve,
mivel HKBO és GKAD csucsszogek, ezeBKAD = S is teljesdl.

Utobbibdl az is kovetkezik, hogKLO =90° - 3, igy GLKO =90° , azazGF
memlegesen metszi @D szakaszt ak pontban.

Mivel a k; korben az ébbiek szerint &G hdr felezi azECKDO = ECD -et,
ezért DCGO = a, tehat a kerlleti szogek tétele szerDFG =a is igaz,
ezért aDFL derékszot) haromszogbeFLO = a teljesl.

A DFL ésKFL derékszdg haromszégekben &z szakasz kdzos befogo, az
ezen az oldalon fekv megfeleb szogek egyetik, ezért a két haromszég

egybevagl. Ez azt is jelenti, hoggL = LD, azaz azL pont felezi aKD
szakaszt.

A pillangotétel szerintKM = KL , mivel azonbanCK = DK, ezértLD = MC,
eblbl pedig azonnal kdvetkezik, hogWiIC = LD = KL = KM , tehat azvi pont
valéban felezi &£K szakaszt, ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.

Megjegyzés a feladat eredménye azt is jelenti, hogyCapont egyes
helyzeteihez tartozf; K; L pontok aCD szakasz negyedsgdontjai.
Ha aC pont befutja a teljek; kort, akkor a megfelél M, illetve L pontok

mértani helye egy olyan ellipszis, amelyjka korbol |/l| =% aranyu mejleges

affinitassal edallithato.
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b) Legyen azAB atmébjii k; kor egy, azA ésB pontoktol kilonboé tetsBleges
pontjaC. Bocsassunk mélegest aC pontbh6lAB-re, a mebleges talppontj&.
A C kozéppontuCK sugaruk, kor ak, kort azE ésH pontokban metszi. Az
EH és CK szakaszok metszéspontjf, a CA és EH, valamint aCB és EH
szakaszok metszéspontjai rendrésY.
Bizonyitsuk be, hogyMX = M Y'!

Bizonyitas:jeldléseink a 7. abran lathatok.

7. dbra

A Thalész-tétel miatt aABC haromsz6g derékszhgamelyben ACB =90°.
A BACO=ag és az ABCO=pf jeldléssel a+3=90°. Eblsl azonnal
kovetkezik, hogyBCKO =¢a .

A Kk kor kdzéppontjaD, ezért OE= OC= OH= R, a k, kor kdzéppontjaC,
ésigyCE=CH=r.

Eszerint aCEOH négyszog deltoid, ez pedig azt jelenti, hogy@szakasz &
pontban meflegesen metszi é&H egyenest.
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Az OAC haromszdg nyilvanval6an egyérdzari, ezértACO0 = a, igy aCXZ
derékszog hdromszogben az + 8 =90° Osszefiggés miattXzZO = 3. Az

XYC haromszdg is deréksziigezért XYCO =a . Ez azt jelenti, hogy &YM
haromszdg egyeéilszart, azaaMC = MY . Az ACK derékszot) haromszdgben
pedig ACKO = XCMO = 3, tehat azXCM haromszdg is egyshliszara, ezért
MC = MX. A szakaszok egyefdégének tranzitiv tulajdonsaga miatt &bb
azonnal adddik, hogX = MY, és ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzésekaz MX = MY = MC= MK egyenbségek miatiXKYCnégyszdg
téglalap. A 7. abra alapjan lathatjuk, hogy ABYX négysz6g hirnégyszdg,
hiszen BAXO + BYX] =a +180 —a = 180. Az ABYX hudrnégyszdg kortilirt

korének (ez a kor a 8. abrdq) kozéppontjato, -gyel, sugaratp -val jeldlve
és az diz6 jeldléseket megtartva bizonyithatjuk, hogy @MCO, illetve
O, KMO  négyszdgek parallelogrammak, tovabba igazolhatjul
4R? + 1% = 4p?, ésO,C* + O K? = 2p? dsszefiiggéseket.

A bizonyitas a 8. abra alapjan kdnnyen elvégeégzheszen az éizéek szerint a
CO szakasz méteges azEH egyenesre, af,M pedig meslegesen felezi a
ks kor XY hdrjat (itt kihasznaltuk, hogyMX = MY), tehat CO és MO
parhuzamosak. AAB szakasz ak;, és k; korok kozods hurja, ezéroQ
melegesAB-re, ugyanakkolCM egyenese is mélegesAB-re, igy OQ, és
CM is parhuzamosak. Ez éppen azt jelenti, hagCO parallelogramma,
mivel azonban az a) feladat szeri@M = KM , ezért O, KMO is paralle-
logramma. Az dsszefliggések bizonyitasat az olvdsarak.
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8. abra

Legyen azAB atménjii k; kor egy, azA ésB pontoktdl killdnboé tetsdleges
pontjaC Bocsassunk mélegest aC pontb6lAB-re, a metleges talppontj&.

A C kdzéppontuCK sugarik, kor ak; kort azk ésH pontokban metszi. £
pontbdl azEH; EK éskKH egyenesekre bocsatott rilegesek talppontjai rendre
P; Q ésR.

Bizonyitsuk be, hogyc%e: g [CK!
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Bizonyitas:a feladat feltételei azonosak az a) feladat felikdtel, ezért a 6.
abrat modositjuk (9. abra).

9. bra

Legyen az egyszéség kedvéérCE= CH = CK=r.

A ECQderékszdf haromszoégbeECQ = a , ezértCQ = rl¢osa .

A Kk, korben aHK hirhoz tartozé keriileti sz6$1lEKO = 8, ugyanehhez a
hdrhoz HCKO =28 kdzépponti szdg tartozik. AICK egyenbszard harom-

szbgben &CR magassag felezi WK alapot, és igy felezi &{lCKO szdget, és
ezért HCRO = . EbbBl azt kapjuk, hogy a&CR derékszdg hdromszdgben

CR=rl¢osf.
A k korben CGED = CHH] =y, igy a CHP derékszd§ haromszdgben
CP=r8iny.

A bizonyitand6 allitds eszerint egyenétiék w=—% , vagy
rsiny 2
egyszelisités utan acosa_ﬂ = —2“- egyenbséggel, ezt fogjuk igazolni.
siny
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Az FGQ derékszo haromszoghl a+B+y=90°, igy y=90°-(a+p),

vagyis siny = sin[ 90 —(a +ﬁ)} , egy trigonometrikus azonossag alapjan

pedig siny = coa + ).

A bizonyitandé allitas tehé&w =, az addicios tétel alkalmazasaval
cosla+p) 2

cosa [cods _c
cosa [cogB — simr O si

Kénnyen belathatdé, hogyr és B hegyesszdgek, ezértosa (o3 # (,
eszerint
cosa [cogl3 _ 1
cosa Ico3 - simOsif  dtgadgB

Mivel a KFL derékszoty haromszdgben &L :L, ezérttga =2 -1 ,
2 LF 20F
r
iletve a KGL derékszd§ haromszdgben tg,B=L= ' Ebsl
LG 206G
2
tga Eﬂgﬂzr—. A k; korben azL ponton atmet hdrok darabjainak
40LFOG
szorzata egyel azaz LF LG =LD[LC, eblbl pedig az kdvetkezik, hogy
2
tga Eﬂgﬂzr—. Az a) feladat eredménye szerinb = ¢sLc -3 ,
40D0C 2 2
azaz
tga gp = r® -1
ad 3
2 2
Ezzel
1 _ 1 _3
1-tgaligs ,_1 2’

ez pedig a bizonyitandé allitassal ekvivalens.
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d) Az ABChegyesszdgharomszdgben BC szakasz, mint atmé&ifolé irtk kor az
AC ésAB oldalakat rendre ® ésE pontokban metszi, BC oldal felepontja
F. Az AF ésDE szakaszok metszéspontj, az M meileges vetilete 8C
egyenesérN, az AN és DE szakaszok metszéspontfa Rajzoljuk meg aP
ponton keresztlil 8BP és CP egyeneseket, ezek la kort rendreG és H
pontokban metszik, végil BH és DE, valamint aCG és DE szakaszok
metszéspontja rendkeésL. Bizonyitsuk be, hogyPK = PL!

El6sz6r megemlitlink egy vietnami feladat otlétédzarmazo (az eredeti feladat
szerdje Nguyen Minh Ha) geometriai problémat, ezutdnesgdeti feladat
bizonyitdsa mar nagyon egysizégsz.

A vietnami geometriai feladat nagyon szép, és a&k@bképpen szol:

e) A hegyesszdifj ABC haromszodB ésC csucsaibdl indulé magassagainak talp-
pontja azAC, illetve AB oldalon rendreD ésE, aBC oldal feledpontjaF. Az
AF ésDE szakaszok metszéspontjat jeldle azM pontnak éBC szakaszra és
memdleges vetileté.
Bizonyitsuk be, hogy a&N ésDE szakasz metszéspontja feleD & szakaszt!

Bizonyitas:a megoldas a 10. abra alapjan kdnnyen elvég&zbsak azt kell
megmutatni, hogy BE szakasR felezpontja és a feladatban szekgmz AN
ésDE szakaszolP metszéspontja azonos.

57



Kistérséqgi tehetséggondozas

58

A d) feladat megoldasa ezutan mar valéban nagygszeg (11. abra).

11. 4bra

Az elbz6 feladat eredménye alapjarDdc szakasz feld@pontjaP, ak kér BH,
CG ésDE hdrjaira alkalmazhatjuk a pillang6tételt, és ez2&l = PL.

A haromszog oldalfeled pontjaira szimmetrikus pontok haromszogeinek
terllete

Az ABC haromszdg oldalait pozitiv koriljarasi irany smerkorbejarjuk és
sorban megjeldljuk 8C oldalon azA és A,, aCAoldalon aB; és B, , végul
azAB oldalon aC, ésC, bels) pontokat Ugy, hogy a kdrbejaras iranya szerint
minden oldalon a kisebb sorszamua pont kévetkezikkel A kapott pontparok
mindegyike az adott oldal felégontjara szimmetrikusan helyezkedik el.
Bizonyitsuk be, hogy a#&\ B,C, és A,B,C, haromszdgek egyahteruletiek!
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b)

d)

12. dbra

A bizonyitas a 12. abra alapjan (haromszégek teniflayanak felirasaval)
elvégezhet, ezen a helyen nem részletezziik.

Megjegyzéskdnnyen igazolhat6, hogy a feladat allitasa alk&agaz, ha azA

és A, a B, ésB,, illetve a C; és C, pontok az adott oldalaknak nem Hels

pontjai. Az allitas igazolhatdo a haromszogek trigoetrikus teriletképletével
is.

Megemlitink néhany feladatot, amelyet az a) feladedménye alapjan
kénnyen megoldhatunk.

Az ABC haromszdg beirt kérének BC; CA és AB oldalakon leé érintési
pontjai rendreD; E; F, a hozzairt kbroknek BC; CA és AB oldalakon lew
érintési pontjai pedig rendr€; H; I. Bizonyitsuk be, hogy ®EF és GHI
haromszdégek terllete egyéhl

Az ABCharomsz0dBC, CA ésAB oldalakhoz hozzairt korei rendig; k,; k;. A
BC oldal egyenesének &, és k; korokkel valé érintési pontjai rendrd, és
A;. Hasonl6képpen kapjuk @A oldal egyenesén &8, és B;, az AB oldal
egyenesén aC, és C, pontokat. Bizonyitsuk be, hogy a#,B;C, és az
A;B,C, haromszogek teriilete egyéhl

Az ABC haromszog korilirt korének atnége a B P, szakasz. AR ponthoz
tartoz6 Simson-Wallace-egyenesB&; CA; AB oldalegyeneseket rendre az
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X.; Y Z, pontokban metszi. Hasonléképpen kapjukPa ponthoz tartozé
Simson-Wallace-egyenes éBg&; CA; AB oldalegyenesek metszéspontjaiként
rendre azX,;Y,; Z, pontokat. Bizonyitsuk be, hogy aX,Y, 7 és X,Y,Z,
haromszdégek terllete egyéhl

A b) és c) feladatokban a beirt és hozzairt kéridkhdzott ériniszakaszok
egyenbségét, a d) feladatban pedig azt a tételt haszijdith@@l, hogy ha egy
kor egy atméijének két végpontjabdl méegest bocsatunk a kér egy hdrjara,
akkor a metlegesek talppontjai a megfadehirvégpontokkal egyitt a har
felezspontjara szimmetrikusan elhelyezkeszakaszokat alkotnak. Mindharom
feladat arra vezet, hogy a kérdéses haromszogekaisiz egyes oldalakon az
oldalfele® pontokra szimmetrikusan helyezkednek el, ezéala)jan a harom-
szOgek teriilete valdban egyénl

A b), c) és d) feladatoknak nincsen ismert kapdaok pillangotétellel. A
kovetked két feladat viszont Osszefiiggést mutat a pillagigbes a haromszdg
oldalfele® pontjaira szimmetrikusan elhelyezkecpontok haromszdgeinek
terlilete (vagyis az a) feladat) kdzott.

e) Legyenek azABC haromszogBC; CA, AB oldalainak feleépontjai rendre
A B G
Az AB, egyenesnek a haromszog korulirt kdrével valoé résmantjaiC, és
C; (C,a B pontot nem tartalmaz&C koriven van), aB,C, egyenesnek a
kordlirt korrel valé metszéspontjah, és A; (A, aC pontot nem tartalmazé
AB iven van), végul aC; A egyenesnek a korlirt korrel valdé metszéspontjai
B, és B; (B,az A pontot nem tartalmazBC koriven van). Legyen tovabba
AB,n AB= C,, illetve A;B;n AB= G, valamint B,C,n BC= A, és
B,C;n BC= A, végul C,A, n CA= B,, illetve C;A; n CA= B,. Bizonyitsuk
be, hogy azA, B, C, és Ay B; C; haromszogek teriilete egyéhl

f) Legyenek azABC haromszdg oldalainak felégontjai rendre A; B;; C,, az
ABC haromszog korulirt korének tetdeges pontjaP. Kdssik 6ssze azy

ponttal aP ésA pontokat, az igy kapott egyeneseknek a korrel waddodik
metszéspontjai rendre a&, és A, pont. Legyen tovdbb&A n BC= A és

PA n BC= A. Hasonl6képpen kapjuk@A ésAB oldalegyeneseken B,; B,
és C,; C, pontokat. Bizonyitsuk be, hogy a#&, B, C, és A B, C, harom-
szdgek terulete egyeill
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14. dbra
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Az e) és az f) feladatok megoldasa ugyanazon anedlapul (13. és 14. abra).
Mindkét esetben a pillangdtétel alkalmazhatd, ensegitségével belathato,
hogy az A;; A, a B,; B, illetve a C,; C; pontok a megfelél oldalak feles-
pontjaira szimmetrikusan elhelyezkedontparok, igy az a) feladat eredményé-
re valo hivatkozassal a megadott haromszdgek térid& egyeriisége igazol-
hato.

Megjegyzend az f) feladat egymassal is 6sszeftiggt érdekessége:
(1) az A,; B,; C,, valamint azA; B;; C, pontok egy egyenesre illeszkednek,

(2) az A;; B;; G, pontok egyenesére illeszkedik ABC haromszogs sulypont-
ja.

Végul bizonyitds nélkil megemlitjilk a targyalt téke (pillangotétel és a
haromszdgek oldalfelézpontjaira szimmetrikusan elhelyezkegontok) egy
érdekes kiterjesztését (15. abra):

15. abra

A 15. abran aABCD hurnégyszog megfelebldalainak feleépontjai rendrek;
F; G; H.
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Ezutan példaul aZAB oldalon ugy kaptuk azE, pontot, hogy aC pontot
Osszekotottik ag-vel, az igy kapott egyenesnek a hirnégyszog kbkirével
valé masodik metszéspontjat pefigvel.

Hasonléan szerkesztettik meg & pontot azAB oldalon, tovabba &8C
oldalon azF;; F,, aCD oldalon aG;; G,, végil aDA oldalon aH,; H, ponto-

kat. Vilagos, hogy a jelzett pontok a megféleldal feledpontjara szimmetri-
kus pontok.

A kiterjesztés azt allitja, hogy && F,G,H, és azE,F,G,H, négyszdgek terule-
te egyend.
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