Kistérségi tehetséggondozas

Algoritmusok
Erdds Gabor, Nagykanizsa

Tesztversenyeken és un. indoklds versenyeken egygyakran talalkozunk olyan
feladatokkal, amelyekben egy kéadlapotbdl [épések egymasutanja nyoman jutunk
el egy végallapotba. Ezek leggyakrabban jatékoleldetnek mas folyamatok, algo-
ritmusok is. Az ilyen jellef feladatok megoldasa soran hasznalhaté eszkozoket,
maédszereket, trikkdket mutatatjuk be afadhson. A cikkben leirt feladatok nagy
része a 2012. évi Kenguru-versenyen szerepelt. Mzeatkézileg hasznalt feladat-
sorban csak az éldeladat, a tovabbi feladatok csak nalunk, illetegtékre kerul-

nek olyan feladatok is, amelyek a versenyen nemepetiek. De nézzik &zor az
Otletad6 problémat, ami az 5-6. osztalyosok versealy 28. feladata volt.

Feladat:

oldali tablan. Kezdetben az A pontban all a kengé@siminden g
Iépésben a jaték menefétiiggden valamelyik szomszédos ez B D
re [ép. Ha a D jef medre érkezik, a jaték véget ér. Hanyféle \m
olyan jatékmenet képzeldadl, amely éppen 13 [épe&slall? ©

Az Ugorj, kenguru! ne¥jatékban egy kengurubabu ugral a jobb (@

Megoldas:

Az els ugras csak 8-re torténhet. A masodik ugrasnal 2 léfség vanA ésC.
Mindegy melyikre ugrik, a 3. ugras mindenképperkdae torténhet ismét. Aztan
a negyedikre megint 2 lelésg vanA ésC, és igy tovabb. A péaratlan sorszamu
ugrasok soran — az utolsé ugrasttet mindig aB-re kell ugrani, mig a paros sor-
szamu ugrasok soran mindig 2 lefsglg vanA ésC. Végll a 13. ugras soran, akar
A-n van ebtte, akarC-n, onnan @-re kell ugrania. Mivel hat paros sorszamu ugras-
ra kerll sor, igy hat esetben donthet kétféleképpemat a lehéségek szama
2° = 64.
Tovéabbi kérdéseket is fel lehet tenni. Mennyi asalrisége, hogy 13 1épés utan ér
véget az ugralas? Mivel mind a 13 Iépés soran lgétfgorhat a kenguru, az 6sszes
6

esetek szama'?, igy a keresett valészﬁségz— S
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Erdés Gabor: Algoritmusok

Tovabbi kérdések: Hanyféle olyan Iépéssorozat Képteel, amin Iépés utan ér
véget? Han paros, akkor nincs ilyen Iépéssorozat, ha paratkkor azn=2k+1
lépéslisl allo Iépéssorozatok szangX .

Feladat:

Az Ugorj, kenguru! ne¥jatékban egy kengurubabu ugral a jobb
oldali tablan. Kezdetben az A pontban all a kengési minden
Iépésben a jaték menetétiiggsen valamelyik szomszédos ez
re ugrik. Ha az F jef medzre érkezik, a jaték véget ér. Hanyféle (€
olyan jatékmenet képzelldetl, amely éppen 13 1épeslall? D
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Megoldas:

Az els ugras utan 8-n lesz, a 3. ugras utanBan vagy aD-n, és egészen a 11.
ugrasig minden paratlan sorszamu ugras utan szentét pont valamelyikén lesz.
Mindkét pontrdl 3-féleképpen ugorhat tovabbB-asl BAB, BCB ésBCD, a D-rél
pedigDED, DCD ésDCB a lehetséges ugrassorozatok. Amikor tehat dzugjsas-
sal aB-re ér, 3-féle ugrassorozat all rendelkezésérdyadmelyiket valasztja, végil
a 3. ugrasbam-re vagyD-re ér. Innen megint 3-féle mddon juthat az 5. sggh
B-re vagyD-re, aztan ugyanez igaz a 7., 9. és 11. ugras BtémivagyD-re érke-
zésre. Ez azt jelenti, hogy edd8] = 243 mddon torténhetett az ugralas. Ha a 11.
ugrassal 8-re ért, akkor innen két ugrassal/n at tud csak ag-re érni, ha pedig

a D-re érkezett, akkor csak @&n keresztll, azaz itt mar egyértélmmerre kell
ugrania.

Itt is megkérdezhetjiik, hogy hany olyan Iépéssdrképzelhei el, amin I[épés utan

ér véget. Természetesen itt is azt mondhatjuk, hesgk paratlam-re van ilyen
Iépéssorozat. Han = 2k+1=> 3, akkor a fenti gondolatmenet alapjan a lehetséges

lépéssorozatok szan8 ™. Ha pedign =1, akkor nyilvan 1 lehéség van, az, hogy
régton az pontba lép.
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Feladat:

Az Ugorj, kenguru! ne¥jatékban egy kengurubabu ugral a jobb
oldali tablan. Kezdetben az A pontban all a kengé@siminden
Iépésben a jaték menefétiiggden valamelyik szomszédos ez
re ugrik. Ha az E jel mezre érkezik, a jaték véget ér. Hanyféle
olyan jatékmenet képzeldadl, amely éppen 14 [épeslall?

Megoldas:

Az els ugras utan biztosanBapontban lesz. Mivel nem kertlhet a 14. ugrést elz
E pontra, igy minden péaratlan ugras utdB sagy aD pontban kell lennie. Ahhoz,
hogy végil azE-re jusson, a 13. ugras utarDapontban kell lennie. A pontra
mindig kétféleképpen juthat B pontrol BAB ésBCB utvonalon), illetve egyféle-
képpen aD-rél (DCB utvonalon) két ugrassal. Vagyis ha tudjuk, hogjalkany
ugras utan hanyféleképpen juthatoB,alletve D pontra, akkor az ébbi kétszere-
séhez utdbbit hozzdadva megtudjuk, hanyféleképuthatj ketbvel tobb ugrassal a
B pontra. Hasonl6an végiggondolhatd, hogp @ontra aD-bél is egyféleképpen
(DCD) és aB-bol is egyféleképpenBCD) lehet eljutni két ugrassal. Ha(n) -nel,
illetve d(n) jeldljik azt, hogy hanyféleképpen letmetigrassal 8, illetve aD pont-
ba eljutni, akkor a kdvetkéket mondhatjuk: egyrés#i(l) =1 és d(1) = 0, tovabba

minden pozitivn-re
b(2n+1)= 20b( 2n- 3+ d( 2n- } ésd(2n+1)=b(2n-1)+ d( 2n- }

Osszefliggés. Ezek alapjan paratlan lépések utamatégzhatd, hanyféleképpen
lehet eljutni, az alabbi tablazat kitoltésével:

n 1 3 5 7 9 11 13
b(n) 1 2 5 13 34 89 -
d(n) 0 1 3 8 21 55 | 144

Ha 13 ugrassal 144-féleképpen leheb gpontban Ggy, hogy étte nem jart az
E-ben, akkor ennyiféleképpen lehet 14 ugras utésezél az=-ben.

A tablazatban szereplszamokat latva falhik, hogy a Fibonacci-sorozat elemeit
latjuk. Bizonyitsuk be, hogy ez a megfigyelés aatuviakban is igaz!
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A Fibonacci-sorozat efsnéhany elemef (0)=0, f(1)=f(2)=1, f(3)=2, a
tovabbi elemekre pedigf (n)= f(n-1)+ f(n-2). Eddig a tablazat alapjan azt
lehet megfigyelni, hogyo(2k +1) = f(2k+ 1), tovabbad (2k+1) = f(2k).

Az elébb méar hasznalt 6sszefiiggések alapjan felirhak@ivetkesk:

d(2n+1)=b(2n-0+d(2n-3= f(2n- }+ f{ 20 2=  2)
b(2n+1) = 2mb(2n- )+ d( 2n- )= f( 20~ p+[ f{ 2r J+ { 2 P|=
=f(2n-1)+ f(2n)= f(2n+]

Teljes indukcidval bizonyitottuk tehat, hogy mintlkéegfigyelés a tovabbiakban is
igaz, orokbdik. A
Lehetséges, hogy paratlan sok |épéshen ér végeti®jlgen, pl. -
akar 1 Iépésben is, egyféleképpen. De 3, 5, 7, péslkgen is G
véget érhet, hasonlé gondolatmenettel dolgozhatumikt az g’
imént, $t, még az &bb elmondott képletek, Osszefiiggések is @J/@
érvényben maradnak. Egy dolog véltozik: két lépéaseége

elstt ezuttal aB pontban kell lenni, innen az utols@l [épésben a-ra, majd az
utols6ban a£-re Iépunk, itt nincs valasztasi lebiségink. Vagyis annyiféleképpen
érhet véget a jatéRkn+1 lépésben, ahanyféleképp@m—1 lépés utan 8 pontba
juthatunk, azE pont érintése nélkill. Azab(2n-1)= f(2n-1)-féleképpen. PI.

ahhoz, hogy 13 Iépés utan érjen véget, a 11. ldé@gdskell a B-be érni, ez a tablazat
alapjan 89-féleképpen lehet.

t] )

Feladat:

Az Ugorj, kenguru! ne¥jatékban egy kengurubabu ugrél a jobb oldali té&bl&ez-
detben az A pontban all a kenguru, és minden |é&péshjaték menetdt fliggien
valamelyik szomszédos rfiezugrik. Ha a H jel mezre érkezik, a jaték véget ér.
Hanyféle olyan jatékmenet képzethet, amely éppen 11 |épeslall?

Megoldas:

Az els) ugras utan 8-ben lesz a babu, és minden paratlan sorszadmu ugnassak
aB, D vagyF pontokba lehet, egészen addig, mig a 11. ugradreaanem ér. Hogy
ezt megtehesse, a 9. ugrassal wagy azF pontokra kell érnie. A kérdés az, hogy
ezt hanyféleképpen tudja megtenni. Jeldle azt, hogy hanyféleképpen érhet a
babun ugrassal 8 pontra. Hasonl6an értelmezziilda és f,, jeldléseket D és az

F pontokkal kapcsolatban. Nyilvan mindharom sorozatak paratlan indexekre
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kell vizsgélni. Hogy juthat am-edik ugrassal a babuBare? Ha 2 Iépésseldte is
ott volt, akkor kétféleképpenBAB ésBCB), mig ha 2 lépésseldte aD-ben volt,
akkor egyféleképperDCB). Jeldléseinkkel ezt a kovetkezormaban irhatjuk fel:
b, =2, + d,,. A masik két sorozatra hasonl6 okoskod4ssal atkéxe rekur-
ziv formulak adodnak:
dn = Zmn—z + bn—2 + fn—2’
valamint
fo=200,+d, ;.

A rekurzidk segitségével oszloprol osz-

lopra haladva kitolthét a jobb oldali | ™ | 1 | 3 | 5| 7| 9
téblézgt, miu'Eén kitoltjik az ?isg)szlo- by 1 2 5 141 22
pot, kihasznalva, hogy éislépésre a
babu csalB-ben lehet. Mivel 9 ugrassal | d, | 0 1 4 | 14| 48
aB-be 42, aF-be 26 mddon tud eljutni,
igy 11 ugrassal ad-ba 42+ 26= 66 f, ] O] 0O 1| 6| 26

féleképpen.

Az altaldnositashoz vezessik béa= b, + f, jeldlést. Némi algebrai ligyeskedés-
sel kapjuk, hogy paros indexre nyilvan 0 az értékeezdeti két érték paratlan index
eseténk; =1 és k; =2, a tovabbi indexekre pedil,,.; = 4ky,_1— 2Ky 5. A Ma-
sodrend rekurziok Fibonacci-sorozatoknal megismert médszelr eblél megkap-
hato az altalanos formula:

(2+\E)n;(2—f2)n'

Kons1 =

Feladat:

Az Ugorj, kenguru! ne¥jatékban egy kengurubabu ugral a jobb (B
oldali tablan. Kezdetben az A pontban all a kengé@siminden
Iépésben a jaték menefktiiggden valamelyik szomszédos ez

G
re ugrik. Hanyféleképpen lehet a babu a szemkBzppntban \J/Gg/
2012 lépés mulva? (E

A
A\
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Megoldas:

6 7 8 9 10
201 0 | 72| O | 272
0O | 36| 0 |13€| O
16 | 0 | 64 | O | 25€
28 | 0 |12C] O
12 | 0 | 56 | 0 | 24C
0 | 28| 0 |12c| O
16 | 0 [ 64| O | 25€
0O |38 | 0 |13¢] O

I|®@|mm{O|0|w(>

r|lololojo|o|r|o|r

o|r|olojo|r|o|N|N

w|o|r ok |o|w|o|w

o|h|ov[o|~ oo |~

Blolololojo|5|o|u
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Az eldz6 feladatcsokor egyik variacios lelisége, annyit médositottunk, hogy nem
all meg a jaték, amikor bizonyos niee ér a babu. Kezdjiink megfigyeléseket tenni,
irjuk be egy tablazatba, hogy melyik pontba hampg#utan hanyféleképpen jutha-
tok el. Mivel mindegyik pontba a két szomszédjgthatok, igy az &lz6 1épésben

a két szomszédos pontnal éészamok dsszege adja a keresett értéket. Folytassuk
ha kell a tablazat kitbltését, amig sejtéseket medunk megfogalmazni. Nézzik
csak a paros sorszamu lépéseket. Hasznaljulbaz feladat jeldléseit!

Sejtéseinkic(2k) = g(2k)= 272, a(2k) = 222 + 271 gsg(2k) = 222 - 71,

Igazak a kdvetkdzrekurziv 6sszefiiggések is:

a(2k)
c(2K)
(2K)
(

a(2k)

208(2k- 9+ d 2k- I+ ¢ 2k 2
20t( 2k- 2+ o 2k- A+ € 2k 2
20 2k- 2+ ¢ 2k I+ ¢ 2k 2
2g(2k- 2+ f 2k- I+ 4 2k 2.

D

Ezek felhasznalasaval a sejtéseket igazolhatjyéstehdukcioval. Latjuk ugyanis,
hogy kis k-kra teljesulnek. Ezutan johet az indukcios lépgmjt természetesen
mindegyik sejtésre meg kell tenni!

e(2k+2) =205 2K+ ¢ 2R+ d 2k= D22 ;ET+ T2 2= F- &
c(2k+2)= 2 2K) + o 2K+ ¢ 2= B2+ F24 Bly B2 Pl X
g(2k+2)=20g( 2K)+ 2R+ 4 2= 82+ 22— Bl P2 Fl= F
a(2k+2)=20a( 2K+ o 2W+ 2= 2D27%+ b+ F2+ P2 F4 X
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Ezzel a sejtéseket igazoltuk, az eredeti feladatkza igy
e(2012)= Z010- 200

A feladatcsokor kapcsan Ujabb kérdéseket vethetéinknegkérdezhetjik, hogy
Iépés utan melyik pontban milyen val6sdéggel lesz a babu. Azt kapjuk, hogy
— ahol a paritas alapjan a babu lehet — az egygekam a megtalalas valoésigege
egyre jobban kiegyentitik, és 25%-hoz tart, ha a Iépések szama tart hedditez.
Ebben a feladatban nem szerepelt az a feltétey, agaték véget ér, amint a babu az
E pontba lép. Hogy valtozik a jaték, ha hozzavesszitka feltételt? Ez a feladat
(2012 helyetin-nel megfogalmazva) a Nemzetk6zi Matematikai Didkpla egyik
feladata volt. Az élz6 jel6léseket felhasznalva a kdvetkezkurziv 6sszefiiggések

teljesulnek:
J e(2k) = d2k-2)+ o 2k- 2
a(2k) = 20a(2k- )+ d 2k- 3+ d 2k 2
(2k) = 20t( 2k- 2+ o 2k- 2
g(2k) = 20y( 2k- 2+ o 2k- 2

O

Az els) egyenletet a masodikba, illetve a harmadik ésgyatik 6sszegébe helyet-
tesitve a kovetkeézosszefiiggésekhez jutunk:

(1) a(2k) = 20a( 2k- )+ { 2K
(2) e(2k+2) = 20 2W + 204 2k- 3

Kiiszoboljik ki aa flggvényt az dsszefliggésbA (2) 6sszefliggésih kapjuk:

e(2k+4) = 20 2k+ A+ 204 2§

20e(2k+2) = 40 2K + 474 2k 2
Ezeket egymasbdl kivonva:
e(2k+4)- 20 2k+ )= 20¢ 2k 3- 46 2k+ & b 2k 2 (a 2k )

Az (1) odsszeflggéesh kapjuk, hogy a szdgletes zéardjelbendékifejezés értéke
e(2k) . Ezt beirva az ék6 egyenletbe, némi rendezéssel kapjuk, hogy

e(2k+4) = 40 2k+ - ¢ 2§.
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Ez egy masodretidrekurzio. Kihasznalva, hogg(2) = 0, e(4) =2 ése(6)=8, a
masodrend rekurzidk altalanos modszerével kapjuk, hogy

(2= 1(2+v2 " (2937,

A feladatsor tovabb varialhat6: névelhetjik az @iésok szamat, beallithatjuk tet-
szlegesen a végallomast, megalljon a jaték ai @tssodik, harmadik, ...) odaér-
kezéskor vagy sem, és igy tovabb. Mindehhez soléteket és j6 szorakozast ki-
vanunk az olvasonak.

83



