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A Malfatti probléma
Fonyo Lajos, Keszthely

Giovanni Francesco Malfatti (1731-1807) olasz matikns 1803-ban vetette fel az
alabbi problémat:

Adott egy hadromszdg alapl egyenes hasab marvanybahelybél ki kell vagni
harom nem feltétleniil egybevagd egyenes kérhengdaki oszlopot gy, hogy a
keletkezb hulladék minimalis legyen.

Ez a gyakorlati probléma ekvivalens az alabbi sbkgetriai feladattal:

Adott ABC haromszogben adjuk meg azt a harom nem feltétleniidzonos
sugard, egymast nem metsizkort, melyek teriiletdsszege maximalis.

Malfatti és még sokan masok azt gondoltak, hogyablpma megoldasa harom
olyan kor, melyek paronként érintik egymast és ragyik érinti még a haromszég
két oldalat.

sokat. Ebszor trigonometriai szamitasokon alapuldé megoldaspllettek, majd
1827-ben Steiner kozolt egy tisztdn elemi geometlgrast bizonyitds nélkil.
Ennek helyességét végul Hart igazolta.

1. Adott ABC haromszogbe szerkessziink harom egymiasf &brt, amelyek
kulén-kulén még két-két haromszégoldalt is érintene

I. megoldas:

_ _;/ 2./r1ra 0

X 2 \.-",J' 1ra ¥

Jeldljuk azABC haromszég oldalainak hosszth, c-vel, aks, ky, ks Malfatti
korok kozéppontjaiOy, O,, Os-mal, sugaraity, r, rs-mal, azA, B, C csucsok-
nak az érintési pontokt6l mért tavolsagaiy, z-vel.
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Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjikgyhaz ABC haromszoég
félkertlete 1 egység. Hasznaljuk fel, hogy két egynérind p; ésp, sugard kor
kozos kul$ érintjének az érintési pontok kbzéseszakasza,/ 0,0, hosszu-
sagu. Ez alapjan

a=y+z+2/p b=Xx+2z+2/[ Cc=X+y+2/kr,

Az ABC haromszogk beirt
korének kodzéppontjatO-val,
sugaratr-rel jeldlve az abra
szerinti AE;0; és AEO derék-
szddi haromszdgek hasonldsa-
gat kihasznalva:

AE=s-a=1-a
X A
1-a

= |=

Az ABCharomszdg teriiletének kétféle felirasa alapjan:

rE'l;=\/s(s— (s B( s F
r=J(S' Gl (A s sy e

S

Es igy

Hasonl6képpen

LRI R R oy
R (1-a)(1-b)
*1-c (1-¢)

Ezen 6sszefliggések felhasznalasavaABZ haromszég oldalaira felirt kifeje-
zések a koszinusztételre emlékeztabkra irhatok at az alabbiak szerint:
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[ =) (3 -2/
B (5 ) 25
[ =5 o -2

<

a+b+c=2 és a haromszog-egyétienség alapjanO<a<1, 0<b<1,
O<c<l1 és igy -1<—-y1-a<0, -1<—-J1-b<0, -1<—-J1-c <0, ezért
léteznek olyan ¢, ¢, @3 tompaszogek, melyekrecosg, =— 1-a,

cosg, =—J/1-b éscosp; =—V/1-c.

/ﬂ, /q\x\ RN uu%

I'

Az abra szerint kialakitott tompasabdgaromszogek koérilirt korének sugara
mindharom esetben 1/2 egység, mivel pl.:

Ri: \/a = \/5
2sing;  2./1-cog ¢,

Tekintve a haromszégek azonos sugaru korilirt kOesiokban az azonos
hosszlisagu oldalakhoz azonos kerilleti szégek tekoAzaz/x \N Jz

oldalakkal szemben rendeg, &, & szogek. igy az egyes tompasidgirom-
szdgek bels szbgeinek 6sszegére:

ol e

@ +&,+£5=180,
@, +&+£5,=180,
Py te+e,=180.
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Ezekldl az 6sszefiiggésetb
g =180 +4 —¢,~¢5

! 2

< _18C+¢, - ¢ - ¢
2= 5 )
c _180+¢,-¢,- ¢,
3= 5 .

Figyelembe véve, hogy a kortlirt kér sugara 1/&reaz egyes haromszogek
oldalai és a szemkdzti szogek szinuszai kdzotickalatok:

Ja =sing,, Jb =sing,, Je =sing,,
Jx =sing, ﬁ =sing,, Jz =sing;.

valamint

A magassagtétel és a Thalesz tétel alapjan c ismeretében/a , Vb, Jc,
majd ¢, @,, ¢3 az abra szerint megszerkeszdhet

Az &, &, & sz0gekg,, ¢, ¢; segitségével a korabbi dsszefliggések alapjan
megszerkeszthigt és ezek segitségévebleb avx, ﬁ Jz, majd az, y, z
hosszlisagu szakaszok is az abra szerint megkaphatok

\»r"'-.i' = :ii]lcf[ i1 —_—

Az érintbszakaszok ismeretében a Malfatti kdrok mar egyieremrmegszer-
keszthetk.
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Il. megoldas:

1. segédtétel:

Ha ak, k, ésk,, ks kérparok kdzos ks érinti ey, f; és ak;, ks kdrpar kozos
bels érintje g, egy k6z6D pontban metszi egymast, akkor a megéeléirok
tarsérindi is kozos pontba futnak dssze.

Bizonyités:

Legyengneg =G, gy;ng,=H, f,nf,=1 ése, n f, = E. Rajzoljuk meg

a ks kor E pontbeli érinbjét és jeldljik ennelk-gyel valé metszéspontj&tfel.
Meg fogjuk mutatni, hogy agF egyenes érinti k; kort.

A k; kort érint hurkoltDIEG négyszogberDl +DG = EG + EI.

A ks kort érinty DIEH négyszogberDl + EH = DH + EL.

A két egyenlet megfelél oldalainak kivonasaval és a kapott egyenlet
rendezésévelDG + DH = EG + EH. Ez viszont azt jelenti, hogy BGEH
négyszdg oldalai egy kor értit Mivel a négyszdg harom oldala mar érint;a
kort, igy azEH oldalnak is ugyanazt a kort kell érintenie. Ezael allitast
belattuk.

2. segédtétel:
Ha aki, k, korokbsl az AiB, szeb két egyerth hosszisag\,B,=A.B, hurt

metsz ki, akkor a sz&lkét végpontjahoz hizott ériik M metszéspontjabdl a
két kor egyertl szog alatt latszik.
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Bizonyitas:

LegyenelF;, P, F, azOy, M,
O, pontok vetiletei az\;B,
szebn. Ekkor

MPA<«=AF10;<x=90°

és
AMP<=0,AF <

(merleges szaru hegyesszo-
gek).

igy MPAATAF,0,A.

Hasonl6 gondolatmenettel

MPB,ALB,F,0.A.

A hasonlosagokat felhasznalva

AM _AQ , MP _BF,
MP AR BM BG

A két egyenlet 6sszeszorzasaval és felhasznalgy, A6 ,=B,F»:

AM _ AG
B,M B0,

igy az MOA, és MO,B, derékszoty haromszogek hasonldak és igy
AMOx=B,MO,«. A kapott egyertiségeket 2-vel beszorozva éppen a kivant
allitast kapjuk.

Kévetkezmény
Jeldljuk azA; ésB, pontokbol ak, ésk; kérokhdz hazott érikszakaszok vég-

pontjaitK ésL-lel. Ekkor AK =.,/AACAB =,/BBIB A= Bl

Megjegyzésaz éllitas forditva is igaz, ha 2B, szeb olyan, hogy az\K és
B.L érintsszakaszok egyefilhosszuak, akkor ky, k, korokksl kimetszettA,B,
ésA,B, hurok egyerti hosszUsaguak.
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Ezutan térjiink vissza a Malfatti kérok megszerkeszhez.

Jeldljuk a keresett Malfatti korokeg, o,, 0;-mal, paronkénti érintési pontjaikét
G, H-val! Mivel a korok k6zos betsérinti egyben hatvanyvonalai is a kéroknek,
ezért a harom kor kézd3 hatvanypontjaban metszik egymast. LegireésS az a
két pont, ahol ap; €so, korok érintik azAB oldalt, E;, E,, E; pontok pedig aABC
haromszég harom szégfetezgyenese altal képzeBAB, OBC és OCA harom-
szdgekbe rajzolk,, k,, ks érintokéroknek az oldalakon Iévérintési pontjai. Ekkor
felhasznalva, hogy egy kislpontbdl adott kdrhdéz huzott érsiszakaszok egyefil
hosszusagualesM —E;L =RM—-LS=MH -LG =PM -PL.

A kapott egyertiség azt bizonyitja, hogy aaMP haromszdgbe irt kér d2M oldalt

Es-ban érinti. Jeldljik ezt a kde-mal ésk;, k-vel pedig azokat a hasonld koréket,

amelyek az; ésE, pontban érintik 8C ésAC oldalakat. Jeldljik aE;P, E;P, EsP

egyeneseknek a&BC haromszog oldalaival alkotott metszésporitjal, N-nel és

EsL-nek ésEsN-nek ks-mal ésk;-gyel vald érintési pontjdt-val ésV-vel. A k, ks,

0, korokbsl allé rendszert vizsgalva @&l E;M, EsN kdzos érintk illeszkednek a

P pontra, igy az 1. segédtétel alapjan tarsgikns kdzos ponton mennek at. Ez

viszont azt jelenti, hogy k& ésks kdrok kdzos bels érintoje athalad aAB ésBC

k6zos kul$ érintbk B metszéspontjan. MivetsF = EsS= UG ésFV = E;T = EG,

az egyenletek 6sszeadasdwal = E;U.

Ez a 2. segédtétel kbvetkezménye alapjan azt ieleogy azE E; szakasz &, ks

korokhosl egyenb hosszlsagu szakaszokat metsz ki és ugyanezernéegéthpjan

ak; ésks kozos bels érintje aB csucsnal ledr szog feled egyenese. Ez alapjan a

Steiner féle szerkesztés lépései:

a) Megszerkesztjik agBCharomszog beirt kdrének kdzéppontjat.

b) Megszerkesztjik aAOB, BOC, COA haromszdgelk;, ko, ks beirt szdgeit és
meghatarozzuk,, k,, k-nak a haromszég oldalaival alkot&t, E,, E; érintési
pontjait.

c) Ei, E Es; pontokbdl megszerkesztjik &,(ks), (ki, ks), (ki, k») kdrparokhoz
tartoz6 kdzos betsérintbket, melyek a Malfatti kérok kézos hatvanypontjaban
metszik egymast.

d) A megrajzolt bels érintokkel olyan haromszdgeket kapunk, melyek mindegyi-
kének egyik oldala az érifk egyike, masik két oldala pedig ABC haromszdg
két oldala. Ezen haromszogek beirt korei lesznekrasett Malfatti korok.
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1929-ben Lob és Richmond megallapitottdk, hogy & Ma .
fatti korék nem minden esetben megoldasai a Malbattb- ik
Iémanak. Példaul az egyénbldalil haromszdgben az abra / \
szerinti k;, ko, ks korok tertletésszege nagyobb, mint a iy
Malfatti korokeé.

1967-ben Goldberg mar azt is igazolta, hogy a M@lké-
rok egyik haromszég esetén sem szolgaltatjadk a dtalf
probléma megoldasat. 1991-ben Zalgaller és Lossttdkl meg altalanosan a prob-
[émat.

25 oldalas bizonyitdsukban megmutatték, hogy anibanyazABC haromszog sz6-

geire aza < B <y feltétel mellett asin%ztgg feltétel teljesul, akkor az 1., mig

B

sin— >tg-— relaci6 esetén a 2. 4bra szeriqtik,, ks korok teriiletdsszege maximéa-

lis.

102



Fonyé Lajos: A Malfatti probléma

2. abra

Kiss Sandor erdélyi magyar matematikus 2002-benOsogon Magazin V.
szamaban adott a problémara viszonylag rovid, aleg#&goldast.

2. Egy adott négyzetben elhelyeziink két egymast n&smirkért. Milyen esetben
lesz maximalis az altaluk lefedett tertilet?

Megoldas:

D

pL—

1. dbra B A 2. abra B A 3 abra B

A 4. abra B

Jeloljik a négyzet csucsdif B, C, D-vel, oldalat pedig-val, és helyezziink el
a négyzetben két tetdeges egymast nem melbsz ésp, sugaru kort. Toljuk el
a két kort ugy, hogy az egyiket a négya® ésAD, a masikatCB ésCD oldala
érintse. Az eltolasok soran a két kér kozépponkdaaolsaga nem csokkenhet,
mivel az 1. és 2. dbrak alapjan az Uj helyzetb&atakdzéppont tavolsaga két
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a-p — p, befogoju derékszdgharomszog atfogojaval megegyelzosszisa-
gu, mig az eredeti helyzetben pedig egy olyan defigh haromszég atfogoéja-
val, amelylsl a befogdk hossza nem haladja megap, — p, értéket. igy az

elmozgatott kdrok tovabbra sem metszik egymastréded teruletiik dsszege
nem valtozik meg.

Ezutan hajtsunk végre @B ésCD oldalakat érirti kdrnél egyC kdzéppontu
nagyitast gy, hogy a kapott kor érintse a mas(Ba&bra)

Az eljards soran kapott, egymast ésikét kor teriiletének dsszege nyilvan
legalabb akkora lesz, mint az eredetileg felvettkee.

Jeloljuk a kapott két kork;, k.-vel, kbézéppontjaikatD,, O>-vel. Mivel aza

oldalt négyzet étléjaa\/i hosszlsagu &3,, O, rajta van aAC atlén, ezért
N2r +(r+r,) +42 ,=a2,

r+r, =\/,2Lila = (2—\/§)a.

A két kor teriiletének 6sszege
t,+t, = ﬂ(rf +r22).
Feladatunk tehat? +r? maximumanak meghatarozasa.
Tegyuk fel, hogy r, <r,. Mivel mindkét kor része a négyzetnek, ezért

O<sn,ry< % . Legyen

= 2_\/Ea—x ésr, = 2_\/§a+x, ahol0< x< ﬁ_la.
2 2 2
Ekkor
2
r12+r22:2(2_2\/§aJ +2x2, D ¢
rZ +rf pontosan akkor maximalis,
hax=ﬁ_1a,azaz
2
= 3_2\/_2a ésr, =—
2 2 B
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Tehat a két kor altal lefedett terlilet akkor maXisydna az egyik a négyzet beirt
kore, a masik pedig a beirt kort és a négyzet kiasl&t érint kor.

Egy adott haromszdgben elhelyeziink két egyméastmeisd kort. Milyen
esetben lesz maximalis az altaluk lefedett teriilet?

Megoldas:

Jeldljuk a haromszog csucsait, B,
C-vel, beirt korét k-val, annak
k6zéppontjat és sugard&-val, illetve
r-rel. Legyenek a keresett kordk, ks,
kdzéppontjaikO,, O,, sugaraik pedig;,

ro. Feltételezhetjik, hogy mindkét kor
érinti a haromszognek legalabb két
oldalat és egymast is, mivel ellenkez
esetben a koroket eltolhatnank ugy: . e
hogy azok érintsék a haromszog két-két kilovbolzlalat és a kdzéppontjaik
tavolsaga ekdzben nem csokkenne, tovabba ha ak égyi a megfelé
haromszég-csucshol felnagyitanank agy, hogy érimtsesikat, akkor a két kor
terliletdsszege névekedne.

Tehat feltehetjik, hogl, érinti azAB ésAC, k, pedig azAB ésBC oldalakat,
tovabbak; ésk; kivilrél is érintik egymast. EkkaD; ésO, k6zéppontok aA és

B cslcsokhoz tartozd bélsszogfeleakon
helyezkednek el.

Vizsgéaljuk azt az esetet, amikdg és k,
egyike sem esik egybk-val! Ekkor meg
fogjuk mutatni, hogy létezik olyakl kér r’
sugarral azABC haromszogon belll, ame-o,
lyiknek nincs kdzos pontjl-val, tovabbak
ésk’ terliletdsszege nagyobb mintésk,-€.

Az é&ltaldnossag megszoritdsa nélkil feltehetjulgyho < 3. Ekkor szikség-
képpenr;<r,, ugyanisr;>r, esetén tekintve azt k' kort, aminek sugara
r{ =r, és érinti azAB, BC oldalakat, és azt kg’ kort, aminek a sugarg’ = r;
és érinti azAB, AC oldalakat.Ekkorry’ <r,, ésk;’, k' teriiletdsszege annyi
mint ki, k-€. Tovabba a 2. abra alapjan:

1 1 'M N N I I
0j0; =20 =02 32200z frr=rer,
sin— sin— sin—
2 2 2
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Tehatk,’ és k, kéroknek nincs kdzods pontja. Igy élhetiink azzaehétele-
zéssel, hogya < 3 eseténr;<r, Legyen £=r-r,>0. Har;<g, akkor

. 2 . . . ,
n+rp,<r és rf+rf<(ry+r,)°<r ?, ami azt jelenti, hogyk, és k;

teriiletdsszege kisebb miké.
Vizsgéljuk meg azt az esetet, amiker>€ > 0. Legyenr' =r, —€>0 ésk az
a sz0g szarait érititr’ sugaru kor. Ekkor

r2+(r) = (r,+ )2 +(ry-)  =r 2+ Z+2ef 1 )+2e2> 2¥ 2

és mar csak azt kell belatni, hodgynak ésk’-nek nincs kdzds pontja.
Hasznaljuk fel, hogy

00,=—%_<-% =00

sin sin—
2

)
Q

2

Ekkor a hdromsz6g-egyéitlenség alapjan:
00 =0Q+Q0=z 0Q+ 0Q= QQ

Tehatk ésk’ kordknek nincs kdzds pontja.

A korabbi eredményeinket dsszefoglalva ABC haromszodgben elhelyezett két
egymast nem met§zdrnek a teriletdsszege pontosan akkor maxim#disz
egyik a haromszég beirt kére, a masik pedig éartteirt kort és a haromszog
legkisebb sz6géhez tartozo két oldalt.

Mekkora annak a legkisebb méfretégyzetnek az oldala, amelyben elhely@zhet
két egymast nem medsz és b sugaru kor?

Megoldas: | | .
Jeloljuk a keresetN négyzet oldalanak hosszat o
x-szel, aza ésb sugarl korokek;, k>-vel, kozép- /
pontjaikat O;, O,-vel. Tegyuk fel, hogya=Db! / :
Ekkor O; és O, benne vannak olyalN; és N, ; i :
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négyzetekben, amelyek maguk is benne vamibkn és oldalaik oldalaitéla
ésh tavolsagra vannak. Jeldljik B-vel N; ésN, két azon atellenes helyset
csucsat, amelyekre &8 atloju négyzet tartalmazza @40, szakaszt. Ekkor

0,0, < AB=+2( x- a

Masrészt mivek; ésk, korék nem metsik 0,0, = a+ h

2+42
2

igy V2(x-a-b)= a+ b, amitsl x> (a+b). Tovabba mivel &, kor

2+/2
2

benne van azN négyzetben:x > 2a. Ha (a+b)=2a, azaz

(\/E + 1)2 b> a=> b azN négyzet oldalax = 2+2\/§ (a+b).
Az egyenbség is fennallhat, pO, = A, O, = B valasztas esetén.
Ha 2+Zﬁ (a+b) < 2a, akkor x = 2a.
Eredményeinket 6sszefoglalva:
22, 1), habs as(V2+ ) b
=1 2

2a, ha(fZF )zb<a

Mekkora annak a legkisebb méretzabalyos haromszdgnek az oldala, amely-
ben elhelyezhétkét egymast nem mefsz és b sugara kor?

Megoldas:

Jeloljik a keresetH szabalyos haromszog oldalanak hossestel, aza, b
sugaru korokek,, k>-vel, kozéppontjaika®,, O,-vel.

Tegylk fel, hogya> b. EkkorO; ésO, benne vannak olya,; ésH, szabalyos
haromszégekben, amelyek maguk is benne vahhb&n és oldalaiki-tol a és

b tavolsagra vannak. Jeloljikval ésB-vel H; ésH, azon két cslcsat, melyek-
re teljesul, hogyD; ésO, benne vannak B kdzéppont(BA sugari kdmH,-h6z
tartoz6 koércikkében. (llyen cstcsok mindig kivathsedkH,, Ho-nél.)

Mivel ak; és ak; korok nem metsik, ezértQ,0, = a+ b.
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MasrésztAB> 0,0, mivel AB< 0,0, esetén aBO,0O; haromszdgbherD;0,
lenne a legnagyobb oldal, és azzal szemben 60fagtobb szégnek kellene
lenni, viszontO;BO,<< 60°. igy AB> a+ b.

Az abran kialakitotABE derékszots hAromszogre felirva a Pitagorasz tételt

(a+b)’ < AF =(a §°+[ xV3( ar P] .

Ebbsl

x2+/3(a+b)+2/ab
adaédik.
Tovabba mivel ak; koér benne
van aH szabalyos haromszdgben

x/3

asT, azazx= 2\/1_3a.

Ha

\/§(a+ b) + 2J/ab= 2/ 33,

b<a<3b,

akkor aH szabalyos haromszdg oldale= \/§(a+ b)+ 2/ ab. Az egyenbség
fennallhat, plO; = A, O,= B valasztas esetén.

Haa > 3b, akkor x = 24/3a.
Eredményilinket 6sszefoglalva:

X_{\E(a+b)+2«/%, ha bs a< %

2\/_3a, ha B<a
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6. Mutassuk meg, hogy az egyemldali haromszégben a Malfatti probléma
megoldasa a beirt kér és két olyan kor, amelyektiéria beirt kért és a
haromszog két-két oldalat.

Megoldas:
Vélasszuk a szabdlyos haromszég 7K
oldalat egység hosszusagunak. \

Tegylk fel, hogy az egymast nem
mets®d ky, ko, ks k6rok sugaraira az

a>b>c nagysagrend teljesil. Azt
fogjuk belatni, hogy

_ 1
63
Ennek igazolasahoz meg fogjuk |

mutatni, hogy teljestl az

egyenbtlenség.
Két esetet fogunk vizsgalni:
1. eseta>3b

Felhasznalva, hogg < 1

23
2
2 +b+ P ProbPs @+l ety 1| o U
9 9(2/3) 108
Az egyenbség feltétele:

1 1.1 1

a=——, b=c==EF—=—-

2J3 32/3 &/3

2.eseth<a<3p
Legyenb = 3¢b, aholx > 0.

Ekkor aza ésb kozott feltételezett nagysagrend alapjfix%\ge <x=<l.
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Kistérséqgi tehetséggondozas

Az 5. feladat megoldasa alapjan ekkor

J3(a+b)+2/abs 1,
J§(3x2+1)b+ 2/3xbs< 1
be— T

\E(3x2 + 2x+])

Ennek figyelembe vételével
4
a?+b’+c?< a2+2b2:(9 ¥+ 2) &:&

3(3x2 +2x+ 1)2

4
igy elegend belatnunk, hogy& U

(3x2 +2x+ 1)2 36

Az — < x<1 feltétel miatt
NE

225x* - 1323 - 1168 - 44+ 6% (
(x-1)(225¢ + 93¢ - 1%- 6)<

Az x-1<0 és

2253 + 93¢ - 1%- 6E 51{%—§j+ 178+ 9f- &

L 174,93 o 174 90 3
3/3 3 3/3
egyenbtlenségek alapjan az allitast igazoltuk.
Az egyenbség feltételex=1, b= c=;, ami éppen azt jelenti,
\/5(3x2 +2x+ ])
hogy
1 1_1 1
a=——,b=c==F"F—==—+.
23 3 2/3 6/3



Fonyé Lajos: A Malfatti probléma

Gyakorl6 feladatok:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Hatarozzuk meg a Malfatti korok sugarat az egysédald szabdlyos
haromszogben és mutassuk meg, hogy azok nem nsjoldaMalfatti
problémanak.

Adott négyzetbe helyezziink el két egymast nemdmetés b sugard kort.
Hatarozzuk meg

a) ry-r, maximumat,

b) r +r; maximumat.

Adott hdromszdgben helyezziink el két egymast neésarkért. Hatarozzuk
meg, mely esetben lesz a teriletiik szorzata magimal

Helyezzink el adott téglalapban két egymast nemsefiigirt agy, hogy

a) terlletiik 6sszege,

b) teriiletiik szorzata maximalis legyen.

Hatarozzuk meg annak a legkisebb méretégyzet oldalainak hosszat,

amelyben elhelyezhiekét egymast nem merfsz/z €s 2 egység sugaru kor.

Hatarozzuk meg annak a legkisebb méreigyzet oldalanak hosszat, amelyben
elhelyezhet harom egymast nem mefsiz, \/E €s 2 egység sugaru kor.
Hatarozzuk meg annak a legkisebb méretzabalyos haromszdgnek

oldalhosszéat, amelyben elhelyezhd&idarom egymast nem mefs2, 3 és 4
egység sugaru kor.

Oldjuk meg a Malfatti problémat egy négyzetben lgéizett harom egymast
nem metszkorre.

Hatarozzuk meg annak a legkisebb mémtgyzetnek oldalhosszat, amelyben
elhelyezhet 6t egyméast nem metsegység sugard kor.

Adott kockaba helyezziink el két egymast nem drggiszb6t gy, hogy
a) felszinlk 6sszege,
b) térfogatuk 6sszege maximalis legyen.

Hatarozzuk meg annak a legkisebb métatckanak élhosszat, amely tartalmaz
két egymast nem mefsa és b sugarli gémbot.
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Kistérséqgi tehetséggondozas

18. Hatarozzuk meg annak a legkisebb mérk&bckanak az élhosszat, amely
tartalmaz kilenc egymast nem métsgység sugard gombot.

Gyakorl¢ feladatok megoldasai:

7. A2FI+2xr=1 Osszefiiggés alapjan a Malfatti 4 \\
korok sugarar =\/—ST_1, ; \
A Malfatti korok teriiletosszege: 4 \\
— 2 / T T \
3 @ BT:ET(Z—\/?;) = 0,3157 / ’ B/K[f
4 8 3 2 3

A 6. feladat alapjan a megoldast szolgaltatd

o

korok sugarar -1 r, =rg =
1 2\/5! 2 3

A korok terlletdsszege

(Z—H (&@J = 10503200

Tehat—(z \/é)

8. A 2. feladat megoldéasa alapjan a korgkr, sugararar, +r, = (2 f)a és

a o .
o<r,r, SE’ ahola jel6li a négyzet oldalat.

a) A szamtani-mértani kdzép kozti egyitldnség alapjan

2 2
rlrzs(rlﬂzj S(Z—\/EJ a2=3" j\/_zaz

2 2

2-2
2

rir, pontosan akkor maximalis, ha=r, = a.
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Fonyé Lajos: A Malfatti probléma

b) r13+r23=(r1+r2)(r12—rr1 o g)szrz[B T+8 %"( g %)]:

+
S 2r2 [S(rl2 +r22) —(ry#r 2)2].

Mivel r1+r2=(2—«/§)a alland6 érték, ezérr®+r} pontosan akkor

maximalis, har” +r.? maximalis.

3-2/2

2

A 2. feladat megoldasa alapjan egz<r, esetén azr, = a és

r, =2 értékeknél teljesil. Ekkog® +r2 =5£)——3’5/§a3_
2 4

9. A megoldast jeletkorok érintik egymast és a haromszog két-két atdal
A szamtani-mértani k6zép kozti egyétténséget hasznalva

2+r2)
tt, = rir 2 < r? 1—22 :

igy a teriletik szorzata pontosan akkor maximaiénla'atsrl2 +r22 értéke a lehét

legnagyobb.

A 3. feladat alapjan a megoldast két olyan egynédisito kér adja, melyek
kozul az egyik a beirt kor, a masik pedig érintigaomszog legkisebb szdgéhez
tartozé két oldalt.

10. Tegyik fel, hogy a téglalap ésb oldalaira /
teljesul, hogya> b.
Haa> 2b, akkor elhelyezhetiink a téglalapbaﬁ\

. . a C
két egymast nem metSzE sugaru kort, és

igy lesz a korok teriletének 6sszege maximalis.
A b<a<?2b esethen a 2. feladat alapjan elegentyan kdroket vizsgalnunk,
melyek érintik egymast és a téglalap két-két szentikiddalat.
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Kistérséqgi tehetséggondozas

Ekkor az abra alapjan:

(1+0,) =[a=(ry 1) P+ o = (ratr )"

r+r, =a+b-+2ab

b .
ri<ry 0<r,r, SE esetén legyen /

= a+ b—\/Zab_X ést, = a+ b—\/Zab+X ,
2 2
ahol
0sx<¥2P-2a
2
Ekkor
2
rZ+rf= Z(L “ZabJ + 2.
2

rZ +rf pontosan akkor maximalis, ha= —.Zas—a, azaz

r1:a+g—\/2ab ésr, :g.
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Fonyé Lajos: A Malfatti probléma

11.

12.

b) A

r2+r2Y
tit, = TerrZ<mé| L 5

atalakitas alapjan a tertletek szorzata pontoskor &klehet legnagyobb,
amikor a tertletik 6sszege maximalis.

A 4. feladat megoldasa alapjan a keresett négydatanak hossza

2+2ﬁ(2+ﬁ)=3+ 2/2.

A 11. feladat alapjan az, =2, r,=+/2 B

sugara egymast nem meiskoroket tartal-
mazo6 legkisebb méretnégyzet oldaldnak
hossza 3+ 2/2. Ebben a négyzetben az
abra szerint még elhelyezlieegy olyan
r; =1 sugard kor is, amely nem metszi g
masik ketbt, mivel

00, = 12+(2J_2)2 =3=r+1,

és

0203:\/(\/5—1)2+(2+\/_2)2 =J o+ 2/ 251, +1,

Tehat a keresett négyzet oldalanak hoszay/ 2.
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Kistérséqgi tehetséggondozas

13. Az 5. feladat megoldasa alapjan az
ri =4, r, =3 sugarl egymast nem
mets®d koroket tartalmazé legki-
sebb mérét szabalyos haromszog
oldalanak hossza y

J3(4+3)+2/4m3= 14 ¢

Ebben a szabalyos haromszégben >
az abra szerint még elhelyezhet 43 T =4
egy olyanrz=2 sugara kor is,
amely nem metszi a masik ktt
mivel

33

o
-

43 43 3v3

0,6, =\/(5\/§)2 +2 =79> 4y

0,0; = (6\/1_3)2 + P =109> r, + 1,

és

Tehat a keresett szabalyos haromszog oldalanakabsé 3.

14. Hasznaljuk a 4. feladat eredményeit és a 6. felmdgoldasi modszerét.

15. Tegyik fel, hogy az 6t egymast nem mét&dr
elhelyezhet egya oldalt négyzetben. Ekkar> 2
és a korok kozéppontjai benne vannak egy?2
oldalhosszusagu négyzetben.

Osszuk fel ezt az utdébbi négyzetet négy darap
aTZ oldalhosszusagu négyzetre a kdzéppont

o !

n L0

athaladd oldalakkal parhuzamos vagasokkal. |A
skatulyaelv értelmében ekkor biztosan lesz olyan
kis négyzet, amelybe legaladbb két kér kézéppontja

kerill. Ha ezek a kdzéppontdd, ésO,, akkor mivel nem metszik egymast,

|
I Lo
0 r
|
|
|
‘
|
|
|

1

a—
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Fonyé Lajos: A Malfatti probléma

16.

A 2. abra alapjan ama =2+ 2J2 oldald négyzetben el is helyezbiedz 6t
egymast nem metéz2gység sugaru kor.

Elegend azt az esetet vizsgalni, amikor a két gémb éggtimast és a kocka
két atellenes cslcséra illeszkext3 lapot.

Jeloljik a kocka élén-val, a kdrok sugarat,, ro-vel, felszinétA;, A,-vel,
térfogatatvy, Vo-vel.

Ekkor:
V3 + (1 + 1) +4/3r, =3,
r+r, =—\/§ a= 3_\/Te’a.
\/§+1 2

a) A +A, =47T(I‘12 +r§)

Feladatunk tehat” +r? maximumanak meghatarozasa.
Legyen

= 3_\/éa—x ésr, = 3_\/éa+x,
4 4
ahol
o<n<r, <2 6s0<xs 3_\/éa.
2 4
Ekkor

2
2 +rZ = 2(3+f’aj +2x2,

igy 17 +rZ pontosan akkor maximalis, ha=

] =[1—§ja ésr, =%.

Tehat a két gémb felszinének 6sszege pontosan akka®imalis, ha az
egyik a kocka beirt gémbje, a masik pedig a bedrhlgit és a kocka 3

lapjat érin gémb. Ekkor A + A, = (8— 4\/5) e .

a, azaz

J3-1
4
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Kistérséqgi tehetséggondozas

b) i+ vs = ()

Feladatunk tehat® +r3 maximumanak meghatarozasa.

3,.3_hth 2,2 2

. 3. . Lo .
Mivel 1 +r, = a é&llandé érték, ezért +r3 pontosan akkor a

legnagyobb, ha;? +rZ maximalis, azaz az a) eset alapjarF [1—@}

9_5\/éﬂa3.

ésr, =% esetén. EkkoW; +V, =

17. Jeldljik a kereseK kocka éleinek hosszatszel, aza ésb sugard gémboke;,
g.-vel, kézéppontjaikaD,, O,-vel. Tegylk fel, hogya> b! Ekkor O; és O,
benne vannak olyaK; és K, kockakban, amelyek maguk is benne vannak
K-ban és lapjaikK lapjaitola ésb tavolsagra vannak.

Jeloljuk A, B-vel K; ésK, azon két atellenes csucsat, melyekré\Bzestatlojl

kocka tartalmazza a2,0, szakaszt. EkkoD,0, < AB= J§( x-a .
Masrészt mivel; ésg, gombok nem meték, 0,0, = a+ b.

igy V3(x-a-b)> a+ b, amitsl x> 3+3\/§(a+ b) . Tovabba mivel @; gomb
benne van a K kockdban: x>2a. Ha 3+3\/§(a+ b)>2a, azaz

5]

b>a> b, akkor aK kocka oldalax = 3+3\/§(a+ b) . Az egyenbség

is fennallhat, plO; = A ésO, =B valasztas esetén.

3+4/3

3

Ha

(a+b) < 2a, akkorx = 2a.
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Fonyé Lajos: A Malfatti probléma

Eredményeinket 6sszefoglalva:

3+43 (3+\/§)_2 b
3 6

(a+b), habs a<

(33

X=

2a, ha b<a

18. Tegyiuk fel, hogy a kilenc egymast nem métszgység sugari goémb
elhelyezhet egy a éh kockaban. Ekkom =2 és a gdmbok kézéppontjai benne

vannak egya—2 éli kockdban. Osszuk fel ez utdébbi kockat nyolc da%a;b%

éli kockara a kdzéppontjan athaladd lapjaival parhuzamagasokkal. A
skatulyaelv értelmében ekkor biztosan lesz olyankkicka, amelybe legalabb
két gomb kozéppontja keriil. Ha ezek a kozépponik és O,, akkor

figyelembe véve, hogy a gombok nem méksz2<Q0, < a;Z\/?%, amilbl

\/5(\@+])2 \/5(\@+1)2
3

<a. Az a= élhosszusagu kockaban el is helyez-

het a kilenc egység sugart gémb, ha a gémbok kozéitoak %2 éli

kocka csUcsaiban és k6zéppontjdban helyezzik el.
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