Kistérséqgi tehetséggondozas

Algebrai kifejezések alkalmazasa oszthatosagi felatbkban és
egyenletmegoldasban
dr. Katz Sandor, Bonyhad

A 2004. évi nagykanizsai konferencian mar tartottlradast hasonlé cimen. A
konferencia irott anyagaban ez megtalalhato.

Most néhany Ujabb feladatot szeretnék bemutatnerkb témaban. Itt is néhany
nem teljesen kdzismert azonossag alkalmazésaietegen bemutatni, az oszthaté-

sag, egyenletek, diofantoszi egyenletek témakorAdremutatott példakra részletes
megoldast irok, de adok néhany 6nall6 megoldasunat $eladatot is.

. n?+n, n?+n+1, x?+y?, x?+2y? alaki szamok és azonossagaik

1. példa
Oldjuk meg a természetes szamok halmazan.
x(x+])(x+2)(x+3= f y+]
Megoldas:

Nyilvan x=0, y=0 megoldas.

Van-e megoldas pozitiv egész szamokban?

Jo tudni, hogy négy egymast ko¥eermészetes szam szorzatdhoz 1-et adva
mindig négyzetszamot kapunk:

x(x+1)(x+2)(xr Y+ 1= R + 3er ¥

Valéban
x(x+3)= X +3x+ a, (x+1)(x+2) = X + 3x+ 2= at 2,

x(x+1)(x+2)(x+3+1= o a+ I+ == 4+ 2 E( a f.
Tehat egyenletijnléx2 +3x+ 1)2 = y?*+ y+1 alakra hozhato, de a jobb oldal po-

zitiv y esetény? és (y+1)2 kozé esik, ezért nem lehet négyzetszam.
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1. feladat

Oldjuk meg a kovetkézgyenletet egész szamokban.
X+ =1+ y+ Y+ ¥+

Nézziink néhany tovabbi példat aZ + n és n?+n+1 alaki szamokra. Minde-
gyikre nyilvan igaz, hogy pozitiv n esetén nem tehégyzetszam, merh? és
(n+1)2 kozé esnek.

2. példa

Oldjuk meg a kovetkerzegyenletet egész szamokban.

\/x+\/x+\/ X4+ X+ X =y

(n=2 gyokijel)

Megoldas:

Ha sorban négyzetre emeliink, akkor a két utolséergy vx+v/x =k és
Jx =n, alaka, ezekli n?+n=k?, de ez csaki = k=0 lehet, egyébként a bal

oldal két négyzetszam kozé esik.
Ebhsl csak azx = y=0 az egész megoldasa az egyenletnek.
3. példa
Milyen n természetes szam esetén Iefﬁs{h) =n®+2n + 2n+ 1 négyzetszam?
Megoldas:

n=0 eseténf (n) =1, négyzetszam.
Megmutatjuk, hogyk =1 eseténn® +2n? + 2n+ 1 nem lehet négyzetszam.
n®+2n° +2n+1=(n+ ])( n+ nt ]) tényesi relativ primek és a masodik nem

négyzetszam.
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4. példa

Mutassuk meg, hogy an® + n+1 alakt szamok kozétt végtelen sok olyan par
van, amelyek szorzata szintén ilyen alaku.

Megoldas:

Készitsiink egy tablazatot a# + n+1 alak( szamokrol!

[ n [1]2] 3] 4] 5] 6] 8] 9] 10] 11 14 13 14 1 16
[ n’+n+1 [ 3] 7] 13| 21] 31]

43 ;7{ 73 91 11h 133 157 183 210 4273 |

1

Lathatd, hogy két szomszédos szorzata ugyanilyakGalesz. Megmutatjuk,
hogy ez mindem-re igaz.

(n2+n+1)[(n+1)2+(n+1)+1J=( 7+ neJ( f+ 3n 3=
=n*+4n*+7n’+ 4n+ 3:( e+ 2n+ j2+( rt+ 2n )+ 1
Természetesen a tablazatboél az is latszik, hogyléemely kétn? + n+1 alak

szam szorzat lesz ugyanilyen alaku. Tehat ez adzaivam zart a szorzasra néz-
ve.

A természetes szamok halmazénak t6bb olyan newezészhalmaza is van,
amely zart a szorzasra nézve: azaz a halmazbaddréomely két szam szorzata
is a halmazban van.

A nyilvanval6é példakon: pl. paros szamok, partal@amok, ke@i-hatvanyok,

stb., ilyen pl. a a2+ 3, 46+ 6, 70B+9, ..., (3k - 2)( K~ 1)+ X sorozat is.

2. feladat

Igazoljuk, hogy az ®+3, 45+6, ..., (3k—2)(3k -1+ X sorozathol akarhany ele-
met sszeszorozva, a szorzaabkithatd két négyzetszam dsszegeként.

Megoldas:

Az el6zb elbadasban belattuk pl. hogy a két négyzetszam Gdezeigeballithatd
szamok halmaza is zart a szorzasra nézve.
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Ezt igazolja a kovetkézazonossag:

(ac+bd)” +(ad- by’ = 4 8+2 abcd b A W2 abed b’s
(e

Az azonossag ismerete segiti a kovetkietadat megoldasat is.

3. feladat

2 2
Mutassuk meg, hogy a%:—kt))d tort, amelyben a, b, ¢, d egész szamok, nem egysze
ac

risithet, ha ad - bc=1.

5. példa

a) lgazoljuk, hogy235 + 97Z dsszetett szam.
b) Igazoljuk, hogy ha egym=4k+1 alaki szam kétféleképp felirhatdé két
négyzetszam 0sszegeként, akkor dsszetett.

Megoldas:
El6szor ab) részt latjuk be. Legyen

m=xX+y=U+V¥. (1)

Tegyik fel hogyx > u paratlanok és > y parosak. Legyerx—u ésv-y
legnagyobb kdzos osztojal.2
Ekkor x =u+2da, v=y+2db, ahol (a;b) =1.

Ezeket (1.)-be irvaau+ d& = by+ dB = ab( merta-val isb-vel is oszthat6
és(a;b)=1. Ebtl u=bc- ad, y=ac- bd, ésx=u+2ad= bet+ ad.

Tehatm= X + y* =(bc+ ag” +( ae byl .
A 2. feladatbanemlitett azonossag szerint

m=(ac- bd” +( ad+ bgczz( a+ b)[@ o+ ﬂ)
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Térjunk most ra aa) feladatra!
m= 235+ 97Z = 1000008 106G- *

Tehat ab) feladat szerinim= 235 + 972 (sszetett szam.
A fenti bizonyitas konstrukciét is ad szorzatta alakitasara.
A fenti gondolatmenetet kdvetve:

x =235, y=972, u=3, v=1000.
X-u=232, v-y=28. 2d =(232;28= 4, = d=2.
X-u=2[2[b8 = a=58, v-y=22[T = b=7.

ua+ dd =368+ 2068 = 58] 3 11p= 58 119 5BY . > c=17.

m=(a + )( ¢+ o) =(587+ 7?)(17+ 2) = 34181 29,

Ez valéban 1 000 009.

Megjegyzés Tudjuk, hogy egy természetes szam akkor és ddedr drhato fel
két négyzetszadm 0Osszegeként, ha torzstéisydelbontasabandk —1 alaku
primszam nem szerepel péaratlan kiwel. Ezekben a feladatokban nem alkal-
maztuk ezt az ismeretet.

4. feladat
a) lgazoljuk az(xz—2 y§)* + 2( xt+ y3* :( x+2 f/)( 7+ 2 zt) azonossagot.

b) Azn=a’+2k’ képletbe helyettesitsiik be az 6sszes olyan (@b)mart, ahol a
egyjegyi, b haromjegy pozitiv egész szam. Az igy n-re kapott 8100 éitékr
mutassuk meg, hogy mind kilondikizKépezzik ennek a 8100 szadmnak az
dsszes(281°°—1db) nem Ures részhalmazéat, és minden részhalmazbaozszo

zuk 6ssze az elemeket. Ezen szorzatok kozil reémfeleghato x* +2y? alak-
ban, ahol x, y egész?

c) Oldjuk meg az egész szamok halmazan a kovetggenletrendszert.

Xz-2yt=3
xt+yz=1 |’
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6. példa

Mutassuk meg, hogy ha 3n felirhat&” +2y?* alakban, (n,x,yON) akkor n
is felirhato ilyen alakban.

Megoldas:

2 2 2 2
Hasznaljuk fel, hogyx +32y :(Xi;yj +( X‘z y) , majd vizsgaljuk meg

kiilén, hogy mi lehex ésy 3-as maradéka!

Nézziink még néhany példat egyaaonossagok alkalmazasara.

7. példa
Hozzuk egyszdibb alakra.
4 4 1
(1 +j(3“ +)D Eﬁll +4j
IR
4 4
Megoldas:

Elészor vitsink minden tényét 16-tal, majd alkalmazzuk az

n2+4=[(n—1)2+1}[(n+ ])2+1}

0 e Gt
& +3J(4“+3ng i)
4

12
_(2+4)(e+4(10+ 4 {22+ b
(4 +a)(8+4(12+ 4 [ 28+ p

azonossagot!
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i} (12+1)(32+])(§+:D( 7+ ;t ( 24+ )( 23+ )
(32+1)(52+])(72+ :)( g+ ; ( 23+

(12+1) 2 1

8. példa

Mely X, y, z racionalis szamok esetén lesz az

1 1 1
\/ 2 + 2 + 2
(x=y° (y=-2° (z X
kifejezés értéke racionalis szam?
Megoldas:
Ha kiprébalunk néhany paronként kilonbdx, y, z) szamharmast, akkor azt ta-

pasztaljuk, hogy mindig raciondlis szamot kapunk.riem véletlen, mert ve-
gyuk észre, hogy minden paronként kilonb6g y, z) szamharmas esetén

1 1 1 _( 1 1 1 jz
+ + = + +
x=y)® (y-2* (=¥ ((x-y) (y-2 (= x
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Il. Az f(x,y,z)= x>+ y*+ Z -3 xy: polinom.

Az x*+y* =(x+y)' -3xy % ) azonosséagot felhasznalva:

f(x,y.2= X+ y+ 2-3xyz
=(x+y)+Z-3x % y-3 xyz
=(xry+ [ (x+ )+ 2-(¢ Yy -3¢ x ¥ )z
=(x+y+z)[@>?+ Y+2 xyr 2— xz yz3 >)y=
:(x+y+z)[@>8+ Y+ Z- Xy yz jx

Tehat
X+ Y+ Z2-3xyz=( % )z[ﬁ X W 2 owy yz )2 (1)

Az (x=y) +(y-2*+( = ))2:2( + 9+ - xy yz )zazonosség szerint:

ey ez-axzEs(w v f(x Pe( v e 2)¥ @)
Még egy alak hasznos lehet:
C+y+Z-3xy=(# ¥ )z{( x y )2-3( W yz )%) (3)
(3.)- Atalakitasaval:
(x+y+2° =X+ y+2+3( % y( y X 2 ) 4.)

Kovetkezmények:

I. Ha x=y= z, vagy x+ y+ z=0, akkor(2.) szerint

XX+ y+ Z =3xy:
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IIl: Ha x® + y* + Z = 3 xyz, akkor(2.) szerint

X+y+2z=0,vagyx=y=z.

9. példa

Alakitsuk szorzatta:
(a-b)’+(b-9’+(c9°=

Megoldas:
(a=b)+(b-g+(c- d=0, ezért . szerint

(a=b)+(b-9"+(c-§°=3(a h( b } & }

5. feladat

Alakitsuk szorzatta:

(a+b)(a-B)"+(b+ 9°(b- §'+( & §( & }'=

10. példa

Oldjuk meg az egyenletet.
Ix-1+Ix-2+Ix+3=0

Megoldas:

l. szerint:

(x=1)+(x-2)+(x+3) = F/ (x- 1)(x- 2)(¢+ 3)
X° =(x=1)(x-2)( x+3
XX =x-7x+6

6
X=—.
7
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11. példa
Oldjuk meg a kovetkezegyenletrendszert.

X+y+2z=6

X’ +y+7Z=14

XX+y+72=36
Megoldas:

Az els) két egyenlettl xy+ yz+ zx=11.

¥y +Z-3xy=( % ¢ )z{( x y )2-3( W yz )%) (3.)

szerintxyz=12.
A t-re harmadfok
t*=(x+y+2) C+( xy+ yz# zxt- xzy0

egyenlet gyokex, vy, z.
Tehét keressuk & - 6t> +1% — 6= 0 egyenlet gyokeitEzek 1, 2, 3.
Tehatx, y, ztetsdleges sorrendben 1, 2, 3.
12. példa
Oldjuk meg az egész szamok halmazan.

X+y+z=7,
XX+y+Z2=1.
Megoldas:

Hasznaljuk fel a (4.)-# kdvetkes azonossagot:
(x+y+2°—(R+ ¥+ 2)=3(% ¥ v X 2 )

Ez alapjan(x+vy)(y+ 2( z+ ¥=114= 2030¢ és (x+y)(y+ 2( z+ }=14
114 osztéi +1, +2, +3 6, £19, +38, +57, +114. Edézill kell harom olyat
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valasztani, amelyek szorzata 114, 6sszege 14. &sak-2, -3, 19 lehetnek. Ez a
harom szam lesz valamilyen sorrendffert y), (y+2) és(z+x).

Ebhol x, y, z-re 10, 9, -12 tetékeges sorrendben jo.

13. példa

Oldjuk meg a valés szamok halmazan.
(x-¥2x=3+ax=1) = 3+ 2
Megoldas:

(x+y+2°=xX+y+2+3( % Yy X 2 ) (4)

szerint, ha

(x+y+ z)3= X+ y+ 2,
akkor

(x+y)(y+ (2 3=0.

igy a fentiek egyenlet helyett megoldhatjuk a

(¥/x -¥2x=3) (ax-1-F2x- (¥ o ¥ = ¢

Egyenletet, ami ekvivalens az

(x=3)(2x+2)(5x-)=C

egyenlettel, amelynek gyok&; —1;%.
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6. feladat
Oldjuk meg a val6és szamok halmazan.
3
(x2 —x+2) =xX-x+8
Ill. Ha X, y, znemnegativ szamok, akk(&.) szerint:

X+ Y+ Z23xy:
azaz

illetve
Tovabbi alkalmazasok:
« Desmond MacHale: My favourite polynomial, MatheratiGazette

» Olosz Ferenc: Egy azonossag kilonbéakakjai,
Kolozsvari Matematikai Lapok
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Ill. Haromszdgszamok

A h, :@ alaka (1, 3, 6, 10, ... ) szamokat haromszégszamohkeedzziik,
mert 1, 3, 6, 10, ... kavics haromszdg alaku tabkézhtlyezheétel:

O ©) ©)
(ON) ORS
(ONONG)
O
OO0
OCRE)
(O ONONGE,

A kdvetked harom feladat a haromszdgszamokkal kapcsolatos.

14. példa
Mutassuk meg, hogy a haromszégszamok kozott végtedé négyzetszam van.
Megoldas:

+
Az 1 haromsz6gszam is és négyzetszam is.ﬂ,&%—l =k” egyenletnekn=1,

k =1 megoldasa. Azt kell megmutatnunk, hogyg-g]le): k® egyenletnek

végtelen sok megoldasa van a természetes szanpdroazan. Az
n(n+1) =2k *
egyenletben két szomszédos szam szorzata egy merprekétszerese.

Elegend megmutatni, hogy ha van ilyen; k) szampar, akkor meg tudunk adni
egy nagyobb szamokbdl allé, ilyen tulajdonsagu art

Ha a (*) egyenletet egy négyzetszammal szorzomgraklobb oldalon tovabbra
is egy négyzetszam kétszerese fog allni. Az egyemnlegy akarjuk alakitani,

hogy a bal oldalon is két szomszédos szam szoszatepeljen. Bkzor szoroz-
zuk mindkét oldalt 4-gyel!

4n*+4n=2(2K)° (™)
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4n® + 4n nagyobb szomszédja négyzetszam, ezért szorozzuékétiroldalt
(4n” + 4n+ 1)-gyel!

(4n® + an)(ar? + an+ )= 4 2 2w )]

Egyenletink Gjra a kivant alaki: két szomszédomszorzata egy négyzetszam
kétszerese. 2-vel osztva:

(4n2 + 4n)( 4’ + 4n+ ]) ~

5 [2k(2n+1)]

Tehat ha azn-edik haromszégszam megegyezikkadik négyzetszammal:
n(n+1)

=k?, akkor (4n2+4n) -edik haromszégszam is megegyezik a

[2k(2n+1)]-edik négyzetszammal. igy minden ilyen tulajdonségamhoz

egy nagyobb ugyanilyen tulajdonsagi szamot tudenklelni, tehat valdban a
haromszégszamok kozott végtelen sok négyzetszam van

Az n =1, k, =1 megoldasbol a kovetkézn, =4n” +4n = 8,
k,=2k(2n+1=6.
VaI(’)ban87[9 =6° = 36.

Az n, =8, k, =1 megoldasbdl a kovetkéz n, = 4n,’> + 4n, = 288,

k, = 2k, (2n, +1) = 204

2881289 _

Valoban 204 = 4161¢.

Az n, =288, k, =204 megoldasbhdl a kovetkézn, = 4n? + 4n, = 33292¢,
k, = 2k, (2n,+ 1) = 23541¢.

Val6ban M% 235416 = 554206930¢.

Megjegyzés A fenti médon nem kapunk meg minden olyan hard@igszamot,
amely négyzetszam is. Ph=49, k=35 is megoldasa a (*) egyenletnek:

AIB0_ 350 = 1008,
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15.

Ha az 6sszes megoldasra kivancsiak vagyunk, akKdt) aorban x =2n+1,
y =2k helyettesitést alkalmazva, aZ -2y> =1 Pell-egyenletet kapjuk, és
ennek meg tudjuk hatarozni az 6sszes megoldasat.

példa

Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan haromszogsidmal allé péar van,
amelyek 6sszege is haromszdgszam.

Megoldas:

A feladat valojaban annak megmutatasa, hogy az

X(cHD) | y(y+D) _ 2 z+1)
2 2 2

egyenletnek végtelen sox {/, 20 megoldasa van természetes szamokban.

Ezattal is egy egyszér a kdzépiskola alsobb osztalyaiban is alkalmazhaté
megoldast mutatunk annak belatasara, hogy vanleégiek ilyen szamharmas.
Ezt a Pascal haromszég segitségével fogjuk megniutat

1 510 10 5 1
1615 20 15 6 1
1721 35 35 21 7 1

A masodik oszlop az 6sszes természetes szamot,rmadift oszlop az

n
(ZJ: n(n2+1) haromszdgszamokat tartalmazza. Ahol a méasodikopbah

1-nél nagyobb haromszégszam van, (3, 6, .... ) attedlette all6 szam is
mindig haromszdgszam, és alattuk akétszege is haromszégszam.

Megjegyzés Természetesen ezzel a modszerrel sem adtuk mezgyenlet
0sszes megoldasat.
Keressiink olyan megoldast is, afg@sz nem szomszédos szamok!
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Végezetil egy feladatban 6sszekapcsoljuk a haragsgainokat és a fentebb tdbb-
szOr szerepelt, két négyzetszam 6sszegeként télisaamokat.

7. feladat
a) n legyen olyan természetes szam, amely felitkkéttdharomszdgszam 6sszege-
ként:
n= a(a+1l) + b(b+1).
2 2

Mutassuk meg, hogy ekkdn +1 felirhaté két négyzetszam dsszegeként.
b) Mutassuk meg, hogy minddn+1 alaku, két négyzetszam 6sszegeként felirhatoé

szam esetén n felirhatd két haromszégszam dssnegeké

IV. Még egy otlet
Még egy feladatot adunk egy, a korabbi cikkben b&nutatott médszerre.

16. példa
Hany primszam van 10001, 100010001, 100010001000&prozatban?
Megoldas:

Megmutatjuk, hogy a sorozatban nincs prim.
10001= 73-137.

A tobbi szam10™ + 10 * + .+ 16+ 10+ alakban irhat6, ahdt >1.
Megmutatjuk, hogyN = n* + n**+_ ..+ n®+ n*+1 nem lehet prim, ha>1 és

k>1.

Nem kozvetlenul aN szamot alakitjuk szorzatta, hanenibdl megszorozzuk
(n4 —1) -gyel.

N(n4—1):(n4"+n4k'4+...+ f+ n4+])( n4_]): S 1:( g 2 :)( k2 )
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Lathatd, hogyN osztdja az(nz"*z—l)(nz"+2+1) szorzatnak. H& prim lenne,

akkor osztéja lenne valamelyik téngeek. De ez nem lehet, mert lme>1 és
k >1, akkorN nagyobb mindkét tényémél.
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