Abraham Gébor: Szél sdértékfeladatok elemie, Feladatok

Szélsoérték feladatok megoldasa elemi geometriai eszk6zokkel
|. Bevezeté, egyszerii feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy egy haromszdg leghosszabb oldaldhoz tartoz6 magassaga nem
hosszabb, mint ugyanezen oldal barmely pontjanak a méasik két oldaltol meért
tavol sdgdsszege!

2. Az O kozéppontl kornek O-tdl kiilonbozé belss pontja a P. A kérvonal mely K
pontjaralesz az OKP szdg alegnagyobb ?

3. Egy negyedkorbe téglalapot irunk, melynek egyik cslcsa kérivre, egy-egy csicsa a
hatarol6 sugarakra, a negyedik csicsa kor kozéppontjaba illeszkedik. Az ilyen
téglalapok kdzul melyiknek legnagyobb aterilete?

4. Azt tudjuk a Pitagorasz-tételbél és annak megforditésabdl, hogy az ABC hdromszdg g

szoge akkor és csak akkor derékszog, haaz oldalairafenndl, hogy a® +b? = c?.
a) Bizonyitsuk be, hogy g akkor és csak akkor hegyesszog, ha a® +b? > ¢?!
b) Bizonyitsuk be, hogy g akkor és csak akkor tompaszog, ha a* +b? < ¢?!

5. Adott egy e egyenes és egyik az egyik oldalan két kilonbozé pont, A és B.
Szerkesszik meg az e egyenesen azt a P pontot, mely esetén az APB torét vonal
hossza minimalis. (Héron problémé4ja)

II. Geometriai transzformaciok, kerlleti, kbzépponti szdgek

6. Tekintsik azokat a haromszogeket, amelyek terlilete 12 terlletegység, egyik oldala 6
egység. Mekkora ezen haromszogek kdzul alegkisebb kertlete?

7. Legaabb mekkora egy olyan trapéznak a kertilete, melynek alapjai 10 cm és 20 cm
hosszliak, magassaga 12 cm?
8. Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények minimum helyét!
8 0. R® R, g(X)= VX2 - 8x+41++/x? - 2x+37
b) f: R® R, f(X)=+2x2 - 2x+13 +/2x° - 10x+17
Q) h: R® R, h(x)= v2x2 + 2x+13 ++/2x2 - 24x +80

9. Egy 3 dm magas egyenes henger aaku Uvegedény tengelyének O felezépontjara
szimmetrikusan helyezkedik el egy hangya (H) és egy mézcsepp (M), méghozza a
hangya kivil a mézcsepp belll. A hangyanak at kell mésznia az edény peremén, hogy
a mézcseppet elérje. Szamitsuk ki a legrévidebb utat a hangya szaméra, ha a hangya
0,5 dm-re van az edény alapkorétél, melynek kerilete 6 dm!

10. Egy katonanak meg kell gy6zédnie arrdl, hogy valamely egyenlé oldali hdromszdg
aaku terep —hatérvonaldt is beleértve- aknamentes-e. Eszleld berendezésének
hatosugara egyenl6 a ha&romszdg magassaganak a felével. Milyen utat kell valasztania,
hogy aterepet alegrévidebb Uton haladva vizsga hassa ét?
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11. Adott egy kocka élén egy, a csticsoktdl kilonbdzé pont. Tekintsik azokat a sikokat,
amelyek atmennek az adott ponton és hatszogben metszik a kockét. Melyik sik esetén
lesz ez a metszethatszOg a legkisebb kerlletti? Mekkora ez a kerllet, ha a kocka éle 1

egység?

12. Egy téglalap oldalai 12cm illetve 9cm hossziak. Bizonyitsuk be, hogy a téglaapba
irhaté négyszogek kertlete legaldbb 30cm!

13. @) Adott az ABCD hurnégyszog. Szerkessziink olyan négyszdget, amelynek cslicsai az
ABCD négyszdg oldalain vannak és kertlete minimalis!
b) Lehet-e ez a négyszog érinténégysz6g?

14. Adott a sikon egy konvex szdgtartomany és a belsejében egy pont. Szerkesszilkk meg
azt az egyenest, amely &megy a ponton és a legkisebb tertletii haromszoget vagjale a
szogtartomanybdl!

15. Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja legyen O! Vegyink fel az O-n
keresztll olyan e egyenest, mely a BC oldalt D, az AC oldalt E belss pontban metszi!

Bizonyitsuk be, hogy T, 2 2r?, ahol T,.. a DCE héromszog terllete, r az ABC
haromszdg beirt kérének sugaral

16. Adott a sikon egy konvex szdgtartomany, a belsejében pedig a P pont. Legyen e egy
olyan egyenes, mely keresztlil megy a P ponton és a két szészérat B, ill. C pontban

metszi! Az e egyenes milyen helyzete esetén lesz az i+C_1P Osszeg maximalis?

17. Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyszog egyik k6zépvonaa egyenlé a végpontjaira nem
illeszkedé oldalak szamtani kozepével, akkor a négyszdg trapéz!

18.Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD négyszog tertletére fenndl, hogy
T AB+CD AD+BC
2 2

, akkor a négyszdg téglalap!

19. Egy paralelogramma keriilete K, az oldalak felezépontja altal meghatarozott négyszog
kertlete k. Legaldbb mekkora a % hanyados, ha a paralelogramma hegyesszige
60°7?

20. Azon haromszogek kozil, amelyek egyik szoge a , a vele szemkozti oldala a,
szerkesszilk meg a legnagyobb kertl etiit!

21. Egy egységsugaru koérbe irt n oldalt konvex sokszdg tartalmazza a kor kézéppontjét.
Bizonyitsuk be, hogy akertilete legaldbb 4!

22. Allitsunk az ABC héromszog AB oldaléra kifelé négyzetet, amelynek kozéppontja
legyen O. Legyen M, illetve N, a BC és az AC oldalak felezési pontja. Jeldlje a illetve
b az oldalak hosszét! Adott a és b esetén mely haromszdgre teljestl, hogy OM+ON a

legnagyobb?
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23. Adott a sikon egy konvex szog, melynek szérai e, illetve f, csicsa O . Adott a
szogtartomanyban egy P pont. Hatarozzuk meg az e szbgsz&r azon A, illetve az f
szogszér azon B pontjét, melyre teljesil, hogy OA=0B és PA+PB minimdlis!

24. Legyen ABC egyenl6 oldali hAromszog, M pedig a sikjaban egy pont. Bizonyitsuk be,
hogy MAE£ MB+MC! Egyenléseg akkor és csak akkor al fenn, ha M rajtavan az ABC
haromszog koré irt korének A-t nem tartalmazé BC ivén! (Pompeiu-tétel)

25. A sik mely pontjaira teljesll, hogy azokat dsszekttve egy, a sikon lévs szabdlyos
haromszog csticsaival, a kapott szakaszokbdl haromszdg szerkeszthet6?

26. Az ABC haromszdg minden szdge kisebb 120°-nal. A sikjanak mely pontjara teljestl,
hogy a csticsoktdl mért tavol sagainak az 6sszege minimalis?

27.Mi avéasz az €626 kérdésre, haa haromszdg egyik szoge 120°, ill. ha nagyobb 120°-
na?

28. Legyen ABC egy adott k kdrbe irt hegyesszdgii haromszdg, P a hdromszdg sikjanak
azon pontja, amelyre PA+PB+PC dsszeg minimdlis. Jel6lje ezt aminimumot m! Mely
haromszdg esetén lesz ez az dsszeg maximalis?

29. Két, egymast metsz6 kor egyik metszéspontjan a egyeneseket huzunk. Hatarozzuk
meg azt az egyenest, amelybdl kimetszett hdrok hosszanak az 6sszege maximalis!

30. Adott egy ABC hegyesszbgti haromszdg. Szerkesszik meg azt a szabdlyos
haromszdget, amelynek egy-egy oldala illeszkedik az A, B és C pontokra és aterlilete
alehet legnagyobb!

31. Legyenek egy konvex négyszog oldalai ebben rendre a, b, ¢ és d, &léi e, f !
Bizonyitsuk be, hogy ef £ ac+bd!

32. Legyenek egy konvex négyszog oldalai ebben rendre a, b, ¢ és d, valamint terllete T.
Bizonyitsuk be, hogy 2T £ ac+bd!
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