Abraham Gabor: Szélséértékfeladatok elemien, Megoldasok

Megoldasok, megoldasvazlatok, eredmények

1. Legyen az ABC haromszog leghosszabb oldala AB, a hozzatartoz6 magassag . , az AB oldal
tetszéleges belsé pontja P! A P pont CB oldaltol valo tavolsaga legyen x, CA oldaltél vald
tavolsaga y. Mivel AB a haromszdg leghosszabb oldala, ezért AB3 BC és AB3 AC (*). Az ABC
haromszog tertiletére felirhat6, hogy T,z = Tapc + Tpoge » zaz a (*) egyenl6tlenségek alapjan

ABxm, _ BC><x+CA><y£ AB><x+ AB xy
2 2 2 2

, tehat m, £ X+ y, amit bizonyitani kellett.

Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha
AC=AB=BC, azaz a haromszdg szabalyos.

2. Afeladat lat6szogkoriv segitségével konnyen
megoldhat6, de most ennél elemibb megoldast adunk ra!
Készitslink abrat!
A KLO haromsz6g egyenlé szard, igy a K-nél és az L-nél levs
belsé sz0g egyenls. Mivel

KLOJ =OLK [J=180°- LOK ,igya OKLL akkora
legnagyobb, amikor az LOKL a legkisebb. Az LOKL

akkor a legkisebb, amikor a P-n &tmendé KL hdr a legrévidebb,
ez pedig akkor teljesul, ha KL a legtavolabb van az O
kdzépponttol. Ez akkor all fenn, ha OP meréleges KL-re. Tehat
az OKPL akkor a legnagyobb, ha OP meréleges KL-re.

3. Készitslink abrat!

Legyen a BC iv felezépontja G! Belatjuk,

hogy az AHGI négyzet terilete nagyobb,
< mint barmely olyan téglalapé, melynek
kdriven levé csucsa nem esik egybe a G
ponttal. Hagyjuk el az abran lathat6 AFED
téglalap és az AFGI négyzet kdzos részét.
Belatjuk, hogy az AFED-bél megmarado
rész terilete kisebb, mint az AHGI-bélI
megmaradé rész tertlete. Nyilvan
ED<GI=GH. Masrészt EF-GH<GI-ED, mivel a
CB koriv G pontjaba hazott érinté
meréleges AG-re, igy 45°-0s szbget zar be
AB és AC egyenesével. Ezekbdl mar

kovetkezik az allitas.
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4, a)
Készitsiik el az alabbi abrat! Az ABCL derékszdgd,
melyre teljestl, hogy AC = AC, igy az ABCL -ben és a
ABCILI -ben két oldal egyenls. Az ACB.l akkor és csak
akkor hegyesszdg, haaz A pont a B kdzéppontu AB
sugaru korén kivil van, azaz akkor és csak akkor, ha
AB > AB. Ebbél pedig mér kdvetkezik, hogy

ACB] <90° akkor és csak akkor, ha

p AB? < AB? = BC? +CA? = BC? + CA?. Ext kellett
M bizonyitani.

Hasonléan oldhat6 meg a b) rész is.

5. Afeladat kdzismert megoldasa megtalalhaté pl. a Geometriai feladatgydjtemény .
kotetében, vagy N. D. Kazarinoff: Geometriai egyenlétlenségek cimd kdnyvében.

Il. Geometriai transzformaciok, keruleti, k6zépponti sz6gek

6. Mivel a hAromszogek tertlete 12 teriletegység az egyik oldaluk pl. AB=6 egység, igy ezen
oldalhoz tartozé6 magassaguk m, =4 egység. A haromszdg kertilete akkor minimalis, ha az ACB

torott vonal hossza minimalis, ahol C pont rajta van az AB egyenessel parhuzamos, téle 4

egység tavolsagra levé e egyenesen. Ezzel a feladatot visszavezettiik Héron problémaéjara. Ez

alapjan konnyen lathaté, hogy a keriilet minimalis, ha a hAromszdg egyenlé szaru és ekkor a
keriilet 16 egység.

@

R 7. Az aldbbi abra alapjan kbnnyen
visszavezethetjiik a megoldast Héron
problémaéjara. A trapéz kerllete legalabb
56 cm.
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8. a) Alakitsuk at teljes négyzetté kiegészitéssel a
négyzetgyok alatti kifejezéseket az aldbbi moédon!

900)= VX2 - 8X+41+~/x? - 2x+37

= J(x- 4 +5 +/(x- 1) +6°

Legyen P(x;0), Q(4;-5) és R(1;-6)! Ekkor a tavolsagképlet
alapjan

g =(x- 4)° +5 +,(x- 1)’ +6 =PQ+PR, igy
innentdl kezdve a feladat az, hogy mely P(x;0) pont
esetén lesz a PQ+PR dsszeg minimalis.

Abrazoljuk a pontokat a koordinatasikon, igy a feladat
visszavezetheté Héron problémajara!

A g fuggvény a minimumata B (x;;0) pont esetén veszi
fel. Ennek koordinatai kénnyen kiszamolhatdk, hisz

felirhatjuk az alabbi aranypart ;(1—_1 = g , ahonnan
_2
11

b) Itt is alakitsuk &t a figgvény hozzarendelési szabalyat teljes négyzetté kiegészitéssel!
f(x)=v/2X% - 2x+13+~/2%% - 10x +17

= J(X- 32 +(x+2)? +4/(x- 4)? +(x- 1)?
Legyen P(x;x), Q(3;-2) és R(4;1)! Ekkor a tavolsagkeplet
alapjan

£(0)=y(x- 3 +(x+2)? +(x- 4) +(x- D* =PQ+PR
, igy innentdl kezdve a feladat az, hogy mely P(x;x) pont
esetén lesz a PQ+PR 6sszeg minimalis. Abréazoljuk a pontokat
a koordinétasikon, igy a feladat visszavezethets Héron
problémajaral!
Az f figgvény a minimumat a B,(X;; %) pont esetén veszi fel,

melyet a QR’ egyenes és az y=x egyenes metszéspontjaként
kapunk, ahol R” koordinatai R’(1;4). Innen kdnnyen kiszamolhato, hogy a figgvény a

- . 7 .
minimumat x, = 2 -nél veszi fel.

c) Az el6z6h6z hasonloan oldhatd meg.
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9. Kdnnyen meggondolhato, hogy elég csak a kiteritett hengerpalasttal foglalkoznunk, mely
egy a=4 dm, ill. b=6 dm oldalu téglalap. Készitstink abrat!

4 dm

4 dm

6 dm

A feladatot ezzel visszavezettilk Héron problémajara. A kérdezett tavolsag Pitagorasz tétele
alapjan 5 dm.

10. Az ABC haromsz6g magassagat jel6ljuk m-mel! Ahhoz, hogy a B, ill. C cslicsokat
ellenérizni tudja, el kell jutnia a B, ill. C kdzéppontld m/2 sugara k', ill. k" kdrivek egy-egy
pontjadhoz. A szimmetria miatt feltehetd, hogy a k’ kdriv egy P pontjat éri el, majd innen
megy a legrévidebb Uton a k” ivhez. Ezen utdbbi legrévidebb Ut nyilvan a PC egyenesen
van. Az AP+PC Ut m/2-vel hosszabb, mint az AP+PQ (t, igy az utébbi akkor a legrévidebb,
ha AP+PC a legrovidebb.

Készitslink abrat!

Ak’ ivenkell azta P, pontot kivalasztani,
mely eseténa AR, + P,C 0sszeg
minimalis. Bebizonyitjuk, hogy az
alkalmas P, pont az m magassag és k’
metszespontja. Legyen ak’ iv P -tol
kilénbdzé pontja P! Megmutatjuk, hogy
AP, + P,C < AP+ PC . Huzzuk be ak’

kor Py -beli e erintsjét! Ennek AP-vel vett

metszéspontja legyen M! Az A pont e-re
vett tikorképe legyen A" Kénnyen meggondolhatd, hogy A’C atmegy P, ponton. igy
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Héron problémaja alapjan AP, + P.C < AM + MC , masrészt MC <MP +PC a
haromszdg egyenlstlenség miatt. Tehat AR, + R,C < AP+ PC.
Tehat az A P, C torottvonal alkalmasnak latszik. A feladat teljes megoldasahoz még

hozzatartozik annak végiggondolasa, hogy errél az Gtrél az egész haromszog
ellengrizhetd. Ezt még gondoljuk végig!

11. A kockanak 6 oldalapja van, igy a metszé siknak mindegyik lapot metszenie kell. llyen
jellegdi sikokbol kétféle helyzetd lehet. Készitslink abrat!

Valasszuk ki PBP,P,P, P, pontokon atmené

sikot! Az abran szerepl6 jeloléseket
felhasznalva kapjuk, hogy lényegében a

3

h=x+(1- y)2 +Y? +(1- 2)2 +/Z2 +(1- V)2 + VP +(L- U)® +4JU% +(1- W)? +/WP +(1- X)°
0sszeg minimumat keressuk. llyen jellegti 6sszeggel mér talalkoztunk a 8. feladatban.

Ennek minimalizalaséhoz rajzoljuk fel a kocka halojat!
A torottvonal a P és P’ pontok egyenes szakasszal torténd dsszekdtésével

minimalizalhato. igy a minimalis keriletd hatszog keriilete 3><\/§ egység hosszu.

AN
<
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12. A megoldéas némileg emlékeztethet az el6z6 feladat megoldasara. Ott a halé
elkészitésével
»Kihajtogattuk” a hatszoget.
Ebben az esetben is
hasonléan jarhatunk el, csak
most megfelelé tengelyes
tikrozések egymasutanjaval
érhetjik el ezt a helyzetet,
mint azt az alabbi abra is
mutatja. Legyen AD oldalon
régzitett a H pont! Vegyuk
fel innen kiindulva a HEFG
négyszoget! Ezutan
tukrozzik az abrat az AB,
majd a B'C’ és végiil a C"B”
tengelyre. A tengelyes
tlkrozések miatt a kékkel
jelolt torétt vonal hossza
egyenld az HEFG négyszog keriiletével. Mivel H rdgzitett, ezért a harmadik tiikrozés utan
kapott képe H'" is rogzitett. A H és H’ pontokat 0sszekots szakasz adja a H és H kdzotti
minimalis hosszlsagu utat. Ezt ,,visszahajtogatva” megkapjuk a minimalis keriletd
négyszoget, ami nyilvan paralelogramma. A kerllete Pitagorasz-tétellel kénnyen
kiszamolhat6, ami 30 cm. Barhol is vesszik fel a H pontot az AD oldalon belil, hasonléan
jarhatunk el és ugyanilyen eredményre juthatunk.

D G

=3

13. a) Az el6z6 feladatban latottakhoz hasonl6an jarhatunk el. Azaz ,,hajtogassuk ki
megfelels tengelyes tiikr6zések egymas utani alkalmazasaval a beirt négyszog keriletét!

Legyen E pont az AD oldalon
rogzitett pont! Vegyik fel innen
kiindulva az EFGH négysztget!
Ezutan tlkrozziik az dbrat az AB,
majd a B’C’, utana a C"B” , majd csak
a hurtnégyszdget az A”’'D’”
tengelyre. A tengelyes tiikrozések
miatt a zélddel jeldlt torott vonal
hossza egyenlé az EFGH négyszdg
keriiletével. Mivel E rogzitett, ezért a
harmadik tukrézés utan kapott képe
B is rbgzitett és ED=E"'D"". Az elsé két tengelyes tiikrdozés szorzata egy B pont koriili 28
sz6g(, mig a masik két tengelyes tiikrozés szorzata egy D’ pont koruli 26 szog(i forgatas.
Mivel az ABCD négyszdg hurnégyszog, ezért a szemkozti szogeinek az 6sszege 180°, tehat
2B+26=360°. Igy a két forgatas szorzata eltolas, tehat AD parhuzamos A’’D’”. igy az

Fr A

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -6/17 -



Abraham Gabor: Szélséértékfeladatok elemien, Megoldasok

el6z6ekbdl jon, hogy EE’’D’”’D négyszdg paralelogramma, tehat EE’”, ami a legrévidebb
Ut az E és E pont kdzott, az E pont valasztasatdl fuggetlendl egyenls a DD’ szakasszal,
ami adott harnégyszog esetén allandd. Tehat az E pont valasztasatél fuggetlendl az EE™
szakasz hossza egyenlé a DD’ szakasz hosszéval. Ez tehat a legkisebb kertletd beirhato
négyszog kertiletének a hossza, feltéve, hogy ilyen négyszog létezik. Kérdés még az is,
hogy az E pont minden helyzetében létrejon-e ilyen legkisebb kerlletd négyszog. Ezt
mindenképpen meg kell még vizsgalni!

b) A feladat megoldasaban az alabbi
abra segit. Az abran egy hurnégyszog
atldinak a metszéspontjabol
merélegeseket bocsatottunk az
oldalaira, igy kapjuk az FGHI
négyszoget. Bizonyitsuk be az FGHI
négyszogrél, hogy érinténégyszdog, és
azt is, hogy ha az el6z6 tiikrozéseket
végrehajtjuk az abran, akkor az FGHI
négyszog kertletének kiteritésével
egy szakaszt kapunk! Ehhez
gondoljuk végig, hogy az abran
azonos betdvel jel6lt sz6gek miért
egyenlék!

14. Tukrozzik a szbget a
megadott pontra, majd hizzuk be az igy kapott paralelogramma azon atléjat, amely
atmegy az adott ponton. Ez

: az egyenesvagjale a
legkisebb terlletd
. haromszoget a
] szOgtartomanybdl. Ennek

bebizonyitasahoz hizzunk
be egy az 4tl6tol kiilénb6z6

° egyenest, amely metszi a
szbgszarakat és atmegy a
megadott ponton. Az abra
alapjan innentél kezdve
kdnnyen befejezhetjik a
bizonyitast.

15. A feladat megoldasa
visszavezetheté az el6z6 feladatra. Lényegében adott egy konvex sz6g ezaz ACB
melynek belsejében adott egy pont ez a beirt kdr kbzéppontja. Az el6z6 feladat alapjan a
legkisebb terlletd EDC haromszdget Ugy kapjuk, ha az O pontra tiikrozzikk az ACBL -et
és E=B'C'C AC, illetve D = A'C'C BC . Mivel O most rajta vanaz ACB_ szbg
szogfelezsjén, ezért ED meréleges erre a szogfelezére, tehat az EDC haromszog egyenlé
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szar(. Méar csak azt kell belatni, hogy ennek a teriilete nem kisebb 2r2-nél. Legyen a
szogfelezs és az ED szakasz metszéspontja F! Az EDC haromszdg terllete kétszerese az
FDC haromszdg teriiletének. Huzzuk be az O pontbdl a BC oldalon levé G érintési pontba

az r sugarat! Ekkor CG=s-c. Mivel a CFG haromsz6g derékszogu, ezért a magassag-tétel
2

alapjan r* = CG>GD, azaz GD = igy

s-C
r’ o

S-Cgy

r xCD

TEDC = 2-I-CFD = 2

-c, 8
:rzf—+ Qs o
r S-Cg

Mivel barmely pozitiv szam és reciprokanak az 6sszege legalabb 2. Egyenlség pontosan
akkor all fenn, ha az ABC haromszdg C cstcsanalderékszog van.

=r(CG+GD) =1 s- c+
e

16. Legyen a szdg csucs Al Vegylink
fel a P ponton keresztil egy
olyan egyenest, amely metszi a
szbgszarakat, az egyiket B a
masikat C pontban! Legyen C'P
parhuzamos AB-vel, mig C'P’
parhuzamos BC-vel, ahol C’
rajta van AC-n, mig P’ az AP-n!
Az eddigiekbdl kdvetkezik,
hogy AP'C1] [LAPC és
PP'Cl [JAPB .Ezek alapjan
az alabbi aranyparokat irhatjuk

C'P'_AP',
fel =——es
CP AP

C'P'_P'P ) . C'P" C'P'_AP'" P'P_AP
——— = —— . Ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy + = + = =1,

BP AP CP BP AP AP AP
azaz L + 1 = 1 . Nyilvan ez akkor maximalis, ha C’P” minimalis, ami akkor

CP BP C'P'

teljesiil, ha C'P’ mergleges AP-re, azaz amikor BC meréleges AP-re.
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17. Legyen az ABCD négyszog k kdzépvonala az a és ¢ oldal szamtani kbzepe! Tukrozzik a
négyszdget a b oldal F felezépontjara! Kdnnyen meggondolhaté, hogy DA’=AD’=2k £ a+c,
ami azt jelenti, hogy D, C, A’ ill. A, B, D’ egy egyenesre esnek, amik egymassal
parhuzamosak, igy ABCD trapéz. Ebbél kdvetkezik, hogy barmely négyszdgben két

8 C

szemkozti oldal szamtani kdzepe nem kisebb, mint a mésik két oldalhoz tart6z6
kozépvonal.
18. Vegyuk fel az ABCD négyszdget, majd tiikr6zzik a DC oldal E felez6pontjara, majd az
igy kapott A’'B’C’'D’ négyszbget a D’A’ oldal F felez6pontjara és végul az A”B”C”D”

5 négyszoget az A”B” oldal
G felez6pontjara. Vegyik
fel az AB’'C’D™
négyszoget az alabbi dbra
szerint. Az
AD"BI@B'C"A' [és
ADBU@B"C"D" [
mivel két-két oldaluk és
az altaluk bezart szog
egyenls. igy AD"’=C"B’ és
AB’=C”D"’, tehat
AB’C”D’” négyszog
paralelogramma,
maésrészt a terilete
egyenld a négy darab négyszog tertletének az 6sszegével. Ez alapjan a hdromszég
egyenlétlenség és a paralelogramma terlletképlete alapjan felirhatjuk, hogy

AT eep = Tagepr E AB"B'C"E (AB + CD) (AD + BC)

(AB+CD)(AD +BC) . . ,
Azaz Ty £ . Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha
+ +
AB’C”D™" négyszdg téglalap és AB' = AB—ZCD és B'C= AD—ZBC ami pontosan

akkor van, ha az ABCD négysz0g téglalap.
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19. A Dkdzépvonalara
vonatkozo ismert tétel
miatt az oldalak
felez6pontjai altal
meghatarozott négyszog
paralelogramma, melynek
szemkozti oldalai az ACill.
BD atloval parhuzamosak
és fele akkorak, igy
kerllete: k =AC +BD .
Vegyuk fel az oldalt lathato
abrat! Legyen a BC;=b,
ekkor az AC;D;haromszdg
egyenlé szaru. A két atlé
metszéspontja végig a HG

kozépvonalon van, igy DB
nem kisebb HG és AC nem
kisebb a D;C; oldalhoz
tartozé magassagnal. Az
utobbi trivialis, az elsbbihez
készitslink egy abrat!
Legyen EB=AB+BC és EH
egyenes parhuzamos az a
sz6g felez6jével. Legyen BH
meréleges EH-ra és
IA=AJ=(AB+BC)/2. Ekkor I
meréleges az a sz0g
felezéjére, igy EH-ra is, ezért

parhuzamos és egyenlé BH-val, ami viszont kisebb, mint BD. Tehat BD akkor lesz
minimalis, ha B=J és D=I. Visszatérve az elsé abrara a két atlé 6sszege akkor a legkisebb,
ha D=G és B=C. Mivel a paralelogramma kertlete ilyen feltételek mellett allando, igy

kénnyen meghatarozhatd a minimum.

20. A vizsgalt haromszogek adott oldallal szemkozti csticsa (A) egy a szdg(i latdszogkoriven

mozog. Tekintslk ennek egyik ivét és
hozzuk Iétre az dbranak megfeleléen a
b+c szakaszt. Amikor ez maximalis,
akkor maximalis a kerulet is, hisz az a
szakasz hossza &lland6. Mivel az ACE
haromszog egyenlé szarq, igy

BECU = %, tehat az E pont mindig a
BC szakasz folé rajzolt a/2 szogii
latoszogkdriven mozog. A BE=b+c
szakasz akkor maximalis, ha az az
abréan felvett nagyobb kornek az
atméréje, azaz amikor ABC
haromszogben b=c.

al, hEtp://matek.fazekas.hu/

-10/17 -



Abraham Gabor: Szélséértékfeladatok elemien, Megoldasok

21.

Gondoljuk meg, hogy elég az n=3 esettel
foglalkoznunk. Legyen n>3 és a sokszog
leghosszabb oldala legyen BC! Tekintsiik a kor
CD, ill. BE a&tmérgjét! Nem lehet a sokszog
minden csucsa csak a BCE, vagy csak a DBC
fven, mert akkor a sokszdgnek nem lenne belsé
pontja a kor kdzéppontja. gy van cslicsa az
EDB ésa CED iven is. Havan csucs a révidebb
ED iven beliil pl. A, akkor az ABC haromszog
tartalmazza a kor kbzéppontjat és a kerilete
révidebb, mint a sokszdg keriilete, tehat elég
lenne ezzel az esettel foglalkozni. Ha nincs,
akkor két eset lehetséges. Az elsé az, amikor

legfeljebb az egyik esik egybe a D vagy az E ponttal. Ebben az esetben ez a két csucs
szomszédos lenne, de az altaluk meghatarozott oldal nagyobb lenne BC-nél. Ez ellentmondas.
Ha mindketts egybeesik D-vel ill. E-vel, akkor a sokszdg kerlilete nem kisebb az EDBC téglalap

kertleténél, ami nyilvan nagyobb 4-nél.

Nézzlk az n=3 esetet!
A megoldast bontsuk két részre.
1. eset: A haromsz6g egyenlé szara
Vegyik fel az alabbi abrat.

&
E

Mivel az ABC haromszdg tartalmazza a kor kbzéppontjat, ezért a>45°. A CEB] =a a
kerilleti szogek tétele értelmében. Mivel a>45°, ezért ¢/2=FB>FE. gy 2=CE=CF+FE<a+c/2.

Innen a+b+c>4.
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2. eset: Az ABC haromszdg nem egyenld szaru

Gondoljuk meg ezt az esetet is!

Ekkor az altalanossag megszoritasa
nélkul feltehetjiik, hogy AB>BC>CA!
Legyen a BA oldal BO atmérére vett
tikorképe BA'! Ekkor BA’>BC, ezért C
kdzelebb van az AB iv Q
felez6pontjahoz, mint az A’ pont. Lasd
az abrat!

Hajtsuk ki az AC és az AA’ oldalakat az
alabbi dbranak megfeleléen! Abbol
kdnnyen jon, hogy
AB+BC+CA>AB+BA’'+AA™>4,

AN T

22. Készitsuink abrat!

Vegyink fel az abranak megfeleléen a
BC és a CA oldalra is egy-egy négyzetet.
. Vegylk fel a CD, CE, AF és IB
b2 . szakaszokat! A CDB haromszogben,
. ‘ illetve a CAE haromszégben az OM ill. az
ON kozépvonalak, ezért

Sn ' 1 2 N +
Wi T W OM +ON :CD—ZCE, tehat ez az

______

j 0sszeg akkor maximalis, ha a CD+CE
0sszeg maximalis. Nyilvan az ABF
haromszdg a CEB haromszdg B kordili

[ -90°-0s elforgatotja, mig az IAB
haromszog a CAD haromszog A pont
koruli 90°-os elforgatotja, igy CE=AF és
CD=BI. Tehat a CD+CE 6sszeg akkor maximalis, ha IB+AF maximalis. Ezen utobbi pedig
akkor kovetkezik be, ha A, C, Fill. B, C, | pontik egyegyenesre esnek, ami ACB] =135’
esetén kovetkezik be.

’
D Y E
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23. Keészitsuink abrat!
Vegyik fel Ggy az A és B pontokat, hogy
OA=0B teljestljon! Forgassuk el az OAP
haromszoget az O pont kériil BOAD -gel, igy
az OBP’ haromszdghoz jutunk. llyen forgatas
esetén a B és az A pont helyzetétél
fuggetlendl az adott P pont képe mindig a P’
pont lesz. Az AP+PB 6sszeg akkor minimalis,
ha a PB+BP’ 6sszeg minimalis, hisz a forgatas
miatt AP=BP’. Ezen utbébbi 6sszeg viszont
akkor minimalis, ha B pont egybeesik B,

ponttal, ami a PP’ szakasz és az f szogszar
metszéspontja. igy megkapjuk a megfelels A

pontot is, ami az abran az A pont.

24. Ha MA nem a legnagyobb szakasz a hdrom szakasz kdziil akkor készen vagyunk. Legyen
MA?3 MB és MA3 MC! Forgassuk el az MAB haromszoget az abranak megfeleléen a B

A
B

pont korul -60°-kal, ekkor a BM’C haromszéget kapjuk. A hdromszdg egyenlétlenséget
alkalmazva a CM’, M’M, MC szakaszokra kapjuk, hogy AM=CM’ £ CM+MM’=CM+BM,
mivel MM’=BM, hisz a BMM’ haromszdg a forgatas miatt szabalyos. Egyenléség akkor és
csak akkor allhat fenn, ha M rajta van a CM’ szakaszon, azaz a CMBJ =120, ami

pontosan akkor teljesil, ha M pont rajta van az ABC haromszdg koréirt korének révidebb
BC ivén.

25. Az el6z6 feladatbol kévetkezik, hogy az ABC haromszdg koréirt kbrének vonalat

leszamitva, ha a sik bArmely mas pontjat 6sszekotjik a szabalyos ABC haromszég
csUcsaival, akkor a szakaszokbdl hdromszog szerkesztheto.

26. 27.
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27. A 26. és 27. feladat kdzismert, megoldasa megtalalhaté pl. a Geometriai
feladatgyGjtemény |. kotetében. Ha a haromszdgnek van 120°-nal nem kisebb szbge,
akkor az ezen sz6ghoz tartozo csucs esetén lesz az 6sszeg minimalis, ha nincs, akkor az
Ggynevezett izogonalis pont esetén. Ezt a feladatot bizonyos szakirodalmakban szokas
Steiner-féle haromszdg problémanak nevezni, az izogonalis pontot, pedig Fermat-
pontnak vagy Torricelli-pontnak is.

28. Készitstink brat! Rogzitsiik a C cstcsot! Vegyik fel az ABC haromszoget az izognalis
pontjaval és a k koré irt kbrrel egyutt. A Steiner-féle haromszdg probléma megoldasahoz
hasonléan forgassuk el az egész abrat a C csucs korul 60°-kal. Ekkor az A és B pont helytdl
fuggetlendl a k kor képe mindig ugyanaz a k’ kor lesz. Az m szakasz pedig egy olyan

szakasz, amelynek

egyik végpontja az

egyik korén, a

masik a méasik

koéron van. Ezek

kozil az a

leghosszabb, mely

atmegy mindkét
kor kdzéppontjan.

Ez pedig akkor

lehetséges, ha az

ABC haromszdg

szabalyos.

29. Készitsunk abrat!

(1
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Az abran lathatd ABC haromszdg sz0gei az AB szakasz helyzetétél fuggetlenek a kerileti
szbgek tétele értelmében. Emiatt az igy Iétrehozott haromszdgek mind hasonlok és az AB
szakaszhoz tartoz6 magassaguk T talppontja a szaggatott vonallal felvett CD atmérdg;di
koérdn van a Thalesz-tétel miatt. Az ilyen haromszogek kozll barmely ketts esetén a
hasonlésag aranyat az AB szakaszhoz tartoz6 magassaguk aranya adja meg. Ebbél
kovetkezik, hogy az AB szakasz annal nagyobb, minél nagyobb a hozza tartozé magassag,
ami viszont akkor a legnagyobb, ha m=CD, azaz AB meré&leges CD-re.

30. Az ABC haromszog koré
szerkesztett szabalyos
haromsz6g csucsai rajta
vannak az oldalak folé
rajzolt 60°-0s
latokoriveken és a 6rok
a haromszdg izogonalis
pontjaban metszik
egymast. Lasd az abrat!

A tovabbiakban megfogalmazunk
egy segédallitast.

Segeédallitas:

Ha harom kor (k’, k”, k™) egy k6z6s M pontra illeszkedik és a k’ kdr egyik P pontjabdl
kiindulva egy torétt vonalat, amely keresztil megy a a korok kettés metszéspontjain,
akkor az a torott vonal a pontban zarddik. Lasd az alabbi abrat!

Matematika Oktatasi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -15/17 -



Abraham Gabor: Szélséértékfeladatok elemien, Megoldasok

A segédallitas a hurnégyszogek tételének és a tétel megforditasanak felhasznalasaval
kdnnyen igazolhatd
A segédallitas és a 29. feladat felhazsnaléséval a szerkesztés kdnnyen végiggondolhatd.

31. Készitsuk el az alabbi abrat!

Az ABCD négysz6g BC oldalara hozzuk Iétre a CBA” haromszdget ugy, hogy felmérjik az
abranak megfelel6en a 6 és a Y, szoget!
A CBA' haromsz6g hason6 az ACD
haromszéghoz a hasonlésagi arany b/c.

igy BA':9d és CA':9f . Mésrészt
c c

az ACD haromszdget egy C kdzéppontd,
b/c aranyu, BCDL! - # forgatva
nyujtas viszi CBA” haromszogbe. Emiatt
CAA’ haromszdg is hasonl6 a CDB
haromsz6ghoz, hisz a C-nél levé szbgik
egyenlé és az azt kdzrefogo oldalak
aranya is egyenlé mégpedig f/c. igy

AA'= i e. lgy az ABA” haromszogre
C

felirhat6 a haromszog egyenlétlenség, igy AA'E£ AB+ BA', ahonnan ie£ a+9 d,
Cc Cc
ahonnan atszorzassal kapjuk, hogy ef £ ac+bd. Egyenléség akkor és csak akkor all fenn, ha
ABCI + ABA' [1=180°, azaz a négysz6g hurnégyszog.
32. 1. megoldas:

_exfg@inj

Tudjuk, hogy barmely négyszog esetén T,,op = ,ahol e, fakétatld és ¢ az

altaluk bezart szdg. Ezt és az el6z6 feladatot felhasznélva kapju az allitast.
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2.megoldas:

Nézziink egy olyan megoldast, ami elker(li az el6z6 feladatot!

HUzzuk be az ABCD négyszdg BD
atlojat, majd ennek felezé
merélegesére tukrozzik a CD
haromszoget, igy kapjuk az ABC'D
négyszoget. Ennek terilete
megegyezik az ABCD négyszdg
teriiletével. Huzzuk be az AC’
atléjat! Az igy keletkezé
részharomszogekre felirhatjuk,
hogy T.s. £ ac és T,.., £bd . igy

o

ABCD :TABC‘D :TABC' +TAC'D £ aC+bd '
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