Abraham Gabor: Egyenletek — az analizis felhasznalasa, Megoldasok

Egyenletek megoldéasa az analizis elemeinek felhasznalasaval
(megoldasok, megoldas vazlatok)

I. Az injektivitas alkalmazasa az egyenletek megoldasaban

a) Alakitsuk at az egyenletet az alabbi médon!
2 8, .2 — 3
(x +X- 2) +X +X-2=X"+X

Az f:0 ® [jxa x®+x fluggvényrsl kdnnyen igazolhato, hogy szigordan monoton, igy

injektiv, tehat f(x)=f(y) akkor és csak akkor, ha x=y. Mivel az egyenlet f (x2 +X- 2) =f(x),

igy X*+X- 2=Xx, ahonnan |x|:\/§.

b) Alakitsuk at az egyenletet az alabbi médon!

Ix+x=F(x- 2)" +(x- 2)°

Mivel a valés szamok halmazan értelmezett f(X) = \& + Xx fuggvény szigoran monoton,

ezért injektiv is, igy X = (X- 2)2, amibél a megoldasok 4, ill. 1.

¢) Alog,(x-1)-log,(x*- 2x) = X" - 4x° +3x® + 2x- 1 egyenlet 4talakitasa utan azt kapjuk,
hogy log,(x- 1) +(x- 1)* =log,(x* - 2X) +(X* - 2X)*. Az egyenlet megoldésait az x>2
szamok halmazan keressiik. A pozitiv valés szamok halmazén értelmezett f (x) =log, X+ X*
fuggvényrsl konnyen belathatjuk, hogy szigorGan monoton névekvs, tehat injektiv is. igy

3+./5
2

X- 1= x*- 2x, melynek gyokei koziil csak a

nagyobb 2-nél.

d) A g X >(3/§)th = aEL;'tgx+sinxgs - (Sin2x)3 egyenlet
2

3 2
n2x 4 (sin2x)3 = g%tgx+sin xg +397"*" alakra hozhato.
2

A valds szamok halmazan értelmezett f (x) =3* +X° fiiggvényrél konnyen belathatjuk, hogy
szigoruan monoton novekvé, tehat injektiv is. lgy az §tgx +sinx=sin2x egyenlethez
jutunk, melynek megoldasa rutin feladat.

e) Az X°- x-1=2%- Iogz(x2+2x) egyenletet X* + 2" +Iog2(x2+2x) :2X*1+Iog2(2x+1)

alakra hozhatjuk. Mivel a pozitiv valds szamok halmazéan értelmezett f (x) =log, X+ X*
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fiiggvény szigorian monoton névekvs, igy injektiv is. Ebbsl az x* + 2* = 2°* egyenlethez
jutunk, amibdl kapjuk, hogy x* = 2%, amibgl x>0 esetén az 2l0g, X = X egyenlethez jutunk,

melynek bal oldalan egy szigortan konkav fiiggvény, jobboldalan egy lineéris flggvény
talalhat, tehat legfeljebb két megoldasa van, ami jelen esetben a 2 és a 4.

f) Legyen X’ +2Xx =y és Yx°- 2x=y!Innen X> +2x=y° és X°>- 2x=y°. Akét
egyenletet 8sszeadva az X° + X° = y° + y°® egyenlethez jutunk. A valés szamok halmazan
értelmezett f(x) = x>+ x° fiiggvény szigorian monoton, igy injektiv is, tehat y=x. igy az

x° - x%- 2x =0 egyenlethez jutunk, melynek megoldasai a 0, v/2, - /2.

II. Konvex, konkav tulajdonsag szerepe a megoldasban

a) Konnyen meggondolhatd, hogy a valds szamok halmazan értelmezett f (x) =6x2* - 10
flggvény szigortan konvex, mig a g(x)=7x linearis, igy az egyenletnek legfeljebb két
megoldasa van. Ezeka 2 ésa-1.

b) Alakitsuk ata 9% - 8x>x3" + 253" +12x* - 3=0 egyenletet!

9*- (8x- 2)x@ +12x*- 3=0

A kapott egyenlet a 3" -re nézve méasodfoku, a diszkriminansa

D =(8x- 2)°- 442x* +12=16x* - 32x+16 =

=16(x- 1)*

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy 3 =2x+1 ésa 3“ = 6x- 3. Mindkét egyenlet
baloldalan egy szigortan konvex exponencialis flilggvény a jobboldalan egy lineéaris fuggvény

talalhatd, igy mindkét egyenletnek legfeljebb két megoldasa van. Az els6 megoldasai 1 és 0, a
masodiké 1 és 2, igy az eredeti egyenlet megoldasai 0, 1, 2.

c) Mivelaz f:0 ® [ f(x)=13x/5x+1 fiiggvény szigortan konkav, mig a
g:0 ® [ xal3x®- 246x+647 szigortan konvex, igy az egyenletnek legfeljebb két
megoldasa van, melyek a 3 és a 16.

d) Az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy a megoldasok -1 és 1.

e) Azel6z6h6z hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy a megoldasok 1 és 2.

2 7
f) Legyen y:(2X - 1) es Y= |092(\/; +1) ,ahol x,y3 0! Az elsébél 2° - 1=,y ,a
masodikbol 27 - 1= \/; . A két egyenlet kivonasaval és rendezéssel kapjuk, hogy
2) +\/§: 2°+/x . Mivelaz f :[ o ® [} f(X)=2"++/x szigorian monoton névekvs,

igy injektiv is, ezért y=x. Tehata 2" - 1= Jx egyenletet kell megoldani, amelynél a baloldali
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flggvény szigoruan konvex, mig a jobboldali szigortian konkav, igy legfeljebb két megoldasa
van. Ezeka0ésaz 1.

A monotonitas szerepe a megoldasban

Az f:0 ® [Oxa 3 +5 fuggvény az értelmezési tartomanyan szigordian monoton

novekvs, igy a 8-at legfeljebb egyszer veheti fel. Ezt x=0 esetén meg is teszi, igy ez a
megoldas.

Asz egyenletet megoldjuk az el6z6 feladat b) részéhez hasonl6an. Ekkor kapjuk, hogy

5" =6- x és 5 =3. Az els6 egyenlet baloldalan egy szigorGan monoton névekvé, mig a
jobboldalan egy szigordan monoton csdkkeng fliggvény szerepel, igy az egyenletnek

legfeljebb egy megoldésa lehet. Ez pedig az 1. A mésik egyenletbl a megoldas 1og, 3.

Osszuk le mindkét oldalt 7* -nel, igy a baloldalon szigortian monoton csokkend, mig a
jobboldalon szigordan monoton névekvé fliggvény jelenik meg. Ebbél jon, hogy legfeljebb
egy megoldas van, mely az 1.

A megoldas x=2.

A baloldal nevezéjének gyoktelenitése utan mar jél latszanak a monotonitasi viszonyok. A
megoldas x=4.

Bizonyitsuk be, hogy a valds szamok halmazan értelmezett
f (x) = 2° +3* +6* - x’szigorian monoton névekvs! A megoldas x=-1.

. Inverz fliggvény hasznélata az egyenlet megoldasaban

a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a nemnegativ szamok halmaza. Az

f:[o¥[® [-2¥[; f(x)=vx-2ésag:0 ® [ g(x)=23x- 8 fiiggvény bijektiv. igy
létezik inverziik, mely a bijektiv f*:[- 2¥[ ® [0;¥[; f(x) =(x+2)” ill. a bijektiv
gh:0® [ g'(x)=x>+8.

Legyen y =+/x- 2 és y=¥x- 8, melybsl x =(y+2)"és x = y* +8, igy oldjuk meg a
[- 2,¥[ halmazon oldjuk mega (y+ 2)° = y* +8 egyenletet. Ebbd| kapjuk a

0=y’- y*- 4y+4 azaz 0=(y- 2)(y+2)(y- 1) . Amegoldasok y=2, -2, 1, amibs| x=16,
0, 9.

b) Atalakitas utan azt kapjuk, hogy log, (5X - 21) =log, (2X + 21) . Legyen
y=log, (5" - 21) =log, (2" +21), amibs! kapjuk, hogy 2V =5" - 21 és 5" =2*+21. A
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két egyenlet 6sszeadasaval kapjuk, hogy 27 +5¥ =2 +5* . Az injektivitast felnasznalva
kapjuk, hogy y=x, azaz a 2* +21=5". Leosztva 2*-nel, monotonitas vizsgalat utan kapjuk,

hogy csak az x=2 a megoldas.
2. a) Az egyenlet értelmezési tartomanya a 8'- 5; - \/EHE 8'\/§;¥ g halmaz. Legyen

y =+X+5=x*- 5, amibél kapjuk, hogy y* = x+5 és y=x*- 5. Akét egyenletet
Bsszeadva és rendezve kapjuk, hogy (y- X)(y+x+1) =0. Ebbsl y=xill. =x-1. Igy az

1++/26

X*- X- 5=0ésaz x* + X- 4=0 egyenlethez jutunk. Az elsé megoldasai > a

. = 1EAT " s ] .
masodiké — Az elsébél a pozitiv a masodikbdl a negativ lesz az eredeti egyenlet
megoldasa.

b) A feladat az el6z6h6z hasonlé médon megoldhaté.

c) Atalakitas utan kapjuk, hogy (x+ 3)2 - 2=+/X+3+2. Legyen z=x+3, ekkor a

7° - 2=+/z+2 egyenlethez jutunk, ami az a) részhez hasonléan megoldhaté.

d) Rendezziik az egyenletet (2+ x)Iogzs - 3=(3+x)'%? - 2 alakra! Az

f:]-2¥[® ]-3¥[; xa(2+ x)Iog23 - 3 fuggvény szigortian monoton novekvé és
szlrjektiv, igy bijektiv is. Az inverz fuggvénye a

f1:]-3¥[® ]-2¥[; xa (3+ x)k’g?’2 - 2, igy az egyenlet f(x)= f *(x) alaki. Mivel
az szigoruan monoton névekvé, ezért az egyenlet megoldasai azonosak az f(x)=x egyenlet

9% =y 43 egyenletet kell megoldani. Vegyiik mindkét

megoldésaival., tehat az (2+ x)
oldal 2-es alapti logaritmusat majd rendezzilk, igy a log, (2+X) =log, (x+3) =y

egyenlethez jutunk. Ebbsl kapjuk, hogy 3' - 2' =1, melyet leosztva 2'-nel és monotonitasi
viszonyokat vizsgalva kapjuk, hogy csak a t=1 a megoldas. Ebbél x=0.

e) Az el6z6h6z hasonlé médon megoldhaté.

f) Hozzuk X = 3/6+\3/6+\3/x+6 alakral A g:0 ® [J g(Xx) =~/x+6 szigorGan monoton

ndvekvé és az egyenlet x=f(f(f(x))) alaku, igy megoldasai megegyeznek az x=f(x) egyenlet
megoldasaival. Tehat x =3/x+6 egyenletet kell megoldani. Ebbél kapjuk a x® - x- 6=0.

Ezt szorzatta alakitva kapjuk a (X- 2)(x* +2x+3) = 0. Ennek csak az x=2 megoldasa.

g) Az el6z6h6z hasonl6an oldhaté meg.
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