Abraham Gébor: Kdzepek, Feladatok

Feladatok kozepek kozotti egyenlétlenségekre

1. Legyen a, b, ¢ pozitiv valés szam! Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a) ab+bc+ca?® avbc +by/ca +cba
) )2+ B ipec

c a b

2. Bizonyitsuk be, hogy ha x, y, z pozitiv valds szamok, akkor
X y z 3

£—1

+ +
JxE(x+2) J(y+x)(y+2) J(z+X)(z+y) 2

3. Legyen a, b, c, d pozitiv val6s szamok szorzata 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
J@+b)(c+d) +./(a+c)(b+d) +/(a+d)(c+b) 3 6!

4. Harom pozitiv szam négyzetdsszege 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor reciprokaik 6sszege legalabb

3./31

5. Legyenaza, b, c, d pozitiv valds szdmok szorzatal! Bizonyitsuk be, hogy
a+b*+c®+d*+ab+bc+cd+bd+ad+acs 10!
y z .3

6. Bizonyitsuk be, hogy barmely x, y, z pozitiv valés szamra fennall az + +
y+z z+x y+x 2

(Neshitt-egyenlstlenség)

7. Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszdgben fenndllnak az alabbi egyenlétienségek, ahol a, b, c a
haromszdg oldalai, s a félkerilete!
1 1 1 9
a) 8(s- a)(s- b)(s-c)£abc h) + + 3 =
s-a s-b s-c s

0) Vs </s- a++/s- b++/s- c£+/3s

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely harom a, b, ¢ pozitiv vals szamra fennall az

.atb+c

2 a’ N b? N ¢’ , atb+c aa+tb+co , (b+c)’(c+a)’(a+b)
b+c c+a a+b 2 & 3 4 2abie

& 3abc gD
C —_—
8ab+bc+ca;})

3 @™ %™ xc® (a, b, c>1)!

9. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valds szamok, akkor

a) a®+b’+c’3 a®b+b’c+c’a  b) a®+b*+c®3 a’c+b*a+cb
a’+b’+c’, a’+b*+c?

° atb+c 3

10. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢, d pozitiv val6s szamok, akkor
a+b’+c’ pP+ci+d’ cCrd+a’ dP+at+b’
atb+c b+c+d c+d+a d+a+b

a’+b?>+c?+d?!
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11. Legyen a, b, c, pozitiv val6s szamok! Bizonyitsuk be, hogy ekkor

a®+b%+c2 a’/bc +b*/ac +c2/be

12. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor
a) a*+b*+c’3 abc(a+b+c) b) a®+b’>+c’3 abc(ab+bc+ca)
c) a® +b° +c® 3 a’b’c+ab’c?® + a’bc’

13. Legyenx, Yy, z pozitiv valds szam! Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a) x4y+ y“z+ 4% 3 x3yz+ y3zx+ z3xy3 x2y22+ Xy222 + XZyZZ
b) X°y+ y°z+ 2°x3 x*yz+ yizx+ 2'xy 3 XPy’z+ xy*7’ + X°yZ’

14. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor!
a+b® b*+c¢® cf+a®.a’ b’ ¢

+ + £E—+—+—
2c 2a 2b bc ac ba

at+b+cE

15. *Legyen a, b, ¢ pozitiv val6s szam! Bizonyitsuk be, hogy ha abc=1, akkor
a+b+c£a’+b*+c’!

16. Legyen X,,X,,Xg,X,,Xg 1 [ \{O} I Bizonyitsuk be, hogy ekkor

N

2 2
X X X X X X
a) _§+_§+_§3 1472 473
X2 X3 Xl X2 X3 Xl
2 2 2
X X X X X X
b) _§+_§+_§3 2 473 41
X2 X3 Xl Xl X2 X3
4 4 4 4 4
0 X—i‘*x—i"‘x—i‘*x—j"‘x—i?' KXoy Xa Xa  Xs
X, Xy X, X5 X{ X, X5 X, X5 Xy

17. *Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valos szamok, melyek dsszege 3, akkor
Ja++b+/c3 ab+bc+ca!

18. *Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a, b, ¢ valds szamok esetén fennall a

Ja +(1- a)? +4/b? + (1- b)? +,/c* +(1- ¢)? ® % !

19. *Legyen a, b, ¢ | ]0;1[! Bizonyitsuk be, hogy ekkor ~/abc +\/(1- a)(1- b)(1- c) <1!

ab bc ca

1
20. *Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢>0, akkor + + £=(a+b+c)!

a+b+2c b+c+2a c+a+2b 4
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21. **Legyenx, Y, z pozitiv valds szam! Bizonyitsuk be, hogy ekkor
8?‘[+§Qai+zi_jai+593 2+ ZM!

§ Y& 2@ xb vz

n-tagu kdzepek kdzotti egyenlétlenség

1. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor fennallnak az alabbi egyenlétlenségek!

5 N
0]
2 g+l 1o ) (n )Eg n+1)(2n+1) 3 (n!)3£85(n+1) n%
&2 0 o S 4
d) (3n+1)° >8y/(3n)!
2. Legyen n 2-nél nagyobb egész szam! Bizonyitsuk be, hogy ekkor

nYn+1- n£1+%+...+1£n- n-1

n dn

3. Bizonyitsuk be, hogy Q/ﬁ £1+i,

N

4. Bizonyitsuk be, hogy az a, = §+—2 szigordan monoton névekva!
ng

ha n legalabb 2 egész szam!

N

: . 1 L, ;
5. Bizonyitsuk be, hogy az b, = g[ —2 szigortan monoton névekva!
ng

. _n +1

6. Bizonyitsuk be, hogy a c, 8 T szigorGan monoton csékkend!

7. Bizonyitsuk be, hogy barmely n és m pozitiv egész szam esetén a, <c_, !

8. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén 2< a  <4!

9. *Bizonyitsuk be, hogy az a, = ai+ 0 ai+ = sorozat szigortan monoton névekvé!
€ ng& 4np

Szélséérték feladatok kozepekkel

1. Hatéarozzuk meg az alabbi fliggvények minimumat és minimumhelyét!

x> +a .

(@l M
Xe+4
2

a) f:0"® [0, f(X)=

b) g:(D \{O})® 0 a(x)=
2x°+3

0 h:0"® [, h(x) =

X
4
d)i0°® U,i(x):%?\/é
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2. Hatérozzuk meg az alabbi fliggvények maximumat és maximumbhelyét!
a) f: g- %;1@@ 0, f(x) =(1- x)¥(1+3x)

b) g:[G1]® T, g(x) =(1+x)*(1- X)

3. Egy 20x20-as négyzet négy sarkabol vagjunk le egybevagd négyzeteket Ggy, hogy a lap négy
szélének a felhajtasaval a lehetd legnagyobb térfogatt dobozt kapjuk!

4. Készitsiink négyzet alap, feliil nyitott, oldalt négy téglalappal hatarolt 100cm® térfogatu
dobozt! Hogyan valasszuk meg a doboz méreteit, hogy az alaplap és a négy oldallap tertletének az
Osszege minimalis legyen!

5. Milyen méretei vannak a legkisebb felszini 1dm® térfogatt, henger alakd konzervdoboznak?

6. Hatarozzuk meg annak a maximalis térfogatl egyenes hengernek a méreteit, amelynek a
tengelymetszete 6m kerlet(!

7. Hatarozzuk meg azt a maximalis kertiletd téglalapot, amelynek két csticsa adott félkér
atmérgjére, a masik ketts a félkor ivére illeszkedik!

8. Egy téglalap alaki plakaton 600cm ? feliiletre szeretnének nyomtatni. A plakat tetején és aljan
9cm, a két oldalan 6cm széles margét hagynak. Milyenek legyenek a plakat méretei, ha a legkevesebb

anyagot szeretnék felhasznalni a gyartasahoz?
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