Orosz Gyula: Feltételes val 6sziniiseg a kdzépiskol dban

Feltételes val 6sziniiség a k6zépiskolaban

El6zetes megj egyzések:

Az alabbi irés afeltételes val Oszintiség bevezeté targyal dsnak egy |ehetséges kdzépiskolai
feldolgozésa.

A feltételes val0szintiseg témakore (az esemenyek fliggetlensegével, tsszefiggoségével
egyUtt) jelenleg az emelt szintii érettségi vizsga kdvetelményei kdzott szerepel. Az eddigi vizsgak
tapasztalatai alapjén a sikeres érettségihez elegend6 afogalom ismerete, megeértése, vagy legfeljebb
egyszerii dkalmazasanak a képessége. Ugyanakkor ,,j0zan ésszel”, bizonyos technikai ismeretek
megszerzése utan a témakor nehezebb feladatai kdzépiskolal szinten, nem tagozatos didkok szaméra
is megoldhatokka vanak. (llyen eszkdzok példaul a szemlétetés (tablazat vagy halmazdiagram), a
kombinatorika 6sszeadasi és szorzasi szabalya, vagy példaul afolyamatdbrék és dontési fak
alkalmazésa.) Altalanos tapasztal atunk, hogy a teljes val 6szintiség tételének vagy a Bayes-tételnek a
formalizal asa tdlsagosan elvont és nehéz a didkok szdmaéra; ugyanakkor viszont az dsszetett
feladatokat is gyakran eredményesen oldjak meg, bar — tudtukon kivil — az emlitett tételeket
alkalmazzak.

Ezt az anyagot tehat (esetleg) az étlagndl erésebb, emelt szintii csoportban, és természetesen
szakkorokon, versenyekre val 6 felkésziilés soran érdemes kiprobalni; el sésorban akkor, haa
val 0szintiségszamités hagyomanyos témakoreinek fel dolgozésa utan maradt még atémakorre
fordithat6 id6, vagy pedig ha atanulok megszerették atémat.

A cikk anyagat modszertani szempontok szerint alitottuk 6ssze, tehét el sosorban nem
feladatgyiijtemeényt készitettiink. Kapcsol 6do feladatanyag boségesen taldhat6 a szakirodal omban.
A problémék nagy részét a kovetkezo forrasokbdl gyjtottik:

[1] Bard A. — Frigyesi M. — Lukécs J. — Magjor E. — Székely P. — Vancsd O: Késziljiink az
érettségire matematikabdl emelt szinten, Miiszaki K ényvkiado;

[2] Solt Gyorgy: Valb6sziniiségszamitas, Miiszaki Koényvkiado;

[3] Bognarné — Nemetz — Tusnédi: Ismerkedés a vél etlennel, Tankdnyvkiado;

[4] az interneten taldlt segédanyagok;

[5] abudapesti Fazekas Mihaly Gimnazium matematika munkakdzossége.

1. Bevezet feladatok
1.1. Kétvéltozos szita-formula val dsziniségekkel; P(AE B) = P(A) + P(B) — P(ACB)

1. Két szabalyos kockaval dobunk.

a) Mekkora annak a val 6sziniisége, hogy a dobott szamok kzétt van 2-es vagy 3-as?
b) Mekkora annak a val0sziniisége, hogy az 6sszeg 2-vel vagy 3-mal oszthat6?

c) Mekkora annak a val 6sziniisége, hogy a szorzat 2-vel vagy 3-mal oszthat6?

1.2. Osszetett feladatok a szorzasi szabéalyra (dontési fa)

1. Havan hdromfgjta vetémagunk, amelyek rendre 0,85; 0,78; 0,4 eséllyel kelnek ki, s ezekbdl
egyet véletlenszeriien valasztunk ki, akkor mennyi az esélye annak, hogy nem kel ki a mag?

2. Andrés meghivja barétnéjét vacsorara egy budapesti étterembe, este 7 6réara. Mivel hdrom dton is
megkozelitheti autdjaval az éttermet, egy véletlen kisérlettel donti el, hogy melyik utat vl assza.
Feldob egy dobdkockat, és ha 1-et kap eredménytl, akkor a harmadik utat val asztja, ha parosat,
akkor az elsét, ha paratlan primszamot dob, akkor a masodikat.
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a) Mekkora az esélye annak, hogy idében odaér arandevura, ha az egyes utakon rendre 0,2; 0,4; 0,8
esdllyel kerlll dugbéba?

Az Ut éppen fél 6raig, adugo (barmelyik) tiz percig tart. Varhatdan mennyit késik Andrés, ha
b) fél 7-kor,

c) 6 6ra 25-kor;

d) 6 6ra 20-kor indul?

3. Valamely Uzletbe négy termel 6t6l dsszesen 1800 kg burgonyat véasarolnak fel. A felvésarolt
mennyiség negyedrésze az €l s, hatodrésze a mésodik, harmadrésze a harmadik, a ttbbi a
negyediktdl szarmazik. Az elsé termel 6 burgonyajanak kilencedrésze, a masodikénak fele, a
harmadikénak a harmada, a negyediknek az 6tdde az |. osztalyu. A raktarban a burgonyat émlesztve
taroljak.

a) Mennyi az esélye annak, hogy egy vé etlenszeriien kivalasztott burgonyal. osztalyu?

b) Mennyi aval észintisége annak, hogy a véletlenszeriien valasztott |. osztalyd burgonyaa
harmadik termel 6t6l szarmazik?

(Megjegyzés: A b) feladat persze késébb is el6vehetd, lasd 2.3. 3. feladat.)

M egoldés: Erdemes adontési fat megrajzolni, majd a konkrét szamolés el 6tt becsést végeztetni a
gyerekekkel.

a) P(véletlenszeriien kivdasztott burgonya . osztayu) = l>&+1>&+}x}+lxl -8 » 0,272.
49 62 33 45 180

b) Ebbdl a %-ad résznyi |. osztdyu burgonyabdl %X% rész sz&rmazik a 3. termel6t6l. Ezért

P(aburgonyaa 3. termel 6t6l szarmazik, feltéve, hogy |. osztdlyd) = 33 % » 0,408.

1.3. Visszatevés nélkili golyodhuzas-feladatok

1. Egy dobozban 3 kék, 4 sargaés 5 zold golyo van. Visszatevés nékil hizunk.

a) Mennyi aval 6sziniisége annak, hogy €l 6szor kék, utédna sarga golyét huzunk?

b) Mennyi aval észintisége annak, hogy a 2. golyo6 sarga?

c) Mennyi aval észintisége annak, hogy a 3. golyé sarga?

d) Sejtés és bizonyitas: Mennyi aval0szintisége annak, hogy az n. golyo sarga? (n £ 12)
€) A 12 golyat kihdzzuk. Melyik hizéssorozat alegval 6sziniibb?

f) Mennyi aval dszintisége annak, hogy a 3. golyo sérga, ha korabban hiztunk kéket?

M egoldéasok:
3.4
a) —X—

12 11

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 2/21



Orosz Gyula: Feltételes val 6sziniiseg a kdzépiskol dban

b) P(ss)+P(ss)—E 4,4 3—2.
12 11 1211 3

0) P(Sss) + P(sss) + P(sss) + P(sss) = Sox/xt4 8,4,3,4.,8.3, 43,21
121110 121110 12 1110 12 11 10 3
|
g 41 _1
1203

f) P(kzs) + P(kss) + P(zks) + P(sks) + P(kks) =
354 343 534 433 324 _18 _ 9

12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10 110 55

Vagy: P(3. hizés sérga) — P(3. hlizas sarga, és nincs korabban kék) =

2+ (P29 + P(zs9) + P(&z9) + Plss9)) = - 2xoxt e D o 203 0 2
3 3 12 11 10 12 11 10 12 11 10 12
1 224 _440-224 _ 216 _ 9

3 12X1X0 12X1x40 123140 55

3 2
X— X— =
11 10

1.4. Kétvaltozos halmazdiagram

1. Az Gtjegytl természetes szamok kozll véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mennyi az esélye
annak, hogy a kivélasztott szam

a) oszthat6 3-mal vagy tartalmaz 6-0s szamjegyet;

b) oszthat6é 3-mal és tartalmaz 6-0s szamjegyet?

Megoldas:

Legyen aH alaphalmaz az 6tjegyi természetes szamok halmaza, A ={3|n}, B ={ $6 n-ben} (&bra).
H A B H A B
(4) 34922

Az Osszefliggések:

i) [H|=910* = (1) + (2) + (3) + (4)

i) JA|=310*= (1) + (3)

iii) |§| = nincs 6-0s = 8:9* = (1) + (4)

iv) 3-mal oszthatd és nincs 6-os: (1) = 8-9%3.

Innen (1) =17 496, (4) = 34 922, (3) = 12 504, (2) = 25 078.
Eredmény:
@+(2)+(3) _ 55078
D+ +)+(4) ~ 90000
Q) 17496
D +2)+3)+(4) ~ 90000

a) P(n oszthat6 3-mal vagy tartalmaz 6-0s szamjegyet) = » 0,61,

b) P(n oszthaté 3-mal és tartalmaz 6-0s szdmjegyet) = » 0,19.

1.5. Markov-lancok
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2. A feltételes val 6szintliség definicidjanak kimondésa el 6tt
2.1. Egyperces feladatok

Az A esemény val 6sziniisége nem ugyanaz, mint az A esemény val 6sziniisége akkor, haa B
bekovetkezett.

A kovetkezs példak Paulos: Szamvaksag (2004, HVG, ford. Pataki Janos) konyvébdl val Ok.

1. Annak aval0sziniisege, hogy atelefonkdnyvbdl véletlenszeriien kiva asztott személy 120 kilondl
tobbet nyom, meglehetésen alacsony. Ha viszont tudjuk valahonnan, hogy az illet6 testmagasséga
meghaladja a 185 centit, akkor ennek az eseménynek a val 6sziniisége | ényegesen nagyobb.

2. Hakét szabdyos kockét feldobunk, akkor a dupla hatos val 6szintisége 1/36. Ha viszont valaki
elérulta, hogy a dobott szamok 6sszege nagyobb 10-nél, akkor ez a val 6szintiség (mennyi is?) 1/3.

3. Annak aval6szintisége, hogy egy kartyacsomagbdl kihlzott lap kirdly, feltéve, hogy figura,
(mennyi is?) 1/4.

Megforditva, annak a val 0sziniisége, hogy a huzott lap figura, feltéve, hogy kirdy ... (mennyi is?)
ez bizony 1.

4. Annak afeltételes val0sziniisege, hogy valaki amerikai élampolgar, feltéve, hogy beszél angolul,
mondjuk, 1/3. Annak viszont, hogy valaki beszél angolul, hatudjuk, hogy amerikai alampolgar az
illetd, nagyjabol 19/20, azaz 0,95.

2.2. Fitvagy lany paradoxon

Egy négytagu csaladrdl tudjuk, hogy a gyerekek kozott legaldbb egy lany van. Mondjuk, 6 Anna
Mennyi annak aval 6szintisége, hogy Annatestvére fiu?
Valasz: 2/3. (Az éetkor szerint rendezvealLL, LF, FL lehetéségek vannak.)

Eshaazt is tudjuk, hogy Anna az idésebb?
Vélasz: Meglepé mdédon més eredmeényt kapunk: 1/2.

2.3. Nehezebb feladatok (visszafelé okoskodassal)

1. Az auldban 3 k&véautomatat dlitottak fel. EQy nap atlagosan 25 hallgatd haszndlja az €ls6 gépet,
45 hallgaté a mésodik gépet és 30 hallgato iszik kévét a harmadikbdl. Az els6 gép atlagosan 8-szor
dob ki Ures poharat, améasodik atlagosan 5-sz6r nem tdlti tele a poharat, a harmadik étlagosan 6-
szor tuladagolja a cukrot. Minden mas esetben jél miikddnek a gépek.

a) Mennyi az esélye annak, hogy sikerll j6 kavét innunk?

b) Taldomravesziink egy kévét, ami nem j6. Mennyi az esdlye, hogy tdl cukros?

Elsé megoldas:

a) P(i6 akavé) = 025" + 04532 1+ 03x2% = 081
25 45 30
03x2
b) P(3. automata fozte, feltéve, hogy rossz) = 3 305 5 =0,316;
0,25%— +0,45%— +0,3%x—
25 45 30
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03x°

‘ 30 _
\Y; a) dapjan ——=* =0,316.
agy a) alap 019

Mésodik megoldas. Ha a val 0sziniisegek helyett a véarhatod gyakorisdgok vannak megadva, akkor
ezt kozvetlenll is hasznalhatjuk, val 6szintiség nélkdl.

a) Atlagosan 8 + 6 + 5 = 19 rossz kavé van. 100 hallgato hasznalja a gépeket, igy atlagosan
100-19_81 .6 kévé gyakorisaga.

100 100 : Y

b) Az atlagosan 19 rossz kévébol 6 cukros, az esdly atll cukros kavéra % :

2. Két szabalyos dobdkockét feldobunk egyszerre.

a) Mennyi az esélye annak, hogy a dobott szamok kdzott lesz az 5?
b) Es ha tudjuk, hogy a dobott szamok 6sszege 8?

Megoldas: a) 11/36; b) 2/5.

3. (Burgonya-feladat 1.2.): Mennyi aval6sziniisége annak, hogy a véletlenszertien vélasztott |.
osztalyu burgonya a harmadik termel 6t6l sz&rmazik?
(Megjegyzés: Ez ugye 1.2. 3. feladatanak b) része, ha ott a targyalaskor kimaradt.)

2.4. Szirévizsgalat megbizhatosaga (visszafel € okoskodas)

Matematika OKTV 2008-2009. I1. kategoria 2. fordul &:

Egy 1 millidrd lakostl orszagban egy olcsd AIDS teszt bevezetését tervezik. Tudjuk, hogy Kkb.
minden ezredik ember fert6zott. Kidertlt, hogy a betegek 99,9%-and pozitiv, viszont sgjnos az
egészségesek 0,1%-andl is pozitiv eredményt ad a teszt. [lyen paraméterek mellett elvetették a
hasznalatét. Egy matematikus azt javasolta, hogy végezzék el kétszer egymés utén a vizsga atot és
ha mindketts pozitiv, csak akkor kiildjék orvoshoz a pécienst. gy mér bevezethetd lett ateszt. A
kovetkezo két kérdéssel arra keressiik avalaszt, mi ennek a magyarazata.

a) Szamitsuk ki mennyi aval0szintiisége, hogy beteg valaki, ha az els6 teszt pozitiv.

b) Szamitsuk ki mennyi avalésziniisége, hogy beteg valaki, ha mind a két teszt pozitiv. (A két
vizsgaat eredménye egyméstdl fliggetlen.)

Tipusmegoldasok a)-ra:

|. Konkrét példa, kovetkeztetés:

Végezzenek pl. 10° tesztet. Kb. 10° személy fertdzott, a teszt 999 esetben (joggal) pozitiv. A 10° —
10° = 999 000 egészséges emberbdl 999 esetben ismét pozitiv ateszt. A 2-999 pozitiv eset éppen
felében beteg avizsgdt személy, akeresett val 6sziniiség 0,5.

II. DOntési fa

P(egészséges, negativ teszt) = 0,999-0,999;

P(egészséges, pozitiv teszt) = 0,999-0,001;

P(fert6zott, negativ teszt) = 0,001-0,001;

P(fert6zott, pozitiv teszt) = 0,001-0,999.

0,999:0,001 _

P(beteg valaki, haaz elso teszt pozitiv) = =
2>0,0010,999
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3. A feltételes val6szintliség definicidjanak a kimondasa
3.1. Megfogal mazasok, szemléltetés

1. Az A eseménynek a B feltétel melletti P(A|B) feltételes val dsziniisége szemléletesen az A
esemeény bekovetkezésének aval0szintiségét jelenti, feltéve hogy a B esemény bekovetkezett.

2. Mas megfogalmazasok: P(A|B) az A esemeény B-re vonatkozo feltétel es val dszinlisége; vagy az A
esemény val0sziniisége, ha B bekdvetkezett

3. Definicié: P(B) ! 0; P(A|B) = P(F?(E)B) _ PFE(ABE;) (A fdtéveB)
4. Szemléitetés halmazokkal: P(A|B)= A B - PU&) _ (3

PB) P(QE@) @+Q

A B

4

3.2. Tulajdonsagok:
1. Nem szimmetrikus: P(A|B) 1 P(BJA) dtalaban.
2. P(A|B)+P(A|B) = 1.
3. Korabhi feladatok megol désa definicié alkalmazasaval

4. Egy Uzemben villanykortéket gyartanak. Az elsé gép naponta 200-at, a mésodik 150-¢et, a
harmadik 300-at. A gépek rendre 4%, 2% és 3% sel gjtet gyartanak. Az égoket a nap végén raktarba
viszik. Az §szakai miiszak ellenérzi az izzokat oly médon, hogy egyet taldlomra kivesznek.
Mennyi az esélye annak, hogy a kivaasztott izz6

a) vilagit;

b) nem miikodik, és az €ls6 gép gyartotta;

¢) nem miikodik és az els6 vagy a mésodik gép gyartotta?

3.3. Kovetkezmény: események szor zatanak (metszetének) a megadasa

1. A definiciobol két esemény szorzatanak a val 6sziniisége: P(AB) = P(A|B)-P(B), (vagy talan
szerencsésebb a P(B)-P(A|B) a&k).

Szemlditetés: P(AB) :%, P(B)-P(AB) = (2)|;|(3) Y(z)(f)(s)'

Példaul: 1.4. (visszatevés nélkili golyohlzasok).

2. Specidlisan: P(A|B)-P(B) = P(BJA)-P(A). [Lasd késsbb Bayes-tétel ]
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3.4. Események szor zata tobb tényezsre

Tobb &eeményre: P(A1A2 . An) = P(An|A1A2 . An—l)P(An_1IA1A2 . An—2) cae P(AzlAl)P(Al)
(Megjegyezzik, hogy ennek atételnek is szorzési szabaly aneve.)

Példaul: 1.4. (visszatevés nékili golyohizésok).

4. Specialis feladatok
4.1. Nagysagrend-probléma: Mit dlithatunk P(A|B) és P(A) nagysagrendi viszonyarol?
4.2. Megadanddk olyan A és B események, amelyekre P(A|B) = P(BJA).

4.3. Mit dlithatunk aP(B — A) = P(A|B) egyenl6ségrol? Azaz igaz-e, hogy P(ha B bekovetkezik,
akkor Ais) = P(A, feltéve, hogy B bekbvetkezett)?

O+@+@

M egoldas. Nem. Szemléletes pédéul az 1.4. hamazdiagram. P(B — A) = H :

ol 4 ) __ O
ataldban nem egyenl6 aP(A|B) = hanyadossal .
2+
(Megjegyzeés: A feltételezett egyenl 6ségben végrehajtva a miivel eteket, (2)-((1) + (4)) = 0 adodik,
azaz példaul Bi A elégségesfeltétel.)

4.4. Becslés P(A|B)-re
|gazoljuk, hogy ha P(A :g és P(B) :% , akkor gE P(AB) E%

4.5. Formdlis feladatok
, 7 1 oo 1
Mennyi P(A) ésP(B), ha P(AB) =—, P(BA) == és P(AB) ==7
yi P(A) € P(B), ha P(AB) =, P(B|A) =~ és P(AB) =

5. Alkalmazas, gyakorlas (feltételes val bsziniiség)
5.1. Gyakorl6 feladatok
5.2. Paradoxonok

1. (Bertrand-féle doboz-paradoxon 1889): Harom egyforma dobozban 2-2 goly6 van. Az egyik
dobozban mindkét golyo piros, egy masikban mindketté kék, mig a harmadikban az egyik piros ésa
masik kék. Taldlomrakivaasztunk egy dobozt. Mi annak a val 6sziniisége, hogy ebben a dobozban
két egyforma goly6 van?

Az aldbbi megoldasok kozul nyilvan legfeljebb csak az egyik megoldés lehet j6. Hol ahiba?
Elsé okoskodas: Harom egyforma val 6szintiségii |ehetéseg van: piros - piros, piros - kék, kék -
kék. Ebbol ketté kedvezd, a keresett val bszintiség 2/3.

Masodik okoskodéas: Ha kivesziink egy golyot, a szinét6l fuggetlentl két lehetdség van: vagy
ugyanolyan goly6 maradt a dobozban, vagy ellenkezé szinti. Az egyik eset akedvezd, a keresett
valosziniiség 1/2.
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2. Az el6z6 feladatot a kovetkezo aakban is kittizhetjik:
Héarom urnaban rendre piros - piros, piros - kék és kék - kék golyo van. Kivalasztunk egy urnét,
ebbél taldlomra egy piros goly6t hiizunk. Mire tippeljink, milyen szinii a mésik golyé?

3. Egy masik akamazés (Paulos, 78. oldal): Harom kértyalap van 6n el 6tt. Egyikiknek mindkét
oldalafekete, améasiknak mindkét oldala piros, a harmadiknak pedig az egyik oldala fekete, amasik
piros. A jatékvezets bedobja a kértyakat egy kalapba, majd 6n hlz. A kihdzott lapnak viszont csak
az egyik oldala nézheti meg; ez mondjuk piros. A jatékvezeté el magyarézza, hogy akihuzott kéartya
eszerint nem a dupla fekete, tehét vagy a dupla piros, vagy pedig afekete-piros. O maga arratippel,
hogy 6n adupla pirosat hiizta és fogadast gjanl. Korrekt-e az ajanlata?

Megoldas: Nem, 2/3 eséllyel ajatékvezet6 nyer. Lehet példaul anyereségre 10 dollar, illetve 15
dollar az ganlata.

4. Kagyl6 (kartya) paradoxon
6. A teljes valOsziniiség tétele
6.1. A definicio kimondésa el 4tt

A definicié kimondéasa el 6tt érdemes konkrét feladatokkal szemléltetni atételt. Sét alkalmanként
egyszeriibb a feladatok jézan megoldasa, mint aformalizat. (Kordbban mér kimondatlanul mi is
tobbszor akalmaztuk atételt.)

1. Egy egyetemi vizsgan az A-szakos hallgatdk 60%-a, a B-szakos hallgatok 80%-a szerepel
sikeresen. Az A-szakos hallgatdk az évfolyam 15%-&t teszik ki. Mennyi a val 6sziniisége annak,
hogy egy tald omra kivaasztott hallgatd sikeresen vizsgazik?

Megoldas: 0,15-0,6 + 0,85:0,8 = 0,77.

2. Egy céllovoldében hdrom rekeszben vannak puskédk. Az elso rekeszben hdrom puska van, ezekkel
0,5 atadat valoszintisége. A méasodik rekeszben egy puskatalahato, ezzel 0,7 val észintiségi a
taldat. A harmadik rekesz két puskdjaval 0,8 val6sziniiséggel taldunk célba. Mennyi ataldat
val0szintisége, havalaki taldlomravéaszt ki egy puskat?

Megoldas: g 05+ % X0,7 + % X038 » 0,63.

3. 1zz6lampékat 100 darabos csomagol asban szallitanak. Az el6z6 megfigyel ésekbdl ismert, hogy a
tételek kozott azonos ardnyban fordul €6 0, 1, 2, 3, 4 hibas darabot tartalmazo. Mennyi a
val0szintisége annak, hogy egy tételbél véletlenszertien 3 égot kivalasztva, mindharom hibétlan
lesz?
2990 2880 2870 2860
1,,1 835 1 835 1 §35 1 §3

Elsé megoldas (hivatalos): P = 5 x|+ % 1 0,94.

5 g3006 5 23000 5 a300 5 23000
3 5 3 5 3 5 3 5

Ami ugyanaz, mintha figyelembe vennénk a hlizasok sorrendjét:

o . 1 1.99 98 97 1 .98 97 96 1 97 96 95 1 96 95 94
Masodik megoldas: P==Xl+ —x—— X% —Xx—+ =X —— X —X—+ - X—— XX —+ - %X—X—X%—,
5 5100 99 98 5 100 99 98 5 100 99 98 5 100 99 98
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6.2. A definicié kimondasa

1. A gyakorlasok utén kimondhat6 aformdistétel: HaaB, By, ... B, események teljes
eseményrendszert alkotnak (azaz mindig pontosan egy kévetkezik be kozuluk), ésP(Bj) * 0 (i =1,
2, ..., n), akkor tetszéleges A eseményre

P(A) = P(B1)-P(A|B1) + P(By)-P(ABy) + ... + P(Bp)-P(A|By).

2. A korabbi feladatok formdlisan is ellenérizhetok.

Példaul 6.1. 1-ben:

Legyen avizsgat esemény (sikeres vizsga) A; C; jelentse, hogy A-szakos, C, pedig hogy B-szakos
hallgatét valasztottunk ki. Ekkor P(A) = P(Cy)-P(A|Cy) + P(Cy)-P(A|C,) = 0,150,6 + 0,85:0,8 =
0,77.

7. Bayes-tétel
7.1. A definicio kimondasa e 6tt

Itt isigaz, hogy meglehetésen absztrakt a definicid. Ha a gyakorlati feladatmegoldés j6l megy,
lehet, hogy nem is érdemes erdltetni aképlet felirasat.

1. Két varos kozotti taviréosszekottetés olyan, hogy a leadott tavirdjelek kozul a pontok 2/5-e
vonallatorzul, avonalak 1/3-a pedig pontta. A leadott jelek koziil a pontok és avonaak aranya 5:3.
Szamitsuk ki annak a val 0szintiségét, hogy ha a vevéoldalon pontot kapnak, akkor az ad6 pontot
tovébbitott!

M egoldas:
. 53 31 1
P(vevéoldalon pontot kapnak) = P(pont — pont) + P(vonal — pont) = 3 ><g + s x§ = 5
53
X 3
P(ad6 pontot tovébbitott | vevéoldalon pontot kapnak) = 8—15 = 2
2

7.2. Atétel kimondasa

1. A gyakorlasok utén kimondhat6 aformdistétel: HaaB, By, ... B, események teljes

eseményrendszert alkotnak, ésP(Bj) t 0(i =1, 2, ..., n), tovabba A tetszleges esemény, amelyre
P(B)P(A|B)

P(B,)P(A|B,) + P(B,)P(A|B,) +..+ P(B,)P(A|B,)

P(A) 0, akkor P(B, | A) =

2. A képlet elemzése: )
A nevezében P(A) szerepel (teljes val0sziniiseg). Atalakités utén P(A)P(Bi|A) = P(B))P(A|B)), azaz
mindkét oldal P(AB;). (Lasd 3.3. megjegyzése.)

3. A taviro-feladat formalizal sa:
A: avevioldalon pontot kapnak; B;: pontot tovabbit az add; B,: vonaat kild. P(B;) = 5/8 ésP(B,) =
P(B)P(A|B,)

3/8; P(AIBy) = 3/5 és P(A|B,) = 1/3. A Bayes-tétellel: P(B, | A) = S(B)P(AIB) + PE.)PAIBY)"
2 2

4. A korébbi feladattipusok formalizalasa (pl. sziirévizsgal at)
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7.3. Gyakorlas
8. Események flggetlensége
8.1. A definicio kimondéasa el tt

1. Mikor érdemes az A és B véletlen eseményeket (val dszintiségszamitési szempontbdl)
fliggetlennek tekinteni? Természetes modon, |ehetéleg a tanul 6ktdl adddnak a kovetkez6 valaszok.

i) P(AIB) = P(A). (Azaz ha afeltételes val 6sziniiség ugyanaz, mint a feltétel nélkuli val észintiség.)
i) P(A|B) = P(A| B) [ami = P(A)]. (Azaz: akar bekovetkezik B, akar nem, ugyanaz legyen A
val0szintisége.)

2. A szemldtetés a hagyomanyos modon torténhet:

H A B

(4)

L@ e
2+@ O+Q+@+@
@ _ O

2+@ O+@

A két megfogalmazas ugyanaz: ha % =

i) szexin

i) szerint

C o1, akkor 276 =1 wintén teljesil. (Ez utdbbi
d b+d

észreveételre két példa més tertiletekrol:

— aparhuzamos szel 6k tétele;

—aszinusz-tétel: ha .a = _b = _C =2R,akkorpé|déul$:2R szintén.)
sna sinb sing sina +sinb

3. A flggetlenség tehat egyfajta aranyos reprezentaci 6t jelent (egyenl etes el oszl as esetén).
Egy mésik szemlétetés a megfelel6 téglalapok terliletét haszndljafel.

B
/
A AN AN )

7 // A (@) G| @

(4) (2)

Itt a P(A| B) = P(A| B) = P(A) teljesil; atéglalapok teriiletei ardnyosak az oldalaikkal.

8.2. A definicié kimondasa
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P(AB)

P(B)
P(AB) adodik. A tdbb lehetéseg kozll ezt az alakot valasztjuk a fliggetlenség definiciojanak:
A és B véletlen események fliggetlenek, ha P(AB) = P(A)-P(B).

1. A P(A|B) = ,P(B)* 0 definiciobdl P(A|B) = P(A) felhaszndasaval P(A)-P(B) =

2., A flggetlenség fenti matematikai definiciojaigen jo 6sszhangban van azzal, amit dtaldban a
flggetlenségrél gondolunk.” (A mindennapok sorén, de a matematika mas teriletein is.) Egyszeri
példa a kombinatorika szorzasi szabélya: ekkor az A eseménytol flggetlentl kdvetkezik be B.
Konkrétan:
— A-bdl B-be, B-bél C-be, illetve A-bdl C-be vezets utak szama (alapfel adat);
— kétjegyii természetes szamok szama (elsé és mésodik szamjegy vaasztésa);
— két kockaval tortént dobas |ehetséges eredményei.
8.3. Tulajdonsagok (a definicio el emzése):
1
i) A P(B) * 0 megkotésre nincs szilkseg a fuggetlenségi definicidban.
ii) A relécio szimmetrikus: ha A fuggetlen B-t61, akkor B is fliggetlen A-tdl.
iii) Més-mast jelentenek akizard (diszjunkt), illetve fliggetlen események.
iv) Ha A és B fliggetlen, akkor mit dlithatunk Aés B, A ésB, valamint A és B kapcsolatardl?

V) A flggetlenségi rel&ci6 vajon tranzitiv?
Azaz: HaA és B, valamint B és C fliggetlenek, akkor A és C is azok?

2. Statisztikai megkozelités:

Feladat: Vajon fliggetlen tulgjdonsagnak tekinthet6-e az aldbbi minta alapjan a szem és a hgjszin?
Vaaszét indokoljal

A szem szine | K&k | Nem kék | Osszesen
A hgj szine
Széke 32 53 85
Barna 13 41 54
Fekete 9 52 61
Osszesen 54 146 200

Feladat: Egészitse ki az aldbbi téblézatot Ugy, hogy az adatok alapjan ateivas és a veseproblémak
flggetlenségére kovetkeztethessen!

Rendszeresen | Ritkan vagy egydltaldn | Osszesen
tejet iszik nem iszik tejet

Semmilyen vese- 46

panasza nincs

Volt vagy van 46

veseproblémaja

Osszesen 200

Megoldas: A rendszeres tejivok (T) és veseproblémasok (V) szamét jeldlje x, ekkor azok szama,
akik nem isznak tegjet és vesepanaszuk sincs, |T E V| =108 —x. Az igy kapott adatokkal kitoltott
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tablazat az alabbi:
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Rendszeresen | Ritkan vagy egydltaldn | Osszesen
tejet iszik nem iszik tejet
Semmilyen vese- 46 108 — x 154 —x
panasza nincs
Volt vagy van X 46 46 + X
veseproblémaja
Osszesen 46 + X 154 —x 200

A flggetlenseg fenndllasdhoz barmelyik 8.1-beli dsszefliggést, illetve a 8.2-ben kimondott
definiciot felhaszndlhatjuk. Tehét:
X _46+X.

— P(T|V) = P(T) fennallasahoz teljestilnie kell, ho ;
(TV) = P(T) J Y 26+x "~ 200

_ P(T |V) = P(T |V) fenndllaséhoz teljesiilnie kell, hogy —~— = % .
46+x 154- x
. : X _46+Xx _46+X
—P(TV) = P(T)P(V) fenndllasahoz teljestilnie kell, ho = b .
( (DP(Y) : R 200 200 200
Barmelyik alakot vélasztjuk, az X2 — 108x + 2116 = 0 egyenlet kozel ité egész megoldéasai x; » 82

vagy Xz » 26. (Mive statisztikal jellegii feladatrol van sz0, , kis eltérés’ még megengedett.)

Megjegyzés. Mit értiink , kis eltérés’ aatt?

3. Haavaloszintiségi vatozok nem egyenletes el oszlastiak, akkor a fliggetlenség fogalma kevésbée
szemléletes.

Feladat:

a) Kockadobés sorén legyen az A esemény az, hogy a dobott szam ,kics” (1, 2 vagy 3), aB
esemény pedig az, hogy a dobott szam paros. Fliggetlen-e a két esemény, ha a kockak szabalyosak?
Megoldas: P(A) = 1/2, P(B) = 1/2, P(AB) = 1/6; P(A)-P(B) = 1/4. A két esemény nem fliggetlen.

b) Most adobasok kimenetelel nem egyforman val észintiek. Az eloszlas:

dobas 1 2 3 4 5 6
sulyozés | /12 | 1/2 | Y12 | 18 | /12 | 1/8

Flggetlen-e a két esemény, ha a kockak szabdlyosak?
Megoldas: P(A) = 2/3, P(B) = 3/4, P(AB) = 1/2; P(A)-P(B) = 1/2. A két esemény tehat fliggetlen.

4. A iv) tulgjdonsag (komplementerek fliggetlensége) természetesnek tiinik, a hagyomanyos
halmazdiagram jol szemléltet:

H A B

(4)
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Ha A és B fiiggetlenek, akkor ® W+ - D e utenbi éppen A és B
2+Q O+@+Q+@ O+@4

flggetlenségét jelenti (amit 8.1-ben természetesnek vettiink, lehetéleg atanul Ok javas atéra).

Formdlisigazolés a kdvetkezo lehet (érdemes egy ilyet is megnézni):

Ha A és B fliggetien, akkor elegends anégybd| egyetlen relécio, példaul A és B fiiggetlenségének
az igazolésa.

Tudjuk, hogy P(A) = P(AB) + P(AB), innen P(AB) = P(A) - P(AB).

Mivel tehéd P(AB) = P(A)- P(AB) = P(A)- P(A)P(B) = P(A)(1- P(B))= P(A)P(B), készen
vagyunk: P(AB) = P(A)P(B) éppen akét esemény fiiggetlenséget jelenti.

8.4. Gyakorlas

Flggetlenek-e az események?
Adjuk meg valamely vatozot Ugy, hogy az események (ne) fliggetlenek legyenek!

8.5. A fogalommal kapcsolatos problémak

1. feladat:

AH={12 ...,n} (n1 Z") daphamaz elemei kozill véletlenszeriien v asztunk. Legyen az A
esemény, hogy akivalasztott szam péros, B pedig az, hogy a kivalasztott szam 5-tel oszthato.

a) Flggetlen-e akét esemény, han = 6? (kockadobas)

b) Flggetlen-e akét esemény, han = 10?

c) Flggetlen-e akét esemény, han =117

d) Altaldnositas

M egoldas:

a) P(A) = 1/2, P(B) = 1/6, P(AB) = 0; P(A)-P(B) = 1/12. A és B nem fliggetlenek, ugyanakkor kizaré
események. (Lasd iii) tulgjdonség. Kizard esemeények is lehetnek fliggetlenek, ha az egyik Ures
vagy 0 val 6sziniisegli esemény.)

b) P(A) = 1/2, P(B) = 2/10, P(AB) = 1/10; P(A)-P(B) = 1/10. A és B tehat fliggetlen események.

Hat persze: aparos szamok ardnya a 10 szam kozott ugyanannyi, mint az 5-tel oszthatok kozott.

c) P(A) =5/11, P(B) = 2/11, P(AB) = 1/11; P(A)-P(B) = 10/121. A és B nem fliggetlenek.

2. feladat:

Egy csalédban egyforma val0sziniiséggel szlletik fia (F) vagy lany (L). Két eseményt vizsgaunk.
A: A csaladban van fit éslany is.

B: A csaladban |egfeljebb egy lany van.

Flggetlen-e az A és a B esemény, ha a csaladban

a) 3 gyerek van;

b) 4 gyerek van?

Megoldas:

a) P(A) = 1 —P(harom lany van) — P(h&rom fil van) = 1 —2/8 = 3/4. P(B) = P(h&rom fil van) +
P(két fiu, egy lany van) = 1/8 + 3-1/8 = 1/2. P(AB) = P(két fiU, egy lany van) = 3-1/8 = 3/8. Mivel
P(A)-P(B) = 3/8 = P(AB), a két esemény fliggetlen.

b) P(A) = 1 — P(négy lany van) — P(négy fit van) = 1 —2/16 = 7/8. P(B) = P(négy fit van) +
P(harom fil, egy lany van) = 1/16 + 4-1/16 = 5/16. P(AB) = P(h&rom fiU, egy lany van) = 4-1/16 =
/4. Mivel P(A)-P(B) = 35/1281 P(AB), a két esemény nem fliggetien.
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Tehdt az A és B esemény fliggetlensége csak a gyerekek szamanak ismeretében dontheto el.
8.6. 2-nél tobb esemény fliggetlensége

1. feladat:

AH={12 ...,n} (nT Z") alaphamaz elemei koziil véletlenszeriien valasztunk. Legyen az A
esemény, hogy akivalasztott szdm péros, a B esemény, hogy a kivalasztott szam 5-tel oszthat6, aC
esemény pedig az, hogy akivalasztott szam 3-mal oszthato.

a) Mutassuk meg, hogy han = 12, akkor az A és B, valamint az A és C események fliggetlenek!

b) Teljesll ekkor B és C fliggetlensége is?

c) Keressiink tovabbi hasonlé n értékeket!

M egoldas:

a) P(A) = 1/2, P(B) = 1/6, P(AB) = 1/12; P(A)-P(B) = 1/12. Azaz A és B fliggetlen események.
P(C) = /3, P(AC) = 1/6; P(A)-P(C) = 1/6. Vagyis A és C is fliggetlen események.

b) P(BC) =0, P(BC) * P(B)-P(C), igy B és C nem fliggetlenek.

A flggetlenség tehd nem tranzitiv rel&cio.

¢) PAdaul n = 24 valasztéssal P(A) = 12/24, P(B) = 4/24, P(C) = 8/24; P(AB) = 2/24, P(AC) = 4/24,
P(BC) = 1/24. Ekkor P(A)-P(B) = P(AB) és P(A)-P(C) = P(AC), de P(B)-P(C) = 1/18 * P(BC) =
1/24.

2. feladat: Dobjunk fel két érmét. Legyen A az az esemény, hogy az els6 dobéas fej; legyen B az az
esemény, hogy a masodik dobés fgj; mig C jelentse azt az eseményt, amikor a két dobés kdzil az
egyik (de csak az egyik) fegj. Mutassuk meg, hogy A és B, B és C, valamint A és C fliggetlenek!

M egoldas:

A és B flggetlensége nyilvanval 6. P(A) = 1/2, P(B) = 1/2, P(C) = 2-1/4 = 1/2. P(AB) = 1/4 =
P(A)-P(B); P(AC) = 1/4 = P(A)-P(C) és P(BC) = 1/4 = P(B)-P(C).

Az A, B és C események tehét paronként fliggetlenek.

3. A flggetlenség paradoxona (S. N. Bernstein)

Az e€l6z6 példaval kapcsolathan észrevehetjik, hogy barmelyik esemény (elsé dobas fej; masodik
fgj; pontosan az egyik fej) éppen akkor kovetkezik be, haaméasik két esemény kozil pontosan az
egyik valsul meg. Azaz barmely két esemény meghatérozza a harmadikat — vagyis az események
paronkeénti flggetlensége nem jelenti azt, hogy az események dsszessegiikben is fliggetlenek. Ehhez
az un. teljes fliggetlenséghez tobbet kell feltételezni.

4. Természetes gondolat (el varhat6 tulgjdonsag) harom valtozoé esetén afliggetl enség fogal manak
alabbi kiterjesztése:

Az A, B, C események teljesen fliggetlenek, ha P(A)P(B)P(C) = P(ABC).

Ez igy 6nmagaban még nem elég (lasd 6. és 7. feladat)

5. A péaronkénti flggetlenseg és ateljes fliggetlenseg kil 6nbdzésegeét jol szemléteti a kdvetkezo
dbora.
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A B C

7 7/
TN N Wy

Ezen azt |&thatjuk, hogy harom 1/2 val6szinii esemény (A, B, C) paronként fliggetlen:

P(A)P(B) = P(B)P(C) = P(A)P(C) = 1/4, és P(AB) = P(BC) = P(AC) = 1/4 szintén.

Ugyanakkor ateljes flggetlenség nem teljestil: P(A)P(B)P(C) = 1/8, mig P(ABC) = 1/4. (A bal aso
sarok.)

Es persze &ltalanosan is megfogalmazhatjuk a definiciot.

6. Definicid: Események valamilyen Ay, Ao, ... , An halmazat akkor nevezzik teljesen fliiggetlennek,
ha akérhogyan vélasztunk is ki kozultk k £ n eseményt, példaul Aq, Ay, ... , Act, ezekre mindig
teljestl a P(A1A... Ax) = P(A)P(Ay)...P(Ax) egyenl6ség. (Azaz az egylittes bekovetkezésik

val 6szintisége egyenl 6 a kil dn-kiil6n vett val 6sziniiségeik szorzatéaval.)

A kovetkezo feladat Kovécs Armin 11.B osztélyos tanul 6tdl szarmazik.

7. feladat: Dobjunk fel hdrom érmét. Legyen A az az esemény, hogy az els6 dobés fej; legyen B az
az esemény, hogy a harmadik dobaés iras; mig C jelentse azt az eseményt, amikor a két dobés kdzUl
legaldbb 2 fgj. Mutassuk meg, hogy P(A)P(B)P(C) = P(ABC)! Vg on a harom esemény teljesen
flggetlen?

Megoldas:

P(A) = P(B) = /2 ésP(C) = P(2 fg) + P(3fg) = 3/8 + 1/8 = 1/2. P(ABC) = P(FFI) = 1/8, tehat
P(A)P(B)P(C) = P(ABC). Ugyanakkor P(A)P(B) = P(AB) = 1/4, de P(BC) = P(FFI) = 1/8, tehat
P(B)P(C) t P(BC). A harom esemény nem teljesen fliggetlen.

Valogatott témak (vazlat — kiegészité anyagként mellékelve)

V1. Markov-lancok

A témakorrol részletes anyag taldhato a Fazekas honlapjén, a Tanitasi anyagok kozott.
V2. Sziir 6vizsgalatok megbizhatosaga (dtalanositas a T tulajdonsag sziirévizsgé atara)

(Paulos, 80. oldal) Tegyuk fel, hogy egy teszt 98%-0s biztonsaggal mutatja ki arékos
megbetegedést, tehét arakos betegek 98%-nal pozitiv eredményt ad, azokndl pedig, akiknek nincs
ilyen betegsegik, ateszt az esetek 98%-ban negativ. (Mj: akét értéknek nem kell megegyeznie.)
Tegylk még fel, hogy alakossdg 0,5 szézal éka szenved valamilyen daganatos betegségben. Ha 6n
részt vett egy ilyen sziirésen, és a haziorvosa komoran kozli, hogy az eredmény pozitiv, akkor
mennyi okavan a kétségbeesésre?|[...]

M egoldas (kovetkeztetéssel): Tegyik fel, hogy 10 000 esetet sziirtek. Nagyjabol 50 val odi
betegre szamithatunk, és ateszt 49 esetet ki is mutat. A 9950 egészséges vizsgdlati alany 2%-nak,
tehét tovabbi 199 embernek szintén pozitiv alelete. A 199 + 49 = 248 pozitiv teszthdl 199 eset
vaklarma. Annak afeltételes valdsziniisége, hogy 6n val dban beteg, feltéve, hogy atesztje pozitiv,
49/248, nagyjabol 20%.

Megjegyzés 1: A gyakorlatban szamos teszt joval kevésbé megbizhato.
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Megjegyzés 2: A hazugsagvizsgaatok kdzismerten megbizhatatlanok és afentihez hasonl6
szamolasbdl kidertl, miért akad fenn a hazugsagvizsgal 6 gépen joval tdbb igazmondo, mint ahany
hazugot a berendezéssal sikerill Ieleplezni. (Lasd késsbb.)

Altalaban:

Legyen aT tulgjdonsag egy p val észinii esemeény;

apozitiv megerdsités val 6sziniisége (; a negativ megerésités val 6sziniisege pedig r.

(Tehdt annak val 6szintisége, hogy egy teszt a T tulajdonsagot — helyesen — kimutatja, q;
annak aval6sziniisége pedig, hogy havalaki nem T tulgjdonsagu, s ateszt ezt — szintén helyesen —
kimutatja, legyenr.)

Az alapkérdés: mi annak aval 6szintisége, hogy ha ateszt pozitiv eredményt mutatott, akkor
avizsgalt személy valdban T tulgjdonsagu?

Kovetkeztetéssdl:

HaN esetet vizsgélnak:

—pN személy T tulajdonsagu; ateszt gpN esetet kimutat, (1 — gq)pN esetet — hibasan — nem.

—(1-p)Nszemély T tulggdonsagu; r(1 —p)N szamu teszt kimutatja T -t, (1 —r)(1 —p)N
hibasan T-t jelez.

gpN _
opN +(1- r)3- p)N

P(A paciens T tulgjdonségu, feltéve, hogy ateszt pozitiv) =

ap |
ap+(L- r)e- p)

Egy masik konkrét példa:
p = 1% beteg; g = 95% pozitiv megerdsités; r = 98% negativ megerosités.

10 000 eset:

— 100 beteg;

—teszt 95 beteget kimutat, 5 beteget nem.

— 9900 egészséges,

—ateszt 9702 egészségest kimutat, 198-at tévesen betegnek jelez.
Osszes pozitiv teszt: 95 + 198 = 293,

P(A paciens T tulgjdonségu, feltéve, hogy ateszt pozitiv) = %53 » 32%.

V3. Specialis sziir és. biinligyi hazugsagvizsgalat

A Kklasszikusidékben apoligréfok (J.A. Larson, 1921) megbizhatatlanok voltak, jelenleg
(alitdlag) nagyon jo hatasfokkal alkalmazzak 6ket. A szakirodalmi adatok: ,, A val 6s é etben folyd
vizsgalatok pontossaganak el emzésekor a tetteseknél 95 szazal ékos, az artatlan gyanusitottak
esetében 96 szazal ékos talalati pontossagot regisztraltak.” Megjegyzendd, hogy a gépet ellenzék —
amésik véglet — mindossze 61 szézal ékos eredmeényességrol szamolnak be.
kérdezés technikg ét egyre finomitjak. Példaul:

a) A részvétel onkéntes a vizsga aton.

b) A kérdéssort el6re megbeszdlik. Vizsgd at kdzben mar nincs lehetéség értelmezni a
kérdéseket, ésigy persze mindkét fél ugyanazt érti is mindegyik kérdésen.

c) Elére megbeszélik a semleges kérdések utan kovetkezo éles kérdéseket is. (,, I1yen példaul
a , hazudott-e valaha?” , illetve a ,, lopott-e é etében valaha pénzt?” . A legtébb emberrel mar
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el sfordult, hogy hazudott, illetve elcsent — akér gyerekkoraban — valamennyi pénzt, igy a mért
paraméter ek itt varhatan valtozni fognak.”)

d) A vizsgdlat hosszu (igy nehezebb manipuldni a gépet).

€) Megvaltozott a poligréf felhasznalasi célja, masra dkalmazzak a gépet, mint a kezdeti
id6kben. Manapsag el sésorban arra haszndljak, hogy valakit a gyana a él felmentsenek, azaz a
lehetséges gyanusitottak korét szikitsék.

(Korabban stlyoshité korilmeény volt, ha a gyanusitott megbukott a teszten, de ennek a
» megbuktatasnak” megvolt a technikgja —ami miatt a gép gyakorlatilag hasznal hatatlanna valt.
Példaul egy szexualis biintigyben gyanusitottdl megkérdezték, hogy szereti-e a strandon nézegetni a
csinos holgyeket. Ha ,, igen” -nel valaszolt (mint egyébként manapsag a megkeér dezett férfiak 80%-
a), akkor maristerhels vallomast tett sajat maga ellen; ha,, nem” -et mondott, akkor a gép
hazugsagot jel zett, sigy a vizsgalaton nem ment at a személy.)

Feladat: Becslljuk meg a maximalisnak tartott val dszintiségekkel, hogy mekkora annak a P
esélye, hogy valaki biinds, ha a poligréf-vizsga aton megbukott.

A korabbi jel6léseket alkalmazzuk. A T tulgjdonség legyen a gyanusitott biindssége, ekkor a
pozitiv és negativ megerésités val 0sziniisegei q = 0,95 ésr = 0,96. A biintigyi nyomozasok soran
»komolyabb” gyanusitottként (inditék, lehetdség, alibi stb.) csak kb. 5-10 ember johet széba, a
nyomozas elgjén viszont akar 10-20 ember is arendorség latokorébe kertilhet. Ha afelmeril 6
személyek kizérasa céljabdl, a nyomozéas korai szakaszéban alkalmazzak a hazugsagvizsgaatot,
akkor tehdt p = 0,05—0,1 kortli értékkel szdmolhatunk. (Feltételezve, hogy a kihallgatott
személyek egyforman val0szinii elkovetok, és az igazi biinds kozoéttik van.)

Az alabbi Excel-tablazat részletek a megbukott személy biindsségének a val 6szintiségét
tartalmazzak. A p = 0,05 és p = 0,1 val 0szintiségekhez tartozo, 1-t6l 0,9-ig csokkend g ésr esetén
szamitottuk ki amegfelel6 P értékeket.

p=005 |g=

r= 099| 098] 097 09| 095| 094| 093] 092| 091 09

099 084 084 084 083| 083 083 083| 083 083 0,83

098, 0,72 072 072 072 O/71| 071 0O71| O71| 0O, 71| 0,70

097 063| 063|] 063 063| 063| 062 062 062 061] 061

096| 057 056| 056| 056| 056| 055 055| 055 054 054

095 051] 051| 051 050| 050| 050| 049| 049| 049| 049

094 046| 046| 046| 046| 045| 045| 045| 045 044| 044

093] 043| 042| 042 042| 042| 041 041 041| 041 040

092 039| 039| 039 0,39| 0,38] 0,38 0,38 0,38 0,37| 037

091 037 036| 036| 036| 036| 035 035 035| 035 0,34

09| 034 034| 034 034] 033 033| 033] 033] 0,32] 0,32

p:O’]_ gq=

r= 099| 098] 097 09| 095| 094| 093] 092| 091 09

099 092| 092| 092] 091] 091| 091 091 091| 091| 091

098] 085| 084 084 084| 084| 084 084 084 083 0383

097 0,79| 078 0,78, 0,78 0,78 0,78 0,78 0,77 0,77| 0,77

09| 0,73 0,73| 0,73] 0,73 0,73| 0,72 0,72 0,72 0,72] 0,71

09| 069 069 068 068| 068 068 067 067| 067 067

094 065 064 064 064| 064 064 063| 063| 063| 0,63

093] 061| 061 061 060| 060| 060 060 059 059| 059

092 058| 058| 057 057 057 057 056| 056| 056| 056

091 055| 055| 054| 054| 054 054 053] 053] 053] 0,53

09| 052| 052 052 052| 051] 051 051 051 0,50]| 0,50
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A 20 személyhez tartozo, p = 0,05 val0sziniiseggel szamitott P = 56%-0s eredmeény,
6szintén szblva, el ég kidbranditd. A p = 0,1-hez tartozd P = 73% mar jobb; de ha egy kicsit lazitunk
apoligréf 95-96%-0s megbizhatdsagan, és pl. ajozanabbnak tiind 90-90%-o0s értéket vizsgdjuk, az
igy kapott P = 50% sokat mond. (Ez ugyanis azt jelenti, hogy a hazugsagvizsgalaton megbukott
személy egyenl s val 6sziniiséggel biinds vagy nem biings.)

A p=0,04 (25 személy esetén) az az arany, amelynél mér értelmetlen afenti kérdésfeltevés,
ekkor ugyanisamaximalis g = 0,95 ésr = 0,96 értékekkel is P = 50%.

p:0,04 gq=

r= 099] 098] 097| 096| 0,95

099| 080| 080| 0,80 0,80| 0,80

098] 067| 067 067 067 0,66

097 058| 058| 057 057 057

09| 051] 051| 050 050| 0,50

Nos, a hazugsagvizsgdlat a biindsség megdllapitasara nem nagyon haszndhaté. Miért
alkalmaznak mégis évente egymillid vizsgaatot a biinligyek soran? (A magan- és a kdzszféréban
(pl. FBI) évente elvégzett vizsgdlatok szama ennél nagysagrenddel nagyobb.)

Hatédrozzuk meg annak a Q val 6sziniiségét, hogy a vizsgalt személy éartatlan, ha&ment a
hazugsagvizsgalaton!

Ekkor Q=— =P} danhi téblazatban néhdny Q értéket sorolunk fel.
r@- p)+@- gp

p=| 005 01| 02| 05 005 01| 02| 05 005 01| 02| 05
g=| 095] 095| 095| 0,95 0,90 0,90| 0,90 0,90 06| 06| 06/ 06
r=| 09| 09| 09| 0,96 0,90] 0,90 0,90| 0,90 06| 06| 06/ 06
Q=] 0,997]0,994]|0,987| 0,95 0,994 0,988 0,973 | 0,900 0,966 | 0,931 0,857 0,600

A téblazatban megkapoan nagyok az ,, artatlansdg” val dszintiségei. Vaoban; Ggy tinik, hogy
apoligréf jOl haszndhat6 — ha arra haszndljék, amire val 6.

V égezetill két szépirodalmi megjegyzés:

Richard Matheson: Legenda vagyok c. miivében —illetve aregénybdl készilt filmben —
kétszer végeztetnek el egy sziirévizsgalatot, masodszor mar helyes eredménnyel.

Spirdé Gyorgy: Fogsag c. regényében pedig egy érdekes részlet olvashatd az istenitél et
[élektanardl.

V4. Vércsoport-problémak

Az alabbi tablazatot régebben a birdsagokon hasznalték, az apasagi keresetek targyal asakor.

Haaz anya A gyermek Akkor az apalehet Az apanem lehet
vércsoportja vércsoportja

0 0 0, Avagy B AB (Eurdpaban a népesség 3%-a)

0 A A vagy AB 0 vagy B (55%)

0 B B vagy AB 0 vagy A (88%)

A 0 0, A vagy B AB (3%)

A A barmelyik

A B B vagy AB 0 vagy A (88%)

A AB B vagy AB 0 vagy A (88%)

B 0 0, A vagy B AB (3%)

B B barmelyik

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 19/21



Orosz Gyula: Feltételes val 6sziniiseg a kdzépiskol dban

B A A vagy AB 0 vagy B (55%)
B AB A vagy AB 0 vagy B (55%)
AB AB A, B vagy AB 0 (46%)

A vércsoport-témakorben tobb érdekes — és nehéz — kérdés tehetok fel. Példaul: milyen
val6szintiséggel lesz egy A és egy B vércsoportu sziilének A-s gyereke? Vagy: hatdrozzuk meg
annak aval6szinisegét, hogy az apa A vércsoportu, feltéve, hogy az anya 0-s és a gyermek A-s.

V5. Visszatevés nélkili golyodhuzasok
V6. Arver éses jatékok

Ezekben ajatékokban mar avérhat6 érték fogamais megjelenik. [3]-ban tébb ilyen jaték is
taldhato, egy valtozat lehet példaul az aldbbi.

Egy dobozba 3 piros és 2 kék golyot helyeziink. Egyet kihtzunk Ggy, hogy nem nézzilk meg
és nem tesszik vissza. Az ElsS jatékos akkor nyer, ha a méasodikra kihuzott golyo piros lesz; mig
masodik akkor, ha kék.

a) Hogyan osztozzon Elsé és Méasodik a kézdsen beadott téten?

b) Figg-e aval6sziniibb esemény kivélasztasa az els6 hlzas eredmeényétol?

c) Haelére adott atétek elosztasi aranya, akkor érdemes-e megnéznie Elsének az elsére

kihuzott golyét?

d) Milyen osztozkodas arany esetén érdemes Elsdnek megnéznie az elsére kihuzott golydt,

ha ezért el6re fizet Gsszeget?

V7. Szocioldgiai tablak
Két tipusfeladat taldhat6 8.3-ban.
V8. Egy érdekesjogi probléma

(Paulos, 51. oldal)

»L0S Angelesben tortént 1964-ben. Egy |6farkas széke né kizsebelt egy jarokel6t. A tolva
gyalog meneklt és|atték, amint beszdll egy sargakocsiba, amelyet egy fekete férfi vezetett, akinek
bajusza és szakalla volt. Nyomozas kdzben arendérseg |atdterébe kertilt egy szoke |6farkas n6, aki
kapcsolatban dlt egy bajuszt és szakdllt visel6 fekete férfival, ennek pedig sérga autdja volt. A
paros biindsségére nem volt kozvetlen bizonyiték.

Az lgyész a kdvetkezéképpen érvelt: egy ilyen paros |étezésének, mint mondta, olyan
alacsony aval6sziniisége, hogy a nyomozasnak mindenképpen avalodi elkovetoket kellett
folfednie. Az egyes tulajdonsagokhoz a kdvetkezé val 6szintiségeket rendelte: sarga auté — 1/10,
bajuszos férfi — 1/4, |6farkas n6 — 1/10, fekete férfi szakdlal — 1/10, eltéré bérszint paros — 1/1000.
Az lgyész atovabbiakban azt dllitotta, hogy ezek ajellegzetességek fliggetlenek, igy pedig annak a
val0szintisége, hogy valamennyi réillik egy véletlenszeriien kivaasztott parra,

1111 1 1
XX XX = ,
10 4 10 10 1000 4000000
birésag €l isitélte 6ket.

Az eset tovébbkertilt aKaliforniai Legfelsébb Birdsdghoz, amelyik megvétoztatta a dontést,
mégpedig akovetkezé val 6sziniiségi érvelés alapjan. Egy Los Angeles méretii varosban, ahol
legaldbb 2 000 000 pér &, mondta a védelem képvisel 6je, egydltalan nem olyan kicsiny annak az
esélye, hogy tobb olyan pér is van, amely a megadott tulgjdonsadgok mindegyikével rendelkezik,
feltéve —igy az érvelés —, hogy egydltaan létezik ilyen paros. A binomidlis eloszlast és amar

ez az esdly pedig oly elenyészb, hogy a paros feltétlenll biinds. A
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kiszamolt 1/4 000 000 értéket felhasznalva korilbel Ul 8 szézal ékosnak adddik ez a val dszintiség —
alacsony ugyan, de lehet6ve teszi az ésszerti kétseget.”

V9. Hibakeresés

A hibakeresésre kiillndsen alkalmasak a paradoxonok. Egy tipusfeladat 5.2.
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