Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 1. oldal

1. Sorozatok

Def. A pozitiv egész szdmok halmazéan értelmezett szamértékli fuiggvényeket sorozatoknak nevez-
zik.

Megjegyzés: 1. Egyes targyalasi médokban kényelmességi szempontbdl nem N™ — R fiiggvé-
nyekrdl, hanem N — R fiiggvényekrol beszélnek, azaz a sorozatok az g, elemmel kezd6dnek.

2. Megkérddjelezhetd, hogy érdemes-e a sorozatot fliggvényként értelmezni, hiszen a sorozatokrol
mindenkiben €l egy intuitiv kép [,,szdmok egymasutdnja”], ami nem feltétleniil lesz precizebb a
fenti definiciotol. Ez persze izlés kérdése.

3. A sorozat nem halmaz, ugyanaz a szam tobbszor is eléfordulhat benne, és 1ényeges, hogy hany-
szor €s hanyadik helyen.

Sorozatokra a tovabbiakban az (a,) jelolést fogjuk hasznalni. (Természetesen lehet (b,,), (c,;) stb.
is.)

I.1. Sorozatok megadasa

1. Torténhet a sorozat un. altalanos tagjanak megadasaval. Példdul: a sorozat n-edik tagja legyen

3n

a, = m

Nem mindig tudjuk azonban ilyen egyszerii formuldval megadni a sorozatot. Ha példaul a soroza-

tunk n-edik tagja a w tizedestort-alakjabol a tizedesvesszd utani elsd n szamjegybdl képzett szam,

akkor ez ugyan egy jol meghatarozott sorozat, azonban elég koriilményes kiszdmitani pl. a 10000.
tagjat.

Megjegyzés: A sorozatok megaddsadnal ugyanabba a problémaba iitk6ziink, mint a halmazok meg-

adasanal. Ha példaul a sorozatunkat a kovetkezOképpen definidljuk: legyen a, =1, ha n tokéletes
szam [0nmaganal kisebb osztdinak 6sszege dnmagaval egyenld], és legyen a, =0, ha » nem toké-

letes szam, akkor el tudjuk donteni [véges sok idd elteltével] a sorozat barmelyik elemérdl, hogy 0
vagy 1, de példaul nem tudjuk megmondani, hogy van-e olyan paratlan sorszamu eleme a sorozat-

nak, amelyre a, =1. Az, hogy ezt a fenti sorozatot sorozatnak tekintjiik-e vagy sem, megegyezes

illetve szemlélet kérdése. Mi a tovabbiakban elfogadjuk, mint sorozatot.

2. Torténhet un. rekurziv modon, amikor a sorozat elején szerepld néhany tag szamértékét megad-

juk, majd a tovabbi elemeket a korabban szerepelt tagok segitségével hatarozzuk meg.
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pl. a =1,a,=2,a,=4;a,=2a,,+3a,,+4a, ,,ha n>3

3. Megadhatunk egy sorozatot tigy is, hogy egy N"-ndl bévebb halmazon értelmezett, adott f fiigg-
vény N'-ra val6 lesziikitését vessziik.

3 3

plLazf:R—>R,x> x> +3 fiiggvényaz a, = f(n)=n> +3

1.2. Korlatos és monoton sorozatok

Def: Az (a,) sorozat feliilr6l korlatos, ha létezik olyan K szdm, hogy minden n-re a, < K [ekkor K
a sorozat egy felso korlatja]; alulrol korlatos, ha létezik olyan k szdm, hogy minden n-re k < a, [ek-
kor k a sorozat egy also korlatja]. Az (a, ) sorozat korlatos, ha alulrél és feliilrdl korlatos.

Megjegyzés: A fenti definicioval ekvivalens definicié a korlatossagra: az (a, ) sorozat korlatos, ha

)

létezik olyan N > 0 szam, hogy minden n-re |an| < N. Egyszeriien belathato, hogy N = max (IK

b

megfeleld, ha a fenti definicio teljesiil, illetve /, =—N és [, = N also illetve fels6 korlatok.

Példak:

l.Az a, =1+ 1 sorozat korlatos, mert 1 <1+ 1 < 2 minden n-re fennall.
n n

2. Az a, = n+7 sorozat alulrol korlatos, mert példaul 7 < a, = n+7 minden n-re, de feliilr6l nem
korlatos, mert ha K rogzitett szam, akkor K <»n,ha n> K —7.

3. Az a, =(-1)" - n sorozat sem alulrél, sem feliilr6l nem korlatos.

A fenti egyszerl példak mutatjak, hogy korlatos illetve csak alulrél vagy csak feliilrdl korlatos so-

rozatok is 1éteznek, s6t eléfordul olyan sorozat is, amely semelyik oldalrél nem korlatos.

A sorozatok korlatossagdval kapcsolatban meg kell emliteniink a legnagyobb alsé korlatot

[infimum], illetve a legkisebb felso korlatot [supremum].

Def. Az (a, ) sorozat infimuma [legnagyobb also6 korlatja] az a k szam, amelyre teljesiil:

1. k als6 korlat, azaz minden n-re k < a,
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2. k-nél nagyobb szam nem also6 korlat, azaz ha £’ > k, akkor van a sorozatnak k”-nél kisebb ele-
me. [Ezzel egyenértékii megfogalmazas: ha k” als6 korlat, akkor k'<k.]

Jelolés: k =infa,

Def. Az (a, ) sorozat supremuma [legkisebb felsd korlatja] az a K szam, amelyre teljesiil:
1. K als6 korlét, azaz minden n-re K 2 a,

2. K-nal kisebb szam nem fels6 korlat, azaz ha K’ < K , akkor van a sorozatnak K’-nél nagyobb
eleme. [Ezzel egyenértékli megfogalmazas: ha K’ felsé korlat, akkor K'>K ]

Jelolés: K =sup a,
Tétel: Ha az (a, ) sorozat feliilrdl korlatos, akkor 1étezik legkisebb felso korlatja.
Tétel: Ha az (a,) sorozat alulrol korlatos, akkor 1étezik legnagyobb also korlatja.

A tétel kapcsan szot kell ejtentink a Cantor-axidomardl. A valos szamok rendezett testként valo axi-

omatikus felépitése soran kertiil elé az arkhimédészi axidmaval egyiitt.

Cantor-axioma. Egymasba skatulyazott, zart intervallumok végtelen sorozatdnak van kozos pontja,

azaz ha minden n-re /, zart intervallumés /, c /, c I, < ..., akkor ﬂ I, nem iires.
i=l

Mas felépitésben természetesen szerepelhetnek mas axiomak. Példaul azt is feltehetjik axidoma-

ként, hogy minden korlatos halmaznak [sorozatnak] 1étezik a supremuma illetve az infimuma.

Def. Az (a,) sorozat monoton ndvekvo, ha barmely ne N*-ra a, <a,,,.
Def. Az (a,) sorozat monoton csokkend, ha barmely ne N*-ra a, 2 a,,,.

Ha az egyenl6tlenségekben szigoru egyenl6tlenség all [az egyenldséget nem engedjiik meg], akkor
szigoruian monoton novekvo illetve szigorian monoton csokkend sorozatrdl beszéliink. Az el6z6 tu-
lajdonsagok valamelyikével rendelkez6 sorozatokat monoton sorozatoknak nevezziik.

Megjegyzés: Ujabban hasznalatos elnevezés, hogy a monoton névekedd sorozatokat monoton
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nemcsdkkend, a monoton csdkkend sorozatokat monoton nemnévekvd sorozatoknak nevezik; ezzel
egylitt a monoton novekedo illetve monoton csokkend elnevezés pedig a szigorian monoton ndve-
ked¢ illetve szigorian monoton csokkend sorozatokra van fenntartva. Ez az elnevezés a sorozat
monotonitasi tulajdonsagait jobban mutatja, de a hagyomanyos elnevezések jobban elterjedtek, ezért

itt a tovabbiakban a definicidoban mondott elnevezéseket hasznaljuk.

Példak:

1. Az a, =— sorozat szigoruan monoton csokkend, mert »+1>» miatt a, > a
n

teljesiil.

n+l

a fent emlitett

1 N p 1
2. Az a,=1-— sorozat szigorGan monoton ndvekvd, mert 1-—<1- 1
n n n+

n+1>n egyenldtlenség miatt.

3. Az a, = (=1)" sorozat nyilvanvaléan sem monoton névekvd, sem monoton csdkkend.

4. El6fordulhat, hogy egy sorozat csak valamely tagjatol lesz monoton. Példaul az
a,=n"—4n+4  sorozat elsd néhiny eleme: a,=1,a,=0,a,=1a,=4,.. Az
f(x)=x* —4x+4 fiiggvény tulajdonsagainak ismeretében tudjuk, hogy az (a, ) sorozat a masodik

tagjatol kezdve szigorian monoton nd. Az ilyen tipusu sorozatokat is monoton sorozatoknak nevez-
zik.

I.3. Sorozatok és miiveletek
A késdbbiekben a sorozatok kozott kiillonbozd miiveleteket fogunk végezni, ezért definialjuk dket.

Def. Az (a,) és (b,) sorozatok dsszegén azt a (c,,) sorozatot értjiik, amelyre ¢, =a, +b,.

Jelolése: (c,)=(a,)+(b,)=(a,+b,).

Def. Az (a,) és (b,) sorozatok kiilonbségén azt a (¢, ) sorozatot értjiikk, amelyre ¢, =a, —b,.

Jelslése: (c,)=(a,)—(b,)=(a, —b,).

Def. Az (a,) és (b,) sorozatok szorzatdn azt a (c,) sorozatot értjiik, amelyre ¢, = a, -b,. Jelolése:

(c,)=(a,)-(b,)=(a,b,).
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Def. Az (a,) és (b,) sorozatok hanyadosan, ha minden n-re b, #0, azt a (c,) sorozatot értjik,

amelyre c, = Jelslése: (c,)= (a,) = &
b ®,) b

n n

Def. Az (a,) sorozatnak a A€ R valos szammal valo szorzata az a (¢, ) sorozat, amelyre ¢, = Aa,,.

Jelolése: (c,)=Ma,)=(a,).

Def. Az (a,) sorozatnak, melynek minden eleme nemnegativ, a A-adik hatvanya (Ae R) az a (¢,)
sorozat, amelyre ¢, = a’. Jelolése: (c,)=(a,)* = (a’).

Megjegyzés: A szamok A-adik hatvanyat tetszdleges A-ra az eddigickben nem értelmeztiik. Ez a so-
rozatok tulajdonsagait felhasznélva lehetséges. Mivel itt ezzel a kérdéskorrel nem foglalkozunk

részletesen, a sorozatok hatvanyozasanal mar tetszéleges hatvanykitevét vesziink figyelembe. igy

természetesen az (a, ) sorozat elemeire megszoritast kell tenniink, mert a A-adik hatvanyt tetszole-

ges A-ra csak pozitiv hatvanyalap esetén értelmezziik.
Példak:

1 1
1.Az a, =1-—, b, =— sorozatok 0sszege a ¢, =1 sorozat.
n n

2.Az a,=1-n, b, =1+n sorozatok kiilonbsége a ¢, = —2n sorozat.

3.Az a, =1-n, b, =1+n sorozatok szorzataa c, =1—n" sorozat.

1
4. Az a, = 4n sorozat E-szerese a ¢, = 2n sorozat.

[.4. Nevezetes sorozatok

1.4.1. Szamtani sorozat

Def. Szamtani sorozatnak nevezziik az (a,) sorozatot, ha barmely tagja és az azt megeldz0 tagja

kiilonbsége allandd. Ezt az allandot d-vel jeldljiik, és a szamtani sorozat differencidjanak nevezziik.

A szamtani sorozat definicioja alapjan a rekurziv képzési szabaly: a, = a, , +d . Az els0 tag segit-
ségével is megadhatjuk az n-edik elemet, a rekurziét kikertilve: a, =a, +(n—1)d . [Ez a tulajdon-

sag pl. teljes indukcidval bizonyithato. ]
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A rekurzid segitségével a szamtani sorozat alabbi egyszer( tulajdonsagai rogton latszanak:

a) ha d> 0, akkor (a, ) szigorGan monoton novekvd, alulrdl korlatos, feliilrél nem korlatos
b) ha d <0, akkor (a, ) szigortan monoton csokkend, feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos

¢) ha d = 0, akkor is beszélhetiink szdmtani sorozatrol. Ez egyszerre monoton ndvekvd és csokkend

is, hisz a sorozat minden tagja ugyanaz.

A szamtani sorozatnak nagy jelentdsége van a sorozatokkal valé megismerkedésben, hisz egyike a
legegyszerlibb sorozatoknak, sét az elsd szamsorozat, amivel a tanulok megismerkednek [a, =n],
szintén ebbe a kategoriaba tartozik. A szdmtani sorozat kezelhetdsége igen jO, egyszeriiek a vele
kapcsolatos tételek €s szamitasok, igy alkalmas a bevezetésre és az els® ismerkedésre a sorozatok

tulajdonsagaival.

[.4.2. A szamtani sorozat elsd » tagjanak 0sszege

A bizonyitasra illetve az 0sszeg felirasara adott legegyszeriibb mddszer Gauss nevéhez flizédik.

Jeloljiik az els6 n tag 6sszegét S, -nel. frjuk le az 6sszeg tagjait, majd irjuk le forditott sorrendben:

S, =a +a, +..+a,, +a,
S, =a,+ta, +..+a, + q

ezért a

Mivel a szdmtani sorozat tagjaira a, +a =(a,+(k-Dd)+(a,—(k-1)d)=a,+a

n—k+1 no

fenti két kifejezést fliggélegesen tagonként 6sszeadva a 2S5, =n-(a, +a,) kifejezést kapjuk, ahon-

n

. Az els6 n tag Osszegét a, -gyel és d-vel is kifejezhetjiikk (a, =a, +(n—1)d -t

helyettesitve a fenti képletbe): S, = 24, +§n ] :

Megjegyzés: Az S, -re vonatkozo formula teljes indukcidval is bizonyithato. A bizonyitasnak ez a

modja azonban kevésbé mutat ra a dolog lényegére.

A szédmtani sorozat elsO » tagja 6sszegének képlete egyszerii gyakorlati alkalmazasok bemutatasara

ad lehetdséget.
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Példa:

Egy utszakasz javitdsdhoz homokbanyabol teherautoval homokot szallitanak. Az elsé kocsi homo-
kot a banyatol 8000 m-re rakjak le, és minden tovabbi homokkupacot 25 m-re az el6z6tdl 1étesite-
nek. A 35. forduldonal milyen messzire megy az auto, és a 35 forduld megtétele kozben mekkora utat
tett meg?

Megoldas:

Az autd 4ltal a banyaktdl a kupacokig megtett utak egy szamtani sorozat egymast kovetd elemei,

melynek els6 tagja 8000, a differencidja pedig 25. A 35. forduloban lerakott kupac tdvolsaga ennek

35. eleme, azaz a,; =8000+24-35=_8840 m. Ahhoz, hogy az Osszesen megtett tdvolsagot meg-

tudjuk, ossze kell adnunk a sorozat elsé 35 elemét (persze minden tagot kétszer kell szamolnunk,
mert az utakat az autdé oda-vissza tette meg). A megtett tdvolsag tehat

8000 + 8340

§=2 -35=589400 m .

A fenti feladathoz hasonléan kell megoldani pl. paros szamok, illetve egyéb szdmtani sorozatok

Osszegzésére vonatkozo feladatokat.

Ha a szamtani sorozat 3 egymast kovetd a,_,, a,, a,,, tagjat tekintjiik, akkor az alabbi 6sszefiiggés
all fenn kozottiik:
a, +a,.,
a, =—"——"=
2

Azaz a kozépso tag a két széls szamtani kozepe, innen ered a szdmtani sorozat elnevezés.

[.4.3. Mértani sorozat

Def. Mértani sorozatnak nevezziik azt a szdmsorozatot, amelyben [a masodiktdl kezdve] barmelyik
tagnak €s az azt megeldz0 tagnak a hanyadosa allandd. Ezt az allandé hanyadost g-val jeloljiik, és a
mértani sorozat hanyadosanak (kvociensének) nevezziik.

A definiciobol kovetkezik a mértani sorozat rekurziv képzési szabalya: a, =a, , -q. [0 < g esetén
a tagok eldjele azonos, g < 0 esetén a tagok eldjele valtakozo.]

Teljes indukcidval kénnyen belathatd, hogy a mértani sorozat n-edik tagjat az a, =a, -q"" kép-
lettel adhatjuk meg.

Megjegyzés: Ez a definici6 kizarja az a, =0 illetve ¢ =0 eseteket. Ekkor ugyanis vagy a 0, 0, 0,
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...,vagyaza, 0, 0, 0, ... tipust sorozatokat kapnank, azonban kényelmi szempontok miatt ezeket
nem tekintjiikk mértani sorozatoknak.

Egyszerlien megmutathat6, hogy a. =a, , -a,.,. Nem mondhatjuk azonban [a szdmtani sorozattal

n+l *
anal6g modon], hogy a mértani sorozat egy tagja az 6t kozrefogd elemek mértani kozepe, hisz a
mértani sorozatnak negativ tagjai is lehetnek, igy a fenti kijelentésiink nem lenne dsszhangban a
ebben az esetben. Ekkor megallapithatjuk, hogy a pozitiv szdmokbdl allé6 mértani sorozat barmely
harom egymast kovetd elemére igaz, hogy a két sz&lsé mértani kdzepe egyenld a kozépso taggal.

Megjegyzés: Természetesen mértani sorozatrol beszéliink abban az esetben is, ha ¢ = 1. [Ez ha-

sonld a szamtani sorozatnal a d = 0 esethez.]
A mértani sorozatok a példaul a kamatoskamat-szamitasnal bukkannak fel.

Példa:

Valamely év janudar 1-én betesziink a bankba 10000 Ft-ot 15%-o0s kamatos kamatra, 5 évre. Mennyi
pénz lesz a bankban a bankszamlankon az 5 év leteltével?

Megoldas:

1 év elteltével a bankban 10000+%~10000:10000-1,15 Ft-unk lesz. A kovetkez6 évben

10000-1,15+ (10000 -1,15) - % =10000-1,15> Ft-unk lesz. Egyszerlien belathato, hogy az n-edik év

elteltével a bankban levd, kamatos kamatokkal novelt pénzosszeg 10000-1,15" Ft. Azaz az 5. év

elteltével 10000-1,15° = 20113,6 Ft-unk lesz.

A fenti példa egyike a legegyszer(ibb problémaknak, de jdl illusztrdlja az adott témakorben a mér-
tani sorozatok szerepét. Bonyolultabb banki szamitdsokban azonban a legtobb esetben nem elég a

mértani sorozatok hasznalata, sziikség van a mértani sorozatok els6 » tagjanak dsszegére is.
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[.4.4. A mértani sorozat elsé »n tagjanak Gsszege

Idézziik fel a gimnaziumi elsd osztalyos tananyagbol az a” —b" kifejezés szorzatta alakitasat!
a"—b"=(a-b)-(a"" +a"’b+a"’b* +..+ab"* +b"")
A mértani sorozat elsé n tagjanak 6sszegzésekor az alabbi 6sszeget kell kiszamitanunk:

! =a1(1+q+q2 +...+q"71)

S =a +aq+aq’+..+aq"”
Ha a zardjeles kifejezést 6sszevetjiik a fenti szorzattal, akkor lathato, hogy ott a=¢q, b =1 helyet-
tesitéssel hasonlot kapunk:
q"-1=(qg-D(q"" +q"> +..+q+])
Ha g = 1, akkor természetesen a, =a, =...=a,, azaz S, = na,, ha g#1, akkor pedig g —1-gyel

leoszthatunk:

"1
qg-—1

n-1

+q" 7 . +g+D)=S,

a =a,(q

Nézziink egy példat ennek alkalmazasara!

Példa:

Asephad ir6 szerint Sheran hindu kiralytol Sessa, a sakkjaték feltalalgja jutalmul annyi szem buzat
kért, amennyi a sakktabla négyzeteire kirakhatd ugy, hogy az els¢ mezdre 1, a masodik mezdre 2, a
harmadikra 4, a negyedikre 8, azaz minden mezére kétszer annyi biizat tesznek, mint az el6zore. A
kiraly legyintett, hogy ilyen kicsiny kérést konnytliszerrel tud teljesiteni. Szamitsuk ki, hogy mennyi
buzat kért a feltalald, ha 16 szem buza kb. 1 gramm!

Megoldas:
Az els6 mezore 1, a masodikra 2, az n-edikre 2" db buzaszem keriil. A sakktablan igy 6sszesen

2% -1
2-1

1+2+4+8+...+2% db blizaszem van. 1+2+4+..+2% = =2% —1. Ez a mennyiség 1¢-

64

nyegében 2% [érezhetd, hogy ehhez képest az 1 elhanyagolhatéan kicsi], ami o =2% gramm.

Mivel 2" =1000, ezért ez kb. 2* kg =(2'") kg =1000°kg =10"kg . Ez 10'*, azaz egybilli6 ton-

na.
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1.4.5. A Fibonacci-sorozat

Képzeljink magunk elé egy nyalfarmot. A farmon minden nyul évente egyszer fial, de sziiletése
utan el kell telnie egy évnek, hogy fialhasson. igy tehat minden évben a nyulak szama annyival no-
vekszik, amennyi nyul mar két évvel azel6tt a farmon volt. Ha az n-edik év végén a nyulak szamat

a, -nel jeloljiik, akkor az el6z6 év végén a, , nyul volt a farmon, de koziiliik csak a mar egy éve a
farmon €16 a,, nyul fial, azaz a, =a,, +a,, [a,, a novekmény). A kezd6értékek: a, =1, a, =1.

A fenti rekurzioval keletkezd, és megadott kezddértékekkel rendelkezd sorozatot Fibonacci-

sorozatnak nevezzik.

A Fibonacci-sorozathoz mas meggondolassal is eljuthatunk. Képzeljiikk azt, hogy egy 1épcsé van
elottiink, €s ugy akarunk felmenni rajta, hogy egyszerre egy vagy két 1épcsdfokot 1épiink. Az elsd
Iépcséfokra nyilvanvaldan csak egyféleképpen 1éphetiink fel. A masodikra kétféleképpen: rogton a
masodikra, vagy az elsére €s onnan a masodikra. A tovabbiakban a szdmolas egyszeriisithetd: az n-

edik 1épcséfokra az n-1-edik vagy az n-2-edik 1épcséfokrol 1éphetiink. Ha a, -nel jeldljik az n-edik

fokra valo feljutasi lehetdségek szdmat, akkor nyilvanvalo, hogy a, =a,, +a, ,.

1.4.6. A Fibonacci-sorozat néhany egyszert tulajdonsaga

a) Szamitsuk ki a sorozat elsd » tagjanak 6sszegét!
frjuk fel a kérdéses dsszeget, és alakitsuk at!
a, +a,+.+a,=a +a,+(a +a,)+(a,+a,)+..+(a,,+a, )=
=a,+2(a,+ta,+..+a,,)+a,,
Ebbdl az osszefiiggésbol:
a,, ta,=a,+a, +(a +a,+..+a,,)
a, —a,=a,—-1=a +a,+..+a,,
Nyilvanvald, hogy ha a sorozat tagjainak 0sszegét az n-edikig akarnank kiszamitani, akkor a fenti

Osszegzésben az eredeti Osszeget a, ,, -ig kell elkésziteni, és ekkor az

n+2
at+a,+..ta,=a,,—1

kifejezést kapjuk.
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b) Szamitsuk ki a Fibonacci-sorozat els6 » tagja négyzetének osszegét!
Ha k >2,akkor a,,, =a, +a,_,. Szorozzunk a, -val, és fejezziik ki a; -t!
a/f = Qnd —aqag,
Innen kapjuk, hogy
al =a,a, (merta, =a,=1)
2

a, =aya, —a,a,

2 _
a; =a,a, —a,a,

a,,=a,a,, —a,,a,,
aj = anﬂan - anan—l
Ha a jobb- és baloldalakat 6sszeadjuk, akkor a baloldalak 6sszege a kivant négyzetdsszeget adja, a
jobboldalon pedig az egymast kovetd kifejezések tagjai a valtakozo eldjel miatt kiesnek, kivéve az

utolso tagot:

2 2 2
a, +a, +..+a, =a,,a,

Jobb képességli diakoknal [pl. specidlis matematika tagozaton vagy fakultacion, szakkori foglalko-

z4s keretében] a Fibonacci-sorozat mélyebb tulajdonsagairol is szot ejthetiink.

Def. Fibonacci-szerli sorozatoknak nevezziik az olyan (a,) sorozatokat, melyekre n=3 esetén

a,=da,, +an_2 .

Nyilvanvalo, hogy minden Fibonacci-szerl sorozatot az elsd két eleme hataroz meg, ezeket viszont
tetszOleges értéknek valaszthatjuk. Az is nyilvanvalo, hogy két Fibonacci-szerli sorozat 9sszege il-
letve szammal val6 szorzata szintén Fibonacci-szert.

Ko6nnyen megmutathatd, hogy van olyan mértani sorozat, amely Fibonacci-szerii. Legyen ennek
kvéciense ¢, els6 eleme a, . Ekkor a kovetkezd osszefiiggésnek kell teljestilnie:

aq" = alqn-] + alqn-z
q° =q+1

Azaz g az x* — x—1=0 egyenlet gydkei koziil keriilhet ki.
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1+4/5 1+4/5 1-+/5
=g, = . q

- . Ebbé] tehit
y hTTy T

o ]

912 =

A fentiekben mar megmutattuk, hogy minden Fibonacci-szerii sorozatot az els6 két eleme hataroz

meg. Ebbdl kovetkezik, hogy ha ( f,) Fibonacci-szer(i sorozat, akkor abban az esetben, ha az A, B
szamok kielégitik az f, = Aa, + Bb,, f, = Aa, +Bb, egyenleteket, (f,)=A(a,)+B(b,). Ez nyil-
vanvald, mert az A(a,)+B(b,) sorozat Fibonacci-szerli a kordbban mondottak értelmében
[Fibonacci-szerli sorozatok dsszege illetve szammal vald szorzata is Fibonacci-szeri], és az els6 két
eleme megegyezik (f,) els6 két elemével. Megmutathatd az is, hogy az f, =Aa, +Bb,,
f, = Aa, + Bb, egyenleteknek mindig egyértelmli megoldasa van. Ennek kovetkezménye az alabbi

tétel:

Tétel: Minden Fibonacci-szerii sorozat egyértelmien el6all A(a,)+ B(b,) alakban.

A Fibonacci-szerii sorozatokkal valo szamolast megkonnyiti, ha az elemek sorszamozasat nem 1-

t6l, hanem 0-t6l kezdjiik. Ekkor a fenti egyenletrendszer az f, = A + B, f, = Aa, + Bb, alakot 6lti.

Konkrétan a Fibonacci-sorozat esetében a sorszdmozas modositasat ugy is megtehetjiik, hogy hoz-
zavesziink a sorozathoz egy a, =0 elemet, és a sorozatot az a, =0, a, =1 kezddértékekkel adjuk
meg.

A Fibonacci-sorozat illetve a Fibonacci-szerl sorozatok a legegyszertibb példai a rekurzidval meg-
adott sorozatoknak, amelyek altalanos tagjat csak kissé koriilményesen tudjuk meghatarozni, azon-
ban a rekurziv formulat felhasznalva érdekes tulajdonséagait tudjuk bebizonyitani illetve kideriteni.
J6 példa arra, hogy hogyan lehet egy sorozatot kezelni anélkiil, hogy az elemeinek altalanos alakjat

ismernénk.
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I.5. Sorozatok konvergencidja

Def. 1. Az a szdmot az (a,) sorozat hatarértékének nevezziik, ha minden € >0 szdmhoz taldlhato
olyan N szam, hogy ha N < n, akkor | a,—a | <E€.

Szavakkal ez azt jelenti, hogy ,,egy id0 utan” [azaz N-nél nagyobb indexii tagokra] a sorozat ecle-
mei legfeljebb € tavolsagra lesznek a-t6l. Mivel e-ra csak az a kikotéstink, hogy pozitiv, a fenti defi-

nicio azt jelenti, hogy egy id0 utan a sorozat elemei tetszélegesen megkozelitik a-t.

Def. II. Az a szamot az (a,) sorozat hatarértékének nevezziik, ha minden € >0 szdmhoz talalhato

olyan N szam, hogy N <n esetén a, € (a—¢€,a+¢€).

Konnyen lathatd, hogy az 1. és II. definicidk ekvivalensek. S6t, adhaté egy harmadik definicid is:

Def. IIl. Az a szamot az (a,) sorozat hatarértékének nevezziik, ha minden €>0 szdmra az
| a,—a | < ¢ egyenldtlenség véges sok kivétellel teljesiil, azaz a sorozatnak az (a—¢, a+¢€) inter-

vallumon kiviil csak véges sok eleme van.

Ha az a szam az (a,) sorozat hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens,

és tart a-hoz, ha n tart végtelenbe. Jelolése: a, — a,n — o, vagy lima, = a (olvasd: limesz a,
n—oo

egyenld a-val, ha n tart végtelenbe). Az N szdmot szokas kiiszobszdmnak vagy kiiszébindexnek ne-

veznl.

Példak:

1
1. Az a, =— sorozat konvergens, ¢s hatarértéke 0. Legyen € > 0. Ekkor keresniink kell olyan N-t,
n

melyre N < n esetén 1 <e.PL N:l megfeleld.
n €

2. Az a, =1 sorozat konvergens, €s hatarértéke 1. Ez nyilvanvald, mert tetszéleges € >0 szamra
| a,—1 | =0 < € minden 7 esetén, tehat pl. N = 1 megfeleld kiiszobszam.

3. Az a, = n sorozat nem konvergens, ugyanis barmilyen a szdmot, és barmilyen € >0 szamot ve-

sziink, nem teljesiil a definici6 feltétele, nem Iétezik kiiszobszam. Tegyiik fel, hogy mégis lenne.
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Legyen a és €>0 rogzitett, és tegylik fel, hogy ha N <n, akkor | a,—a | <e€&. Azonban ha
n> |a| + ¢, akkor | a,—a | > ¢. Ez viszont ellentmondasra vezet, mert » > max (|a| +& N ) esetén

| a,—a | >¢€ ¢és | a,—a | < ¢ egyszerre all fenn, tehat nem létezik kiisz6bszam, azaz a sorozat nem

konvergens.

A fenti példak mutatjak, hogy vannak konvergens, és nem konvergens sorozatok is. Ez utobbi tipu-

su sorozatokat divergensnek nevezziik.

A harmadik definici6 egy kérdést vet fel. A definiciobol kovetkezik, hogy ha az (a,) sorozat ha-
tarértéke a, akkor minden € >0 szdmra az (a—¢, a+¢€) intervallumba végtelen sok eleme esik az
(a,) sorozatnak. Miért nem elég ez utdbbit kimondani? Mert el6fordulhat, hogy ugyan a mondott

kovetkezmény teljesiil, de nemcsak az intervallumon beliil, hanem rajta kiviil is végtelen sok eleme

van a sorozatnak.

Példa:
1 ,
1+ —, ha n paros
n
1 ,
—, ha n paratlan
n

Ekkor az (a,) sorozatnak a (—¢, €) illetve (a—¢, a+¢€) intervallumba végtelen sok eleme esik, igy

az egyes intervallumokon kiviilre is végtelen sok eleme esik.

Def. Az (a,) sorozat torlédasi pontjanak nevezziik az a szdmot, ha minden € >0 szadmra az (a,)

sorozatnak az (a —¢, a +¢€) intervallumba végtelen sok eleme esik.

Nyilvanvalo, hogy ha az a szdm hatarértéke az (a,) sorozatnak, akkor egyben torlddasi pontja is.
Forditva nem igaz: abbdl, hogy az (a,) sorozatnak az a szam torlddési pontja, nem kovetkezik,
hogy (a,) hatarértéke az a szam [ezt mutatja a fenti példa is]. Egy sorozatnak tetszOlegesen sok,

akar végtelen szamu torlodasi pontja is lehet.

Megkiilonboztethetjiik azokat az eseteket a konvergens sorozatoknal, amikor a sorozat ugy tart egy
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szdmhoz, hogy valamely kiiszobszamtdl kezdve nagyobb [kisebb] ndla. Ekkor azt mondjuk, hogy a

sorozat feliilrdl [alulrol] tart a hatarértékéhez.
[.5.1. Konvergens sorozatok tulajdonsagai
Tétel: Minden konvergens sorozat korlatos.

A konvergens sorozatok ezen tulajdonsagat arra tudjuk felhaszndlni, hogy ha egy sorozatrél meg-

allapithato, hogy nem korlatos, akkor nem is lehet konvergens.

Példa:

Az a, = n sorozat nem korlatos, igy nem is lehet konvergens.
Tétel: Ha az (a,) sorozat konvergens, akkor a hatarértéke egyértelmii.

Ez a tulajdonsag azért fontos, mert elég csak egy hatarértéket talalnunk, azaz egy olyan szamot,

amely teljesiti a definiciot.

Tétel: [Rendor-elv] Ha adott harom sorozat, (a,), (b,), (c,), melyre a, = a,c, > a és

a, <b, <c, valamely kiiszobindext6l kezdve, akkor (b,) is konvergens és hatarértéke a.

Megjegyzés: Az elnevezés abbol a hasonlatbol szarmazik, hogy ha két renddr kozrefog egy biino-

z0t, a két rend6r az Orszobara tart és a blindz6 mindig kozottiik marad, akkor 6 is az érszobara tart.
Ez a tulajdonsag akkor van nagy segitségtinkre, amikor egy sorozatot mar ismert hatarérték soro-

zatokkal tudunk alulrdl illetve feliilr6] kozrefogni, igy a vizsgalt sorozat konvergencidja ¢és hatarér-

téke megallapithato.

Példa:

1
Konvergens-e az a, = - sorozat?
n!

Megoldas:

. : 1 1 .
Nyilvanvalo, hogy 0 < n < n! . Ebbdl kovetkezik, hogy 0 < —<—. A renddr-elv értelmében, mivel
n n



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 16. oldal

1 1 .
——0,0—>0, ezért - konvergens, és 0-hoz tart.
n n!

1.6. Részsorozatok; korlatossag, monotonitas és konvergencia kapcsolata

Def. Legyen (a,) végtelen sorozat. Legyen n,, n,, n,, ... a természetes szamok egy végtelen, szigo-
ruan monoton ndvekedd részsorozata. Ekkor az a, ,a, ,a, , ...sorozatot az (a,) sorozat részsoroza-

tanak nevezziik.

A definici6 mas szavakkal azt jelenti, hogy a részsorozat az a sorozat, amely az eredeti sorozat va-
lamely [akar végtelen sok] tagjainak elhagyasaval, a maradék tagok sorrendjének megtartasaval ke-
letkezik. Persze arra tigyelntink kell, hogy az elhagyas utan is még végtelen sok tag maradjon, de a
fenti feltétel ezt garantalja.

Megjegyzés: A részsorozat fogalmanak segitségével 1) definiciot adhatunk a torlddasi pontra:

Def. Az (a,) sorozat torlddasi pontja az a szam, ha van az (a,) sorozatnak olyan részsorozata,

amelynek hatarértéke a.

Tétel: Ha az (a,) sorozat konvergens ¢s hatarértéke a, akkor barmely részsorozata konvergens és
hatarértéke a.

Megjegyzés: A tétel megforditasa is igaz, azaz ha (a,) minden részsorozata konvergens, €s hatar-

értéke a, akkor (a,) is konvergens és hatarértéke a.

A tétel jelentdsége abban rejlik, hogy ha egy sorozatrol valamilyen mdédon meg tudjuk mutatni,
hogy konvergens, akkor elég egy tetszdleges részsorozatanak hatarértékét megadni, ezzel megadtuk
az egész sorozat hatarértékét, valamint ha a sorozatunk olyan konvergens részsorozatokra bonthatd,

melyek hatarértéke megegyezik, akkor a sorozat hatarértékét is konnyen meg tudjuk hatarozni.

Példa:

Legyen az (a,) sorozat az alabbi sorozat:
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1 ,
— , ha n paros
n

1
—, ha n paratlan
n

o . (. . 1 , . . |
Ekkor nyilvanvald, hogy a péaros index( tagok a b, = EE a paratlan indexi tagok a ¢, = o 1észso-

rozatokat hatarozzak meg. Mivel (b,) és (c,) hatarértéke 0, igy az (a,) sorozat is konvergens, és

hatarértéke 0.

Tétel: Korlatos, monoton sorozat konvergens.
Megjegyzés: A tétel a legkisebb felso korlat illetve a legnagyobb alsé korlat 1étezésének kovetkez-

ménye.

A tétel lehetdséget ad arra, hogy bizonyos sorozatok konvergencidjanak kérdését eldontsiik, de a
legtobb esetben arra nem ad modot, hogy konkrétan meg is hatarozzuk az adott sorozat hatarértékét.
Példa:

1 1

Konvergens-e az a, =1+—+—+
2

1
sttt ———+— sorozat?
3 (n—-1)

Megoldas:

1

A sorozat nyilvan szigortan monoton névo, mert a,,, —a, =———
(n+1)°

> 0. Be kellene még latni,

hogy a sorozat korlatos is. A monoton ndvekedés miatt ehhez elég belatni, hogy a sorozat feliilrol

korlatos.

! < ! teljesiil £ >2 esetén. Ekkor tehat a kovetkezd felsd becslést adhatjuk a

Tudjuk, hogy —
A 08 2 > ek

sorozat tagjaira:

1 1 1 1 1 1
a,=l+—++.+—>5+5<l+—+ +..+ + =
2° 3 (n=-1)° n 1-2 2-3 (n—=2)(n-1) (n—-1n
SR PR S A S U S S L
3 n-=2 n—-1 n-1 n n

A sorozat tehat szigorian monoton névekvo és korlatos, igy konvergens.

Megjegyzés: A sorozat konvergencidjat megallapitottuk, de hatarértékének kiszdmitasa mar nehé-
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2
zségekbe titkozik. Euler szamitotta ki el6szor egyéb matematikai modszerekkel, és a o eredményt

kapta.
Tétel: Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

A fenti tétel illetve a monoton, korlatos sorozatok konvergencidjara vonatkozo tétel egyszerii ko-

vetkezménye:

Tétel: [Bolzano-Weierstrass tétel] Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

A tétel mas szavakkal azt mondja, hogy minden korlatos sorozatnak van torlodasi pontja.

Felvetddik az a kérdés, hogy csindlhatunk-e olyan hatarérték illetve torlodasi pont definicidt, amely

nem csak korlatos sorozatokra alkalmazhato.
1.7. Tagabb értelemben vett hatarérték (A végtelen mint hatarérték)

Tekintsiik az a, = n sorozatot. Korabban mar lattuk, hogy nem korlatos, és nyilvanvalo, hogy szi-

goruan monoton novod. Az eddigi definicidink szerint nincs hatarértéke, mégis ugy érezziik, hogy

»tart valahova”, hogy ,.tart a végtelenbe”.

Def. Az (a,) sorozat hatarértéke a plusz végtelen, ha az (a,) sorozat minden hataron til novo,

azaz minden K szdmhoz létezik olyan N szdm, hogy n > N esetén a, > K . Jelolés: lima, = +oo.

n—oo

Def. Az (a,) sorozat hatarértéke a minusz végtelen, ha az (a,) sorozat minden hataron tul csokke-
nd, azaz minden K szdmhoz létezik olyan N szam, hogy n>N esetén a, <K . Jelolés:

lima, = —co.
n—seo

Megjegyzés: A o jelnek szimbolikus jelentése van a fentiekben és a tovdbbiakban, hiszen nincs
olyan szam, mely ,,végtelen nagy”. A definicio gyakorlatilag azt jelenti, hogy a sorozat tagjai kozott
tetszélegesen nagy, illetve tetszélegesen kicsi (nagy abszolut értékli negativ) tagok is vannak. A

szohasznalatban azt is mondjuk, hogy az (a,) sorozat tart plusz végtelenhez, vagy tart minusz vég-



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 19. oldal

telenhez.

A fenti hatarérték definiciéval analog mdédon definidlhatjuk a végtelent mint egy sorozat torlodasi

pontjat.

Def. Az (a,) sorozat torlddéasi pontja a +oo, ha a sorozatnak van plusz végtelenhez tart6 részsoro-

zata, azaz minden K-ra a sorozatnak van végtelen sok K-ndl nagyobb eleme.

Def. Az (a,) sorozat torlddasi pontja a —o, ha a sorozatnak van minusz végtelenhez tarto részsoro-

zata, azaz minden K-ra a sorozatnak van végtelen sok K-ndl kisebb eleme.

Megjegyzés: Noha definidltuk a végtelent mint hatarértéket, mégsem mondjuk, hogy egy sorozat
konvergens, ha a hatarértéke végtelen. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a sorozat divergens, de van ha-
tarértéke, a plusz vagy a minusz végtelen. A ,konvergens” jelz6t fenntartjuk a véges hatarértékkel

rendelkezd sorozatok szamara.

Foglaljuk 0ssze egy kis tdblazatba, hogy milyen elnevezéseink vannak a sorozatok kon-

vergencidjara illetve divergencidjara:

(a,) hatarértéke az a szam | Konvergens
Van hatarértéke (a,) hatarértéke a +oo
(a,) hatarértéke a —oo Divergens
Nincs hatarértéke (a,) -nek nincs hatarértéke

Példa:
Hatérozzuk meg az alébbi sorozat torlodési pontjait: a, =2""" !

Megoldas:

1

. (k- 2, .
Asorozata b, =a,, =2 =4" ésac, =a,, =27 = —i =~ Iészsorozatokra bonthatd. A
2% 4t

(b, ) sorozat hatarértéke +eo, a (c, ) sorozat hatarértéke 0. fgy tehat a sorozat torlddasi pontjai a 0 és

a foo,

A végtelen mint hatarérték bevezetésével korabbi tételeink ujrafogalmazhatdak (azaz olyan megfo-
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galmazast adhatunk, amely érvényes a tagabb értelemben vett [végtelen] hatarértékre illetve a ta-

gabb értelemben vett [végtelen] torlodasi pontra is):

Tétel: Ha az (a,) sorozatnak van hatarértéke, akkor a hatarérték egyértelmii.

Tétel: [Rendor-elv plusz végtelenhez tarté sorozatokral Ha az (a,) sorozat tart plusz végtelenhez

¢s valamely kiiszobindextdl kezdve a, <b, , akkor a (b,) sorozat is tart plusz végtelenhez.

Tétel: [Rendor-elv minusz végtelenhez tarto sorozatokral Ha az (a,) sorozat tart minusz végte-

lenhez és valamely kiiszobindextol kezdve a, = b, , akkor a (b,) sorozat is tart minusz végtelenhez.

Tétel: Monoton sorozatnak van hatarértéke.

Tétel: Minden sorozatnak van hatarértékkel rendelkez6 részsorozata.

Tétel: Ha az (a,) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor minden részsorozatanak is van hatarértéke,
¢és ez megegyezik (a,) hatarértékével.

Megjegyzés: Akarcsak kordbban a hasonlé tételnél, itt is igaz a tétel megforditasa: Ha az (a,) so-
rozat minden részsorozata konvergens, és ezek hatarértéke megegyezik, akkor az (a,) sorozat is

konvergens, és hatarértéke megegyezik a részsorozatok hatarértékével.

Egyszertien belathato, hogy a sorozatok konvergencia- illetve hatarérték és korlatossagi tulajdon-
sagait az alabbiak nem valtoztatjak meg:

1. A sorozatot atrendezziik, azaz elemeinek sorrendjét megvaltoztatjuk. (Ez pontosabban azt jelen-

ti, hogy vesziink egy k > n, kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést N* elemei kozott, és az ,,at-
rendezett” sorozat az a,, a, , a,, ... sorozat.)

2. A sorozat bizonyos elemeit [akar végtelen sokat] véges sokszor megismételjiik.
3. A sorozathoz véges sok elemet hozzavesziink.

4. A sorozatbdl véges sok elemet elhagyunk.



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 21. oldal

1.8. Miveletek €és hatarérték

Korabban mar definialtuk a sorozatok kozti miiveleteket, most nézziik, hogy milyen tulajdonsaggal

rendelkeznek a végeredményként kapott sorozatok!

[.8.1. Sorozatok szamszorosanak hatarértéke

Tétel: Ha A€ R és az (a,) sorozat konvergens és hatarértéke az a szam, akkor (Aa,) is konver-

gens, ¢s hatarértéke Aa.

Tétel: Ha A >0, Le R és az (a,) sorozat hatarértéke +eo, akkor a (Aa,) sorozat hatarértéke is

+oo,

Tétel: Ha A >0, Ae R és az (a,) sorozat hatarértéke—co, akkor a (Aa,) sorozat hatarértéke is —eo.

Tétel: Ha A <0, A€ R ésaz (a,) sorozat hatarértéke +eo, akkor a (Aa,) sorozat hatarértéke —eo.

Tétel: Ha A <0, Ae R és az (a,) sorozat hatarértéke —eo, akkor a (Aa,) sorozat hatarértéke +oo.

Tétel: Ha az (a,) sorozatnak nincs hatarértéke és A #0, Ae R, akkor a (Aa,) sorozatnak sincs

hatarértéke.

1.8.2. Sorozatok 0sszegének hatarértéke

Tétel: Ha az (a,) sorozat konvergens ¢s hatarértéke a, a (b,) sorozat konvergens és hatarértéke b,

akkor az (a, +b,) sorozat is konvergens €s hatarértéke a + b.

Tétel: Ha az (a,) sorozat alulrdl korlatos, és a (b,) sorozat tart a plusz végtelenhez, akkor az

(a, +b,) sorozat is tart a plusz végtelenhez.
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Tétel: Ha az (a,) sorozat feliilrdl korlatos, és a (b,) sorozat tart a minusz végtelenhez, akkor az

(a, +b,) sorozat is tart a minusz végtelenhez.

Ha hatarértékkel rendelkezd sorozatokra szoritkozunk, akkor az aldbbi tdblazatban foglalhatjuk

Ossze az Osszegsorozat hatarértékét:

a, —>a a, —> +oo a, — —
bn —b at+b +oo —oco
b, — +oo +oo +o0 ?
b, = —oo —o0 ? —o0

A kérdgjellel jelolt esetekben nem mondhatunk semmit az Osszegsorozat hatarértékérdl, mert ek-

kor tobb lehetdség is elofordulhat. Azaz ha a, — +oo, b, — —oo, akkor lehet

aya,+b, —+eo Példa: a, =n’ +n, b, =—n. Ekkor a, +b, =n’ — +oo

n

by a,+b, — —oo Példa: a, =n, b, =-n" —n. Ekkor a, +b, =-n" — —

n

1 1
¢a,+b, -cceR Példa:a,=c+—+n,b,=-n. Ekkora, +b,=c+——c
n n

d) (a, +b, ) -nek nincs hatarértéke Példa:

a, =

{n, ha n péaratlan 5 {— n* —n, ha n paratlan

n* + n, ha n paros —n, ha n paros

Ekkor

a +b =

n

{— n*, ha n paratlan

2 ,
n”, ha n paros

Lathato, hogy az (a, +b,) sorozat oszcillalva divergens, azaz nincs hatarértéke.

1.8.3. Sorozatok kiilonbségének hatarértéke

Az (a, —b,) sorozatot megkaphatjuk az (a,) és a (—b,) sorozatok 0sszegeként, igy erre az esetre

a korabban mondott tételek érvényesek, a (—b,) sorozat hatarértékének figyelembevételével.
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[.8.4. Sorozatok szorzatanak hatarértéke

Tétel: Ha az (a,) és (b,) sorozatok konvergensek és hatarértékiik a illetve b, akkor az (a,b,) so-

rozat is konvergens ¢s hatarértéke ab.

Megjegyzés: A tétel egyszerli kovetkezménye, hogy ha az (a,) sorozat konvergens, akkor ke N

, k . 7 ;o 7 k
esetén (a,) sorozat is konvergens, és hatarértéke a” .

Tétel: Ha az (a,) sorozatnak valamely tagjatol kezdve minden tagja nagyobb egy rogzitett pozitiv

szamnal, valamint a (b,) sorozat hatarértéke +oo, akkor az (a,b,) sorozat hatarértéke is +oo.

Tétel: Ha az (a,) sorozat valamely tagjatol kezdve minden tagja nagyobb egy rogzitett pozitiv

szamnal, valamint a (b, ) sorozat hatarértéke —o, akkor az (a,b,) sorozat hatarértéke is —oo.

Hasonlo tétel fogalmazhaté meg, ha az (a,) sorozat valamely tagjatol kezdve minden tagja kisebb

egy rogzitett negativ szamnal.

Szintén Gsszefoglalhatjuk egy tabldzatban, hogy a hatarértékkel rendelkezd sorozatok szorzatanak

van-e hatarértéke, €s ha van, akkor mennyi ez a hatarérték.

a,—>a>0|a,—0 |a, —>a<0| a, >+= | a, —>—o
b, —>b>0 ab 0 ab +o0 —oo
b, =0 0 0 0 ? ?
b, >b<0 ab 0 ab —oo +o0
b, = +eo +oo ? —oo +oo —oo
b, = —oo —oc0 ? +oo —o0 +oo

A kérddjellel jelolt esetekben nem mondhatunk semmit a szorzatsorozat hatarértékérdl, mert ekkor

tobb lehetdség is eléfordulhat. Azaz ha pl. a, — +e, b, — 0, akkor lehet

& ab, -0  Pédaa,=n, b, = . Ekkorab, =150
n n

b) a,b, = +eo Példa: a, =n’, b, =l. Ekkor a,b, =n — +oo
n
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1
¢ a,b, = —oo Példa: a, =n’, b, =——. Ekkor a,b, =—n — —c
n

C

d) ab, >cceR Példa: a,=n, b, = Ekkor a,b, =c—c

n
e) (a,b,)-nek nincs hatarértéke. Példa: a, =n, b, = (—1)"1. Ekkor a,b, =(-1)", amely soro-
n

zatnak nincs hatarértéke, mert a —1 €s az 1 is torlodasi pontja.

Hasonléan megmutathatd, hogy a fenti lehetéségek a, — —co, b, — 0 esetben is megva-

l6sulhatnak.
1.8.5. Sorozatok hanyadosanak hatarértéke
A sorozatok hanyadosat arra az esetre definialtuk, amikor az ,,0sztd” sorozat egyik eleme sem O.
Ezt kibovithetjiikk oly médon, hogy ha az (a,) sorozat elemei valamely n,-t6l kezdve nem 0-k, ak-
kor az (a,) és (b,) sorozatok hanyadosa az a (c,) sorozat, melyre ¢, = % és n>n,. Mivel a so-

n

rozatok véges sok elemét elhagyva a sorozatok konvergencia- illetve hatarérték tulajdonsagai nem

véltoznak, a hanyadossorozatot tekinthetjiik az »,-adik elemétol.

Tétel: Ha (a,) és (b,) konvergens sorozatok, hatarértékiik a illetve b, tovabba b #0, akkor az

a . ‘ Y, a
[b” J sorozat is konvergens és hatarértéke 3

n

Megjegyzés: A b, — b # 0 feltételt tartalmazza azt a feltételt is, hogy van olyan »,, hogy n>n,

esetén b, #0.

.7 7 4 4 al’l
Tétel: Ha (b,) pozitiv tagu, korlatos sorozat és a, — +eo, akkor b — oo,

n

Megjegyzés: A (b,) sorozatrdl elég annyit feltenni, hogy valamely kiiszobindextdl kezdve poziti-

vak a tagjai.

Hasonlo tétel mondhaté ki abban az esetben, ha a (b,) sorozat negativ tagu, illetve ha az (a,) so-
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rozat hatarértéke a —oo.

n

a
Tétel: Ha a (b,) sorozat nem korlatos, és (a,) sorozat korlatos, akkor az (b_j sorozat 0-hoz tart.

n

Ismét tablazatba foglalhatjuk a hatarértékkel rendelkezd sorozatok hanyadossorozatanak hatarér-

ték- illetve konvergencia-tulajdonsagait:

a,—>a>0 | a, =0 |a,—»a<0| a, >+ | a, > —o

b, -b>0 a 0 a +oo —oo
b b

b, =0 ? ? ? ? ?

bn%b<0 ﬁ 0 ﬁ —oo 400
b b

b, — +oo 0 0 ? ?

b, — —oo 0 0 ? ?

G

A kérdojelek helyén itt is olyan (b J sorozatok allnak, melyek konvergenciaja nem eldonthetd az

n

. . . a 3 1
(a,) és (b,) sorozatok hatarértékének ismeretében. Mivel az (b—”J sorozat az (a,) €s az (b_j so-

n n

rozatok szorzataként all eld, a korabbiakhoz hasonl6an magadhatdak olyan (a,) és (b,) sorozatok,

n

melyre az (Z—] sorozat mas-mas hatarértékkel rendelkezik, illetve el6fordulhat, hogy hatarértéke

n

1
sincs. A b, — 0 esetben a kritikus helyzet amiatt 1ép fel, hogy az (b_] sorozat hatarértéke nem

n

meghatdrozhaté a (b,) sorozat konkrét ismerete nélkiil (ha egyaltalan van hatarértéke). Amikor pe-

. 1
dig az (a,) és (b,) sorozatok hatarértéke +oo vagy —co, akkor az (b_j sorozat hatarértéke 0, és a 0

n

illetve végtelen hatarértéki sorozatok szorzatanak hatarértéke bizonytalan.
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1.8.6. Sorozatok hatvanyainak tulajdonsaga

A sorozatok hanyadosdahoz hasonldan a korabbi definicionkat kibdvithetjiik. Mivel a sorozatok
hatarértéke nem valtozik véges sok tag elhagyasaval, ezért definidljuk a sorozatok hatvanyat a ko-
rabbi definicid szerint, de nemcsak olyan sorozatokra, melyek minden tagja nemnegativ, hanem

azokra is, melyek tagjai egy kiiszobindextdl kezdve nemnegativak.

Tétel: Ha az (a,) sorozat konvergens, és hatarértéke az a >0 szam, akkor tetszleges A€ R ese-

tén az (a,f) sorozat is konvergens, és hatarértéke a”.

Tétel: Ha az (a,) sorozat tart a plusz végtelenbe, akkor tetszdleges A >0, Le R esetén az (a)

sorozat hatarértéke plusz végtelen.

Tétel: Ha az (a,) sorozat tart a plusz végtelenbe, akkor tetszéleges A <0, Le R esetén az (a)

sorozat hatarértéke 0.

Megjegyzés: A fenti néhany tételhez hasonlo tételeket lehet kimondani konkrét hatvanykitevok
esetén. Ekkor nem feltétleniil kell megkovetelni az adott sorozat elemeinek nemnegativ voltat,
ugyanugy, ahogy a szamok hatvanyait is definialhatjuk konkrét hatvanykitevok esetén negativ sza-
mokra is, amennyiben ezt a hatvanykitevé megengedi. Itt az altalanos érvényi tételeket mondtuk ki,

igy kénytelenek voltunk a nemnegativ feltételt hozzavenni a tételekhez.
[.8.7. Néhany konkrét alkalmazas a sorozatok miiveleti tulajdonsagaira

Példak:

. o 3
1. Mi a hatarértéke az a, = — sorozatnak?

n

n

. b
Mivel a b, =3 sorozat hatarértéke 3, a ¢, =n” sorozat hatarértéke +oo, ezért az a, =— sorozat
c

n

hatarértéke 0.
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mn

2. Mi a hatarértéke az a, = sorozatnak?
n

c

n

Mivel b, =sinn korlatos és ¢, = n tart végtelenhez, ezért a, = — tart 0-hoz.

P ;nj sorozatnak, ahol p(x) és g(x) tetszdleges polinomok [ g(x)
qn

esetleges gyokei helyén ¢, értéke legyen pl. 0; mivel ez véges sok értéket jelent, a kordbban mon-

3. Mi a hatarértéke a ¢, =

dottak értelmében ez nem befolydsolja a sorozat hatarértékét]. Legyen p(x) k-adfokt, g(x) m-

edfoku polinom. A problémat harom esetre kell bontanunk:

a k>m

k k-1
an*+a n"'+.+a et . _
I 0. Ha a szamlalot és a nevezét leosztjuk n” -nel, a
b n"+b, n" +..+b,

Ekkor ¢, =

1

an*" +a_ n""" +..+aq, ——ta,—
L n_ kifejezést kapjuk. Itt a szamlald +eo-hez, a, -hoz il-

c, =
b,+b, l+bm_2 %+...+ b, lm
n n n

letve 0-hoz tartd sorozatok 6sszegébdl all [véges sokbdl], igy a hatarértéke +eo. A nevezd egy b, -

hez és m — 1 db 0-hoz tartd sorozat 6sszege, ezért hatarértéke b, . Igy (c,) hatarértéke +oo.

b k=m
Az el6z6hoz hasonldan osszuk le a szamlalot és a nevez6t n” -nel. Ekkor a szamlalo a fentiek sze-

. ” Y ,, a " .. . . ,
rint a, -hoz, a nevezd b, -hez tart. A tort értéke tehdt —- -hez, a féegyiitthatok hanyadosahoz tart.

m

o) k<m
Az n" -nel valo leosztas utan a fentiekhez hasonlo gondolatmenettel megmutathato, hogy a nevezd

b, -hez, a szamlalo 0-hoz tart, igy (c,) hatarértéke 0.

Ebbdl a néhany példabdl is lathatd, hogy tételeink mennyire megkonnyitik a sorozatok hatarérték-
ének kiszamitasat. A legtobb esetben az iskolai gyakorlatban olyan tipusu sorozatokkal talalkozunk,

amelyek 0sszeg, kiilonbség, szorzat vagy hanyados alakjaban irhatok fel. A fenti tételek, valamint a
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rendor-elv olyan eszkozt jelentenek a hatarérték-szamitasban, melyek sok esetben sikerrel alkal-

mazhatodak.

A sorozatok konvergenciaja és a milveletek kapcsolatat vizsgalva még egy hasznos tételt mondha-

tunk ki:

Tétel: Ha az (a,) és (b,) sorozatok konvergensek, akkor a hatarértékiik akkor és csak akkor egye-
zik meg, ha az (a, —b,) sorozat 0-hoz tart.

Hasonl6 tétel mondhatd ki konvergens sorozatok hanyadosara, ha a hatarértékiik nem 0. Ekkor a

hanyados-sorozat hatarértéke 1.

Korabban mar sz6 esett arrol, hogy ha egy sorozat konvergens, akkor minden részsorozata is kon-
vergens, ¢s ezek hatarértéke megegyezik az eredeti sorozat hatarértékével, azaz ha a konvergenciat
belattuk, akkor elég csak bizonyos részsorozatok hatarértékét meghatarozni. E tények, valamint a

sorozatok kozti miiveletek segitségével néhany sorozat hatarértékét egyszeriien kiszamithatjuk.

Példa:

Legyen a, = q/; , ahol ¢ >0. Allapitsuk meg, hogy az (a,) sorozatnak van-e hatarértéke, és ha
igen, adjuk meg a hatarértékét!
Megoldas:

a) g >1. Ekkor a sorozat monoton csokkend, mert ¢ >1 miatt ¢""' >¢g”, ahonnan n(n+1)-edik

gyok vonasa utdn az {/; > ’”\‘/; . Masrészt a sorozat alulrdl korlatos, mert g >1-bdl n-edik gyok

vonasaval kapjuk, hogy % >1. Tehat a sorozat konvergens, hatarértékét jeloljiik a-val.

Tudjuk, hogy a sorozat (a,,) részsorozatanak hatarértéke megegyezik az (a,) sorozat hatarérté-

2
kével, de mivel az a2 = (% =1/q =a_ kapcsolat fennall, ezért lim a2 = lim a, = a. Masrészt
2n q q n p 2n n

n—>+oco n—>+oo

lima,, =a miatt és a konvergens sorozatok szorzatara vonatkozé tételt felhasznalva

n—>+oo

lim a;, =( lim aan lim aZn) =a’. Tehat a’ =a, ahonnan a=0, vagy a=1. Mivel minden -
n—>+eo

n—>+eo n—>+oo

re 4/g >1, ezért az a =0 eset nem johet szdba, tehat a sorozat hatarértéke 1.

b) g <1. Ekkor a fentiekhez hasonl6éan belathatd, hogy az (a,) sorozat szigorian monoton nd és
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feliilr6l korlatos, tehat konvergens, és a hatarértéke 1.

¢) g =1. Ekkor a sorozat nyilvan konvergens és hatarértéke 1, mert a sorozat minden tagja 1.

A példak megoldasandl felhasznaltuk azt a tulajdonsdgot, hogy a sorozatok hatarértékének és a
veliik végzett miiveleteknek a kapcsolata 6roklddik véges sok sorozattal végzett miiveletekre is.
Meg kell emliteniink azonban, hogy ez a tulajdonsdg nem igaz abban az esetben, ha végtelen sok so-

rozattal dolgozunk. Vegyiik példaul az alabbi sorozatokat:

n R

=l han>2,¢és0,han<?2;.. ak_n:l han>k,és0,han<k.
n n

a,=—;a,
n
Nyilvanvalo, hogy ez végtelen sok sorozatot jelent, minden egyes sorozat hatarértéke 0, de ha 6sz-
szeadjuk Oket, akkor az dsszegsorozat minden tagja 1 lesz, azaz a hatarértéke 1. Kénnyen végiggon-
dolhato, hogy ilyen modon akarmilyen sorozatot eld tudunk allitani, tehat korabbi tételeinkkel el-
lentétesen végtelen sok sorozat Osszegére, szorzatara stb. nem tudunk semmiféle kovetkezményt

kimondani.

1.9. Az e szam

1" . . : :
Az a, = (1 +—) sorozat vizsgalatdval a korabbi tételeink egyiittes gyakorlati alkalmazasat mu-
n

tathatjuk be.

n
1
Tétel: Az a, = (1 + —) sorozat konvergens.
n

Bizonyitas: A konvergencidhoz elég belatni, hogy az (a,) sorozat monoton novekedd és feliilrdl

korlatos. A monoton novekedés a szamtani és mértani kozép kozti egyenldtlenség felhasznalasaval
mutathaté meg:

. 1 1 1 . . . . -
Ha felitjuk az 1+—, 1+—, ... 1+—, 1 szamok [6sszesen n+1 darab szam] szamtani és mértani
n n n

kozepe kozotti egyenldtlenséget, akkor a kovetkezd kifejezést kapjuk:

1 I 1
11+t “[1+1 <lpt_nr2_ L n
n n n+l n+l n+l1
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Innen (n+1) -edik hatvanyra emeléssel kapjuk a kivant egyenl6tlenséget:

n n+l
(1+l) S(H ! j
n n+l1

n+l
Ezzel tehat a monoton novekedést belattuk. A korlatossag legegyszeriibben a b, = (1 +lj so-
n

rozat segitségével lathato be.

Nyilvanvalo, hogy a, <b, minden n-re fennall. Elég megmutatni, hogy a (b,) sorozat monoton
csokkend, és ekkor a, <b, < b, miatt (a,) felilrdl, a, < a, <b, miatt (b,) alulrél korlatos.
A (b,) sorozat monoton csokkenését a mértani és a harmonikus kozép kozti egyenlStlenséggel lat-

. . 1 1 1 .
hatjuk be. Ha felirjuk az 1+ —, 1+—, ... I+—, 1 szdmok [0sszesen n+ 2 darab szdm] mértani €s
n n n

harmonikus kdzepe kozotti egyenldtlenséget, akkor az alabbi kifejezést kapjuk:

1 1
n+l nt2 n+l | nt2
[1'(“_1) ] :{(14_1) } 514 1 _n+2_ n+2 _ n+f
" " ntlontl ) ) —— 41
n+l 1

1+—
n

Innen (7 + 2) -edik hatvanyra emelve kapjuk:

n+l n+2
(Hlj 2(1+ ! j
n n+l
1

n n+l
1
Lattuk tehat, hogy az a, = (1 + —j sorozat monoton novo és feliilrdl korlatos, a b, = (1 +—)

n

sorozat monoton csokkend ¢&s alulrdl korlatos, tehat mindkét sorozat konvergens. Mivel a

1" 1! 1'(, 1 1 1
b,—a, =(1+—) —(1+—j =(1+—] (1+——1)=(1+—j -— sorozat tart 0-hoz (mert az
n n n n n) n

n
1 S . . . s
(1 + —) sorozat korlatos és — tart 0-hoz), ezért a hatarértékiik megegyezik. Ezt a hatarértéket e-vel
n n

jeloljik. A matematikdban az e’ illetve a log, x [masképpen logx vagy Inx] fiiggvények szép

tulajdonsagaik miatt igen jelentOs szerepet jatszanak.
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[.10. A kor kertilete €és teriilete

crer

¢és kiszamitasara csak a sorozatok ¢€s a hatarérték fogalmanak ismeretében keriilhet sor.

Vegyiink egy adott » sugaru kort. Legyen K, egy korbe irt konvex sokszdg, azaz K, csucsai le-

gyenek a korvonalon. Ekkor a hdromszog-egyenldtlenség miatt ugy érezziik, hogy ha van a kornek

keriilete, akkor az nagyobb, mint K, keriilete, tetszOleges beirt sokszog esetén. Legyen K, egy kor
koré irt konvex sokszog, azaz legyen K, minden oldala érintdje a kornek gy, hogy a kor K, bel-
sejében legyen. Az elmondottak szerint a kor keriilete K, keriileténél kisebb kell legyen. Ha tehat a
kor kertiletét definialni akarjuk, olyan szdmot kell keresniink a keriilet mérdszdmanak, amely kisebb
az 0sszes K, sokszdg, és nagyobb az Osszes K, sokszog keriileténél. Meg kell tehat mutatni, hogy
van ilyen szam, és pontosan egy van. Most egy lehetséges utat jarunk végig a kor keriiletének
»megtalalasaig”.

Vegyiik a korbe, illetve a kor koré irt 2" oldali szabalyos sokszogeket. Ha a korbe irt 2" oldalu
szabélyos sokszog keriiletét k,-nel, oldalanak hosszat a, -nel, a kor koré irt 2" oldalt szabalyos
sokszog kertiletét K -nel, oldalanak hosszat 4, -nel jeloljiik, akkor az alabbi abrakrdl leolvashatoak

a kozottiik fennallo kovetkezd egyenldtlenségek [a haromszog egyenldtlenség miatt]:

k, <k, K,>K

n+l

Az pedig nyilvanvalo az 4bra alapjan [ha egymassal parhuzamos
helyzetbe forgatjuk a beirt illetve a koriilirt 2" oldalu szabalyos sok-

sz0g oldalait], hogy a, < 4,, emiatt k, <K, .
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Ha belatjuk, hogy K, —k, = 0, ha n — o, akkor a Cantor-axioma szerint pontosan egy olyan
szam van, amely minden n-re K, -nél kisebb és k, -nél nagyobb [ekkor a [ K n] zért intervallumok

egymasba skatulyazott intervallumok, és mivel hosszuk 0-hoz tart, pontosan egy kozos elemiik van].

Mivel a k, sorozat monoton és korlatos, ezért konvergens, hasonléan a K, sorozathoz. A

K, —k, —0,ha n— o feltétel tehat egyenértékli a lim £, = lim K, feltétellel, azaz elég belatni,

n—>+oo n—>+oo

hogy lim —=1 [mivel egyik sorozat hatdrértéke sem 0]. Felhasznalva, hogy k =2"a, és

n—teo K

K, =2"4,, elég belatnunk, hogy lim D _ 1.

n—+eo 4

Ha r,-nel jeloljik £k, beirt korének sugarat, akkor r, <r nyilvanvaléan fenndll, masrészt

r, > r—Ean az OX,Y, haromszogben a haromszog-egyenlttlenség miatt [az el6z6 dbra jeloléseit

hasznalva], és Z” =5 2z 0x Y, és OX,Y, haromszogek hasonldsaga miatt. Ezek felhasznalasaval
n r
kapjuk:
1
a r, T 2 G la
I>—"="> l-———
r r 2 r

a
1.

. 1
Mivel a, — 0, ha n — oo, ezért I—Ea—”ﬁl,és igy
r

n

Megjegyzés: Megmutathato, hogy az igy kapott lim k, = lim K, hatarérték kielégiti a kor kertile-

n+oo n—oo
tével szemben tamasztott elvardsainkat. Ennek részletes bizonyitasdhoz a szdmhalmazok
infimumanak és supremumanak altaldnos megfogalmazasa és az ezzel kapcsolatos tételek sziiksége-
hattunk volna csak a szabélyos 2"-szogek kertiletére is, de a dolog lényegét jobban mutatja az alta-
lanos megfogalmazas. Az, hogy a beirt sokszogek €s a koréirt sokszogek keriilete kozott van ,,elva-
lasztd” érték, elég szemléletesen latszik, és a fenti gondolatmenettel nem csak azt allapitottuk meg,
hogy pontosan egy elvalasztd érték van, hanem moddszert is adtunk kiszdmitasara, mégpedig egy
konkrét sorozat hatarértékeként. A hangsuly jelen targyalasunkban inkabb a sorozatok és a soroza-
tok hatarértéke mint uj fogalom teremtésére, meghatarozasara illetve mar meglevd fogalmak ponto-

sitasara alkalmas matematikai eszkoz szerepeltetésére esett.
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1.10.1. A kor kertilete, kapcsolata a kor sugaraval

Ha két kiilonbozo, r” és r” sugart korre irjuk fel a k, sorozatot, akkor a korok hasonldosdga miatt

’ ’

—, és mivel egyik sorozat hatarértéke sem 0, a hatarértékekre is fenndll a
r

no_
Yl

nyilvanvald, hogy

n

limk! limk” limk’

r
=—, ahonnan == —="=—_ A kor keriiletének és sugardnak hanyadosa tehat allando.

limk” r r r

Ha ezt az allandot 2mt-vel jeloljik, akkor a kor kertiletére a & = 27r kifejezést kapjuk.
1.10.2. A kor teriilete

A kor teriilete a kor keriiletéhez hasonldoan hatdrozhaté meg: olyan szdmot kell keresniink, mely a
beirt konvex sokszogek teriileténél nagyobb, de a koréirt konvex sokszogek teriileténél kisebb. A
fentiekkel analég modon a korbe irt illetve a kor koré irt szabalyos 2" -szogek teriiletének hatarérté-
ke adja a kor teriiletét.

A kor keriiletének és teriiletének kapcsolata egyszeriien meghatarozhato6. Tekintsiik a korbe irt il-
letve a kor koré irt szabalyos 2"-szogeket. A keriiletek, az oldalak illetve a sokszogekbe irt korok
sugarara korabban hasznalt jeloléseket megtartva, valamint a sokszogek teriiletét a fenticknek meg-

felelden ¢, -nel, T,-nel, illetve a kor teriiletét z-vel jelolve az alabbi osszefiiggések irhatok fel:

<t<T,, 1, =20l K p e A Ky
2 2 2 2

Mivel k, —2rz, r, >r, K, — 2rr ezért t, > r’m, T, = r’n. A fentiek értelmében tehét a

kor teriilete: 1 =r’m

Megjegyzés: Az r, — r a Pitagorasz-tétel és a, — 0 felhasznéalasaval lathato be.

A kor keriiletéhez ¢s teriiletéhez hasonldéan definialhaté a korcikk kertilete €s teriilete, illetve a kor-
cikk kertiletének felhaszndlasaval a koriv hossza. A korcikk kertilet- és teriiletképletének a harom-
szogek megfeleld képleteihez vald hasonldsaga éppen abbol szarmazik, hogy sorozattal [,,harom-

szogek sorozata”] kozelitjik meg, és ebbdl kapjuk a keresett értékeket.
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A sorozatok hasznalata a matematika szamos teriiletén jelenik meg. Alapvetd szerepet jatszanak az
irracionalis szamok felépitésénél, valamint az irracionalis szamok és a miiveletek kapcsolatanal, pl.
az irracionalis kitevdjli hatvanyok definicidja e nélkil elképzelhetetlen. A végtelen sorok osszegével
kapcsolatos problémakat is a sorozatok és a hatarérték segitségével tisztdzhattdk. A tizedes tortek

egzakt definiciojat is a sorozatokkal tudjuk megadni.
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II. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga
II.1. Fuggvény korlatossaga és hatarértéke

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az I intervallumon. Az f fiiggvény alulrol korlatos
az [ intervallumon, ha van olyan &, melyre f(x)=k, ha xe 1. Az f fiiggvény feliilr6l korlatos az I
intervallumon, ha van olyan K, melyre f(x)< K, ha xe 1. Az f fiiggvény korlatos az I intervallu-
mon, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

Megjegyzés: A fenti definiciohoz hasonloan definidlhaté valamely ponthalmazon [alulrdl illetve
feltilrél] korlatos fiiggvény, azzal a kiillonbséggel, hogy ott a ponthalmaz elemeire kell megkovetel-
niink a megfeleld egyenldtlenségek teljesiilését. A sorozatoknal latott korlatossaghoz hasonldan itt
is igaz, hogy az f fuggvény akkor és csak akkor korlatos az I intervallumon, ha van olyan K, hogy

minden x € I-re |f(x)| <K.

Def. 1. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a — ®,a+ )\ {a} halmazon [a tetszdleges
valds szam, o tetszéleges pozitiv valds szam]. Az f fliggvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez 4,

ha minden € >0 szamhoz létezik olyan 6 >0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 <| xX—a | <d
teljesiil, fennall | £(x)— 4| <e is. Jelolés: lim f(x)= 4.

Megjegyzés: 1. A fenti definici6 azt mondja ki, hogy az f fiiggvény hatarértéke a-ban A, ha minden
olyan esetben, amikor x k6zel van a-hoz, f(x) kézel van 4-hoz. Azért e-hoz kell valasztanunk d-t,
mert azt akarjuk elérni, hogy ha A-t nevezziik hatarértéknek, akkor a fiiggvényértékek tetszdlegesen
kozel keriilhessenek hozza; ennek altaldban az a feltétele, hogy x kozel legyen a-hoz, de persze van-
nak kivételek. Ha forditva mondandnk ki a definiciot, akkor nem tudndnk garantalni, hogy x-szel a-
hoz kozelitve a fiiggvényértékek is kozel lesznek A-hoz.

2. A definici6 azt mutatja, hogy a fliggvény hatarértékének egy adott pontban vald kiszamitasakor
érdektelen, hogy a fliggvény azon a helyen, ahol a hatarértéket szamitjuk, mit csindl; még azt sem
koveteljiik meg, hogy abban a pontban értelmezve legyen. A vizsgélat targya az, hogy a pont egy
kornyezetében miként viselkedik egy fliggvény, illetve x értékével a ponthoz kozelitve milyen tulaj-

donséagai vannak.



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 36. oldal

Példa:

Legyen f(x)=x, és a tetszlleges valds szam. Megmutatjuk, hogy lim f(x)=a. Nyilvanvalo,
hogy az f fiiggvény minden intervallumon értelmezve van. Legyen € >0 valds szam. Ekkor 6 = €-ra
teljesiil, hogy 0< |x—a| <d esetén |f(x) —a| <€, hiszen |f(x) —a| = |x—a| és O0=¢, azaz

0<|x—a|:|f(x)—a|<5:£.

I1.1.1. Az atviteli elv

Tétel: [Arviteli elv] Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a— w,a+ o)\ {a} halmazon [a
tetszéleges valos szdm, m tetszéleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvénynek 1étezik a-ban hatarérté-
ke és ez 4 akkor €s csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke a, de egyik tagja
sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat hatarértéke 4.

Megjegyzés: Az ,atviteli elv”’ elnevezés arra utal, hogy a fenti tétel segitségével a sorozatok hatar-

értékére megallapitott tulajdonsagokat alkalmazhatjuk a fiiggvények esetében is.

Az atviteli elv lehetdséget ad arra, hogy 11j definicidt adjunk a fiiggvények hatarértékére, amely jo-
val szemléletesebb, mint a kordbban adott meghatarozas, ¢s a gyakorlatban is sokkal jobban alkal-
mazhato:

Def. II. Legyen az f :R — R fiiggvény értelmezve az (a — m,a+ ®) \ {a} halmazon [a tetszOleges

valds szam, o tetszdleges pozitiv valds szam]. Az f figgvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez 4,

ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke a, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) soro-

zat hatarértéke A4.

Az atviteli elv illetve az uj definici6 segitségével konnyebben meghatdrozhatjuk a fiiggvények ha-

tarértékét. Nézziink erre néhany példat!

Példa:

2. Legyen f(x)=x", és a tetszleges valés szam. Ekkor az f fliggvénynek minden a esetén van

hatarértéke, és ez a hatarérték @, mert minden a, — a sorozatra f(a,)=a. —a’.
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3. Legyen f(x)= sinl, ha x#0, és legyen f(0)=0. Ekkor az f fiiggvénynek az a=0 helyen
X

nincs hatarértéke. Ennek bizonyitasahoz vegyiik az alabbi sorozatokat:

1 1
a,=———, b, =——
2w+~ 2"
2 2
. ! .1 I
Nyilvanvalo, hogy a, =0 és b, — 0, tovabba sin— =1 ¢&s smb— =—1. Tehat az atviteli elv ér-
a}’l n

telmében az f(x) fliggvénynek nem lehet a 0-ban hatarértéke, mert talaltunk két sorozatot, melyek 0-

hoz tartanak, de a hozzajuk tartoz6 fuggvényértékek sorozatanak hatarértéke nem egyezik meg.

A fenti példakbol lathatéd az atviteli elv ,.ereje”: a fuggvények hatarértékét sokkal konnyebb meg-
hatarozni sorozatok hatdrértékeként, a mar korabban szerepelt tételek segitségével, mint az €-hoz
megfeleld & keresgélésével. Azonban nemcsak gyorsasagot, hanem egyszeriibb, kénnyebb kezelhe-
tdséget is nyujt az atviteli elv. Arrol azonban nem szabad megfeledkezni, hogy minden a-hoz tartd
sorozatra teljesiilnie kell az atviteli elvben megfogalmazott feltételnek. Amennyiben ez a dolog nem
all fenn, ugy a sorozat hatarértékének nem-létezését bizonyithatjuk megfeleld ellenpélddk megada-

séval, mint ahogy azt tettiik is.

I1.2. Tagabb értelemben vett fiiggvényhatarérték

(A végtelen mint fuggvényhatarérték)

Az atviteli elv kapcsolatot teremt a fiiggvények €s a sorozatok hatarértéke kozott. Célszerl tehat a
sorozatok lehetséges hatarértékeit fliggvények esetén is értelmezni. Ezt véges hatarértékek esetén

mar megtettiik, hatravan még a végtelen mint hatarérték bevezetése.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az (a —®,a+ m)\{a} halmazon [a tetszOleges
valds szam, o tetszéleges pozitiv valds szdm]. Az f fuggvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez

plusz végtelen, ha minden K szamhoz 1étezik olyan 6 >0 szam, hogy ha 0< |x—a| <0 teljesiil,

fenndll K < f(x) is. Jelolés: lim f(x) = +oo.

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a—m,a+ ®)\{a} halmazon [a tetszdleges
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valos szam, m tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez mi-

nusz végtelen, ha minden K szamhoz 1étezik olyan >0 szam, hogy ha 0 <|x—a| <0 teljesiil,

fennall K > f(x) is. Jelolés: lim f(x) = —co.

Tétel: [Atviteli elv véges helyen vett plusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény
értelmezve az (a—m,a+ )\ {a} halmazon [a tetszéleges valos szam, o tetszOleges pozitiv valos
szam]. Az f fuggvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez plusz végtelen akkor és csak akkor, ha

minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke a, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat

hatarértéke +oo.

Tétel: [Arviteli elv véges helyen vett minusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiigg-
vény értelmezve az (a—m,a+ )\ {a} halmazon [a tetszOleges valos szam, o tetszéleges pozitiv
valds szdm). Az f fuggvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez minusz végtelen akkor és csak akkor,

ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke a, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) soro-

zat hatarértéke —oo.
I1.3. Fliggvény végtelenben vett hatarértéke

Az atviteli elv hasznalataval sikeriilt meghataroznunk a fiiggvények hatarértékét valamely véges
helyen. Azonban mi torténne akkor, ha az atviteli elvben szerepld, a-hoz tartd sorozatok hatarértékét

véges érték helyett végtelennek valasztanank?

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve a [ ,4o0) intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt
mondjuk, hogy f'hatarértéke a plusz végtelenben az 4 szdm, ha minden € >0 szdmhoz létezik olyan

K szam, hogy minden esetben, amikor K <x teljesiil, fennall | f(x)— A| <e 1s. Jelolés:
lim f(x)=4.

X—>+oo

Tétel: [Arviteli el plusz végtelenben vett véges hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény ér-
telmezve a [W,+o0) intervallumon, ahol W e R. Az f hatarértéke a plusz végtelenben az 4 szam

akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke +eo, az f(a,) sorozat hatarér-
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téke A.

Hasonl6 definici6 illetve atviteli elv mondhatd ki a —o-ben vett véges hatarértékre, illetve a +oo-

ben és —oo-ben vett +oo illetve —oo hatarértékre:

Def. Legyen az f: R — R fliggvény értelmezve a (—eo, W] intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt
mondjuk, hogy f hatarértéke a minusz végtelenben az 4 szam, ha minden € >0 szdmhoz létezik

olyan K szdm, hogy minden esetben, amikor K > x teljesiil, fennall | f (x)—A| <e 1is. Jelolés:
lim f(x)=4.

Tétel: [Atviteli elv minusz végtelenben vett véges hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény
értelmezve a (—eo, W] intervallumon, ahol W € R . Az f'hatarértéke a minusz végtelenben az 4 szdm
akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke —o, az f(a,) sorozat hatarér-

téke 4.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve a [ ,4o0) intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt

mondjuk, hogy f'hatarértéke a plusz végtelenben plusz végtelen, ha minden N szamhoz létezik olyan

K szam, hogy minden esetben, amikor K <x teljesiil, fennall f(x)>N is. Jelolés:
lim f(x)=4oo.

X—>+oo

Tétel: [Arviteli elv plusz végtelenben vett plusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiigg-

vény értelmezve a [ ,4o0) intervallumon, ahol W e R . Az fhatarértéke a plusz végtelenben plusz

végtelen akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke +oo, az f(a,) sorozat

hatarértéke +oo.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve a [ ,4o0) intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt
mondjuk, hogy f hatarértéke a plusz végtelenben minusz végtelen, ha minden N szamhoz 1étezik

olyan K szam, hogy minden esetben, amikor K <x teljesiil, fenndll f(x)<N is. Jelolés:

lim f(x)=—oo.

X—>oo
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Tétel: [Aviteli elv plusz végtelenben vett minusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R
fliggvény értelmezve a [ ,4o0) intervallumon, ahol W e R. Az f hatarértéke a plusz végtelenben

minusz végtelen akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke +oo, az f(a,)

sorozat hatarértéke —oo.

Def. Legyen az f: R — R fliggvény értelmezve a (—eo, W] intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt

mondjuk, hogy f hatarértéke a minusz végtelenben plusz végtelen, ha minden N szdmhoz létezik

olyan K szam, hogy minden esetben, amikor K >x teljesiil, fennall f(x)> N is. Jelolés:
lim f(x)=4oo.

Tétel: [Aviteli elv minusz végtelenben vett plusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R
fliggvény értelmezve a (—eo, W] intervallumon, ahol W e R . Az f'hatarértéke a minusz végtelenben
plusz végtelen akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke —o, az f(a,)

sorozat hatarértéke +oo.

Def. Legyen az f: R — R fliggvény értelmezve a (—eo, W] intervallumon, ahol W € R . Ekkor azt

mondjuk, hogy f hatarértéke a minusz végtelenben minusz végtelen, ha minden N szamhoz 1étezik

olyan K szdm, hogy minden esetben, amikor K >x teljesiil, fennall f(x)< N is. Jelolés:
lim f(x)=—oo.

Tétel: [Atviteli elv minusz végtelenben vett minusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R
fliggvény értelmezve a (—eo, W] intervallumon, ahol W e R . Az f'hatarértéke a minusz végtelenben
minusz végtelen akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra, melynek hatarértéke —o, az f(a,)

sorozat hatarértéke —oo.

Példa:

Hatérozzuk meg az f(x) = x° fiiggvény esetén a lim f(x), lim f(x), linol f(x) hatarértékeket!

lim f{x)= lim a’ =+
X—>oo0 n—>+oo

a, —+eo
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lim ffx) = lim a = klim a, |lima,)=0
x—0 n—>+oo —>o0 —>oo
a,—0

lim fx) = lim @’ = oo
X—>—o0 n—soeo
a, ——oo

I1.4. Fiiggvény jobb- és baloldali hatarértéke

crer

tottiik ki, hogy az x a-nal kisebb vagy nagyobb legyen. Megkiilonboztethetiink azonban jobb- illetve
baloldali hatarértéket, attdl fiiggden, hogy milyen x értékeket engediink meg.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az (a,a+ ®) intervallumon [a tetszOleges valos

szadm, m tetszOleges pozitiv valds szam]. Az ffiiggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez

A, ha minden € >0 szamhoz létezik olyan & >0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 < x —a < &

teljesiil, fennall | f(x)— 4| <€ is. Jelolés: lim f(x)=4.

Tétel: [Awviteli el jobboldali véges hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az
(a,a+ ®) intervallumon [a tetszOleges valos szam, ® tetszOleges pozitiv valds szam]. Az f fiigg-
vénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke €s ez 4 akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra,

mely feliilrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat hatarértéke A.

A fentiekhez hasonléan definialhato a baloldali hatarérték is, és hasonld atviteli elv mondhat6 ki

erre is [itt természetesen azok a sorozatok szerepelnek, amelyek alulrdl tartanak a-hoz]:

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a— ,a) intervallumon [a tetszéleges valos

szam, o tetszéleges pozitiv valds szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez
A, ha minden € >0 szamhoz létezik olyan &> 0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 <a—x < d

teljesiil, fennall | f(x)— A| <& is. Jelolés: lim f(x)=4.

Tétel: [Atviteli elv baloldali véges hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az

(a—m,a) intervallumon [a tetszdleges valds szam, o tetszdleges pozitiv valds szam]. Az f fiigg-
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vénynek 1étezik a-ban baloldali hatarértéke és ez 4 akkor és csak akkor, ha minden (a,) sorozatra,

mely alulrol tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat hatarértéke 4.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az (a,a+ ®) intervallumon [a tetszOleges valos

szadm, m tetszOleges pozitiv valds szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez
+o0, ha minden K szamhoz létezik olyan >0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 < x —a < &

teljestil, fenndll f(x) > K is. Jelolés: lirnO J(x) = oo,

Tétel: [Atviteli elv jobboldali plusz végtelen hatirértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény értel-
mezve az (a,a + M) intervallumon [a tetszOleges valos szam, o tetszdleges pozitiv valos szdm]. Az
[ fuggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez +oo akkor és csak akkor, ha minden (a,)
sorozatra, mely feliilrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat hatarértéke

+oo,

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az (a,a+ ®) intervallumon [a tetszOleges valos

szam, o tetszOleges pozitiv valds szdm]. Az ffiiggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke ¢s ez
—co, ha minden K szamhoz Iétezik olyan & >0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 < x —a < d

teljesil, fennall f(x) < K is. Jelolés: 1im0 f(x)=—co.

Tétel: [Arviteli elv jobboldali minusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R fliggvény ér-
telmezve az (a,a+ ®) intervallumon [a tetszdleges valds szam, o tetszéleges pozitiv valds szdm].
Az f fuggvénynek létezik a-ban jobboldali hatarértéke és ez —o akkor és csak akkor, ha minden
(a,) sorozatra, mely feliilrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat hatar-

értéke —oo.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az (a— m,a) intervallumon [a tetszOleges valos
szadm, o tetszOleges pozitiv valos szam]. Az f fuggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez
+o0, ha minden K szamhoz 1étezik olyan & >0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 <a—x<d

teljestil, fenndll f(x) > K is. Jelolés: lirnO J(x) =+oo.



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 43. oldal

Tétel: [Atviteli elv baloldali plusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény értel-
mezve az (a—®,a) intervallumon [a tetszéleges valds szam, o tetszdleges pozitiv valds szdm]. Az
[ fiiggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke €s ez +oo akkor és csak akkor, ha minden (a,) so-

rozatra, mely alulrél tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenld a-val, az f(a,) sorozat hatarértéke +oo.

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a— ,a) intervallumon [a tetszéleges valos

szam, o tetszéleges pozitiv valds szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez
—oo, ha minden K szamhoz létezik olyan & >0 szam, hogy minden esetben, amikor 0 <a—x <o

teljesl, fennall f(x) < K is. Jelolés: lirnO f(x)=—0c0.

Tétel: [Awviteli elv baloldali minusz végtelen hatdrértékre] Legyen az f:R — R fiiggvény értel-
mezve az (a—m,a) intervallumon [a tetszéleges valds szam, o tetszOleges pozitiv valds szdm]. Az
[ fiiggvénynek létezik a-ban baloldali hatarértéke és ez —eo akkor és csak akkor, ha minden (a,) so-

rozatra, mely alulrdl tart a-hoz, de egyik tagja sem egyenl6 a-val, az f(a,) sorozat hatarértéke —co.

A jelolésekben a ,, +0” illetve ,, —0” azt mutatja, hogy az a szamnak melyik oldalan vagyunk. Szo-
kas az a+0 illetve a—0 helyett egyszeriien csak az a+ illetve a— jel6lést hasznalni.

Nyilvanvald, hogy a plusz végtelenben vett jobboldali illetve a minusz végtelenben vett baloldali
hatarértéknek nem lenne értelme; a a plusz végtelenben vett baloldali illetve a minusz végtelenben

vett jobboldali hatarértéket pedig felesleges volna definilni.
Kapcsolatot teremthetiink a fliggvény hatarértéke illetve bal- és jobboldali hatarértéke kozott.

Tétel: Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az (a—w,a+ )\ {a} halmazon [a tetszdleges

valds szam, o tetszdleges pozitiv valds szam]. Az f fiiggvénynek létezik a-ban hatarértéke és ez A4

akkor és csak akkor, ha f-nek 1étezik a-ban a baloldali és jobboldali hatarértéke, és mindkettd A.

Ezzel a hatarérték-fogalmunk kibdviilt, mert vannak olyan fiiggvények, melyek egy-egy a szam

esetén csak valamely (a,a+ ) illetve [a,a+ ®), vagy (a— ®,a) illetve (a—m,a] intervallumon
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vannak értelmezve. Ilyen példaul az f(x) = \/; figgvény, mely csak az x>0 esetben van értel-

mezve, igy a 0-ban vett hatarértékérél nem beszélhetiink, de jobboldali hatarértékérdl igen. [Kony-
nyen belathato, hogy ez 0.]

A hatarértékek kiszamitdsaban gyakorlati haszna is van a fenti tételeknek, mert olyan fuggvények
hatéarértéke is kiszamithatd, melyek tobb fiiggvény kombinacidjabdl allnak eld, azaz egyes interval-

lumokon mas-mas képlet adja meg a fliggvényt.

Példa:
x,hax=>0

5 figgvény hatarértéke az a =0 helyen?
—x",hax<0

Mennyi az f(x) = {

Megoldas:

Ha a fiiggvény jobboldali hatarértékét tekintjik a 0-ban, akkor ez megegyezik a g(x)=x flgg-
vény ugyanitt vett jobboldali hatarértékével, ami 0. A fiiggvény baloldali hatarértéke a 0-ban meg-
egyezik a h(x)=—x" fiiggvény 0-ban vett baloldali hatarértékével, ami 0. Mivel a bal- és jobboldali

hatarértékek léteznek és mindkettd 0, ezért az f figgvény hatarértéke a 0-ban 1étezik és értéke 0.
IL.5. Fliggvény folytonossaga

Az eddigiekben nem foglalkoztunk azzal, hogy egy fiiggvény hogyan viselkedik abban a pontban,
ahol a hatarértékét szamitjuk. Ha ezt is figyelembe vessziik, a fliggvények egy jabb érdekes tulaj-
donsagat vizsgalhatjuk.

Def. Legyen az f :R — R fiiggvény értelmezve az (a — ®,a+ ) intervallumon [a tetszdleges va-
16s szam, o tetszdleges pozitiv valds szam]. Az f fuggvény folytonos a-ban, ha a fuggvénynek léte-

zik a-beli hatarértéke, ¢és ez megegyezik a fiiggvénynek a-ban felvett értékével, azaz

lim f(x)= f(a).

Tétel: [Atviteli elv a folytonossdgra] Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a — m,a + )
intervallumon [a tetszéleges valos szam, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az ffiiggvény folytonos
a-ban akkor és csak akkor, ha minden a-hoz tart6 (a,) sorozatra az f(a,) fliggvényértékek soro-

zatanak hatarértéke f(a).
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Koradbban mar lathattunk példat folytonos fiiggvényre. Az f(x)= x fliggvénynek minden a-ban

1étezik hatarértéke €s a-val egyenld, ami pont azt jelenti, hogy az f fliggvény minden a-ban folyto-
nos. Konnyen tudunk azonban olyan fiiggvényt is késziteni, amely nem folytonos valamely pontban.
Legyen példaul g(x)=x, ha x#2, és legyen g(2)=3. Ekkor nyilvanvald, hogy a g fliggvény ha-

tarértéke a 2-ben 2, de a fiiggvényérték 3, igy a g fliggvény a 2-ben nem folytonos.

srcr

ve jobbrol folytonossagat is.

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az [a,a + ®) intervallumon [a tetszOleges valos

szadm, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fiiggvény jobbrol folytonos a-ban, ha a fiiggvénynek

1étezik a-beli jobboldali hatarértéke, és ez megegyezik a fiiggvénynek a-ban felvett értékével, azaz

Jim 7(x)= f(a).

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a—m,a] intervallumon [a tetszOleges valos

szdm, o tetszdleges pozitiv valos szam]. Az f fliggvény balrdl folytonos a-ban, ha a fiiggvénynek

l1étezik a-beli baloldali hatarértéke, és ez megegyezik a fliggvénynek a-ban felvett értékével, azaz

lim f(x)= f(a).

Def. Legyen az f:R — R fiiggvény értelmezve az (a,b) intervallumon. Az f folytonos (a,b) -n,

ha (a,b) minden pontjaban folytonos.

Def. Legyen az f:R — R fliggvény értelmezve az [a,b] intervallumon. Az f folytonos [a,b]-n, ha
folytonos (a,b) -n, és a-ban jobbrol, b-ben balrol folytonos.

A tovabbiakban a folytonos [balrdl illetve jobbrol folytonos] fliggvények emlitésekor nem fogjuk
feltiintetni az értelmezési tartomanyt, a folytonossadg fogalmaba beleértjiik, hogy a fiiggvények a

megfeleld intervallumokon értelmezve vannak.

Vannak tehat nem folytonos €s folytonos fliggvényeink. Azon pontokat, ahol valamely f fliggvény

nem folytonos, megkiilonboztetd elnevezéssel lathatjuk el.
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Def. Ha az f fiiggvény az a pontban nem folytonos, akkor azt mondjuk, hogy f~nek a-ban szakadasi
helye van. A szakadasi helyeket 3 csoportra oszthatjuk:

1. lim f(x) 1étezik, de a nincs benne fértelmezési tartomanyaban vagy lim f(x) # f(a). Ekkor azt

mondjuk, hogy fnek a-ban megsziintethetd szakadasi helye van. [Azért megsziintethetd, mert az f
fliggvény folytonossa tehetd a-ban: az elsd esetben a-t belevessziik az értelmezési tartomanyba, €s
ott gy adjuk meg a fiiggvény értékét, hogy az a hatarértékkel legyen egyenld; a masodik esetben a
figgvényértéket megvaltoztatjuk a-ban gy, hogy a hatarértékkel legyen egyenld. ]

2. lim f(x) nem Iétezik, de létezik lirnO f(x) és lin}O f(x) [és ezek sziikségszerlien kii-

lonbozdek]. Ekkor azt mondjuk, hogy f-nek ugrashelye van a-ban, vagy fugrik a-ban.

3. Minden mas eset.

Az 1. és 2. tipusu szakadasi helyeket els6faju, a 3. tipustiakat masodfaju szakadasi helynek nevez-

zik.
I1.6. A fiiggvény-hatarérték és a miveletek kapcsolata

Az atviteli elv modot ad arra is, hogy a fiiggvények kozti miiveletek és a fuggvények ha-
tarértékének kapcsolatat megallapitsuk. Mivel ezek a sorozatokkal analog moddon megfo-

galmazhatdak, ezért itt most ezzel nem foglalkozunk részletesen.

A hatéarértékek és a miiveletek kapcsolata a folytonos fiiggvényeknél az alabbi tétellel fo-

galmazhaté meg:

Tétel: Ha f'és g folytonos fliggvények a-ban, akkor f+ g, f— g, f'g is folytonos a-ban, és g(a)#0

esetén / is folytonos a-ban.
g

Kovetkezmény: Mivel f(x)=x folytonos a-ban tetszOleges a esetén, ezért a g(x)
polinomfiiggvény [azaz g(x)=a,x" +...+a,] folytonos tetszéleges a esetén. Ha A(x) raciondlis
tortfuggvény [azaz két polinomfliggvény hanyadosaként all eld], akkor 4(x) a nevezd nullhelyeit

kivéve mindentitt folytonos.



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 47. oldal

A fiiggvények esetében elOkeriil egy ujabb miivelet, ami még korabban nem szerepelt, nevezetesen
a fuggvények osszetétele vagy kompozicidja.

Legyenek f:D(f)c R —>D(g)cR, g:D(g) >R fiiggvények, ¢és legyen limf(x)=u,
lim g(x) = v. Ekkor altaldban nem igaz, hogy a g(f(x)) fiiggvénynek van hatarértéke a-ban és ez

v. [Ezt abbdl gondolhatnank, hogy ha x tart a-hoz, akkor f(x) tart u-hoz, és g(f(x)) tart v-hez.] Ez

konnyen megmutathatd. Vegylik a kovetkezd fiiggvényeket:

S,hax#4 i
f(x)=4 minden x-re és g(x)= {3 ha * 4 Ekkor nyilvanvalo, hogy a g(f(x)) fiiggvény értel-
,hax =

mezve van R-en. Azonban lirr31 f(x)=4, lin} g(x)=5, de lirr31 g(f(x))#5, mert

lim g(/(x)) = lim g(4) =3.

Azonban bizonyos feltételek mellett igaz az allitas, nevezetesen:

Tétel: Ha ffolytonos a-ban ¢és g folytonos fla)-ban, akkor g( f(x)) folytonos a-ban.

Megjegyzés: Az éllitas teljesiiléséhez nem sziikséges a folytonossag, kevesebb megkotés is elég.
Azonban a kozépiskolaban csak ez az az eset, ami el6fordul a mindennapos gyakorlatban. Elég tehat
megemliteni, hogy kevesebb feltétel is elégséges, de nem feltétleniil muszaj kimondani a tételt ab-

ban a formajaban, hiszen ez mar egy bonyolultabb gondolatmenetet igényelne.
I1.7. Zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai
Tétel: Zart intervallumon folytonos fuggvény értékkészlete korlatos.

Tétel: [Weierstrass-tétel] Zart intervallumon folytonos fiiggvénynek van maximalis és minimalis

értéke [maximuma illetve minimuma].

Tétel: [Bolzano-tétel] Az [a,b] intervallumon folytonos fiiggvény f(a) és f(b) kozott minden
értéket felvesz.

Kovetkezmény: Zart intervallumon folytonos fiiggvény a maximuma €s a minimuma ko6z6tt min-
den értéket felvesz.

Megjegyzés: A Weierstrass- és a Bolzano-tételt illetve a kovetkezményét egy tulajdonsagban is
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megfogalmazhatjuk: Zart intervallumon folytonos fiiggvény értékkészlete zart intervallum.

Tétel: Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és f monoton novekedo illetve csokkend, akkor az ér-

tékkészlete az [ f(a), f(b)] illetve az [ f(b), f(a)] intervallum.
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II1. Differencialszamitas

III.1. A differencia- és a differencidlhdnyados

Bevezetés

Egy test mozog valamilyen palyan, de nem egyenletesen, azaz azonos iddtartamok alatt kiillonb6z6
nagysagu utakat tesz meg. A sebességet egyenletes mozgas esetére definidltuk a v = — képlettel. Ha
4

a mozgds nem egyenletes, akkor a fenti képlet az atlagsebességet adja meg. Ez azonban a mozgas
lefolyasarél elég kevés informaciot nyijt. Ertelemszer(i, hogy ha a mozgas , részleteire” vagyunk ki-
vancsiak, akkor olyan kis utakon kell szamitanunk az atlagsebességet, melyen ,,lényegében” egyenes
vonalu egyenletes mozgast végez a vizsgalt test. Ezt ugy tehetjiik meg, hogy az atlagsebességet egy-
re kisebb utakra, egyre kisebb iddtartamokkal szamitjuk ki. Igazan pontos eredményt akkor kaphat-
nank, ha 0 hosszisagu vagy ,,végteleniil kicsi” id6tartamra szamithatnank ki az atlagsebességet, de
0-val nem lehet osztani, és olyasmi, hogy ,,végteleniil kicsi” mennyiség, nem létezik. Be kell tehat
érnlink a hatarérték-szamitas adta lehetdséggel, és egy adott idopontbeli sebességnek az atlagsebes-

ségek hatarértékét nevezhetjiik, midén az altalunk valasztott kis idétartam tart a 0-hoz. Tehat a pil-

. . A . s(t)—s(t
lanatnyi sebesség: v(¢,) = lln‘(l) ZS = 11mM .
f— ! =i, [ — IO

Megjegyzés: Lattuk mar korabban, hogy a ,,végteleniil kicsi” illetve ,,végteleniil kozel van” a hatér-
érték-fogalommal tehetd matematikailag precizzé. Nem art, ha latjuk egy-egy fogalom kialakulasa-
nak eldéletét, mert igy jobban megértjiikk, hogy mi a jelentése, és vilagosabb lesz szamunkra, hogy

miért éppen ugy szol az adott definicio.

Def. Legyen f:R — R értelmezve az (a — ®,a + ®) intervallumon. Legyen x tetszdleges eleme az

S~ f(a)
xX—a

(a—m,a+ o) intervallumnak. Az hanyadost az f a-ban vett differenciahanyadosanak

vagy kiilonbségi hdnyadosanak nevezziik.

Def. Legyen f:R — R értelmezve az (a — ®,a+ ®) intervallumon. Az f fuggvény az a-ban diffe-

rencialhaté[derivalhato], ha 1étezik a limM
xX—a xXxX—a

X#a

hatarérték [a differenciahanyadosok hatarér-

téke]. Ezt a hatarértéket az f a-beli differencidlhanyadosanak vagy derivaltjanak nevezziik. Jelolése:
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7(a) vagy %(a).

Megjegyzés: 1. Sok esetben megkonnyiti a szamolast, ha a differenciahanyadosokat az x =a+ A

fla+h) - f(a)
h

jelolés bevezetésével alakban irjuk fel. Ekkor a differencialhdnyados a

i L@+ )= f(@

h—0
h#0 h

hatérértékkel egyenl¢ [amennyiben létezik]. Természetesen /s pozitiv és nega-

tiv értékeket is felvehet, annak megfelelden, hogy x >a vagy x<a.

2. A 1imZ D=/ @ josrrsk kiszamitasakor a g(x)= LD =@
X—da

xX—a XxX—a
X#a

figgvény hatarértékét ke-

ressiik az a-ban, az 1. pontban szerepelt alak esetén pedig a g(h) =

ZACK: h; — /(@ fiiggvény ha-

tarértékét kell kiszamitanunk a O-ban. [Természetesen g(x) nincs értelmezve a-ban, g(%) nincs
értelmezve 0-ban.] Ezért a differencidlhdnyados meghatdrozasanal alkalmazhatjuk a fiiggvények
hatarértékére vonatkozo atviteli elveket. Ez sok esetben leegyszer(isiti a szamolast.

3. A tovabbiakban nem fogjuk kiirni, hogy x # a illetve 4 # 0. Ez Gigyis magatol értet6dd, mert O-

val nem oszthatunk, tehat ezeken a helyeken a differenciahanyadosok nincsenek értelmezve.
Példak:
1. Legyen f(x)=c, ce R. Ekkor az f fuggvény minden a-ra a-ban derivalhatd, és a derivaltja

mindentitt 0. Ugyanis lim ACI N AC = lim<=% =1im0 =0.

x—a xX—a xX—>a x—q x—a

2. Legyen f(x)=x".Ekkor fminden a-ra a-ban derivalhatd, és a derivaltja:

lim Q= S@ X" —a” lim(x + a) = 2a

X—a xXxX—a xX—a xXxX—a xX—a
3. Legyen f(x)= | x| . Ekkor a fiiggvény a 0 kivételével mindeniitt differencialhato.

Legyen a > 0. Ekkor:

. x)—f(a . x. )— f(a e —| Cl| . X,—a
L S@=f@ L o) f@ o x=lal v e
x—a xX—a X,—a xn —a X, —a xn —da X,—a xn —a
1 x" _| a| : 'xn B noor e r , ,
[A lim = lim egyenldség azért 4ll fenn, mert ha x, — a és a >0, akkor véges
X,—a X —da ,—ax —q
n n

sok kivétellel x, > 0 teljesiil, viszont véges sok tag elhagyasa nem befolyasolja a hatarértéket.]
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- -x, +

Ha a <0, akkor a fentiekhez hasonldan kapjuk, hogy lim ACIFAC) = lim—2 "% = 1. Tehat
x—a xX—a X,—a xn —a

a fuggvény a >0 illetve a <0 esetén a-ban derivalhato, és a derivaltja az els6 esetben 1, a maso-

dikban —1.
S)-f0) _

r . . X r
Ha a=0, akkor x, -a+0 esetén Ilim ~————== lim —*+=1, x, >a—-0 esetén
x—0+0 x—0 x,—0+0 x
n

lim lim —* =-1. Tehat a lim~——————= hatarérték nem Iétezik, mert az
x—0-0 x—=0 x,—20-0 x—0 X —
n

S ()~ f(0)
0

b

fO-fO) _ . -x f()=£(0)
0

fiiggvény jobb- és baloldali hatarértéke nem egyezik meg a O-ban. Igy tehat az

f(x)= | x| fiiggvény a 0-ban nem differencialhat6.

A fiiggvények jobb- illetve baloldali hatarértékéhez valamint a jobbrodl illetve balrdl folytonossag

crer

Def. Legyen f:R — R értelmezve az [a,a + ®) intervallumon. Az f fliggvény az a-ban jobbrol

differencialhatd, ha létezik a lim M

x—a+0 xXxX—a

hatarérték (a differenciahanyadosok jobboldali ha-

tarértéke). Ezt a hatarértéket az f a-beli jobboldali differencidlhdanyadosanak [derivaltjanak] nevez-

ziik. Jelolése: 1/ (a).

Def. Legyen f:R — R értelmezve az (a — m, a] intervallumon. Az f fliggvény az a-ban balrdl dif-

ferencialhato, ha létezik a lim UACIRNAC)

. hatarérték (a differenciahanyadosok jobboldali hatar-
xX—>a—! XxX—a

értéke). Ezt a hatarértéket az f a-beli baloldali differencialhanyadosanak [derivaltjanak] nevezziik.

Jelolése: f/(a).
A fiiggvény-hatarértékekrol mondott korabbi tétel kvetkezménye:

Tétel: Legyen f:R — R értelmezve az (a — m,a + ®) intervallumon. Az f differencialhatd a-ban

akkor és csak akkor, ha fjobbrdl és balrdl is differencialhaté a-ban és f(a) = f”(a)
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Def. Ha az f:R — R értelmezve van az (a,b) intervallumon és az f differenciadlhat6 (a,b) min-

den pontjaban, akkor azt mondjuk, hogy az f differencialhat6 az (a,b) intervallumon.

Def. Ha az f:R — R értelmezve van az [a,b] intervallumon ¢és az f differencialhatd (a,b) min-

den pontjaban, valamint a-ban jobbrol, b-ben balrdl differencialhato, akkor azt mondjuk, hogy az f

differencialhat6 az [a,b] intervallumon.

Def. Ha 7 differencialhaté az (a,b) intervallumon, akkor a g :(a,b) = R, x> f’(x) fliggvényt az
af

fderivaltfiiggvényének vagy derivéltjanak nevezziik. Jelolése: f’(x) vagy o

Példa:
A koréabban latott példak alapjan az f(x)=c fiiggvény derivaltfiiggvénye az f'(x) =0 fiiggvény,

a g(x)=x" fiiggvény derivaltjaa g’(x) = 2x fiiggvény.
II1.2. Derivalhatosag €s folytonossag kapcsolata

Tétel: Ha f differencialhaté a-ban, akkor folytonos a-ban.

Megjegyzés: A tétel megforditdsa nem igaz, azaz ha f folytonos a-ban, abbol nem kovetkezik, hogy

f differencialhato a-ban. Tekintsiik az f(x) = | x| fuggvényt, és legyen a=0. Nyilvanvald, hogy f
folytonos 0-ban, azaz 1inE)1 f(x)=0, mert ha x, = 0, akkor |xn | — 0. Masrészt viszont lattuk,

hogy f nem derivélhat6 a 0-ban.

Tétel: Ha fjobbrol differencialhatd a-ban, akkor jobbrol folytonos a-ban.

Tétel: Ha fbalrdl differencialhaté a-ban, akkor balroél folytonos a-ban.

Megjegyzés: A tétel megforditasa nem igaz, azaz ha f jobbrol vagy balrol folytonos a-ban, abbdl
nem kovetkezik, hogy fjobbrol vagy balrdl differencialhatd a-ban.

x, ha x rac.

Legyen példaul f(x) = .
2x, ha x irrac.

Az f fiiggvény a 0-ban nyilvan folytonos; konnyen lathatd, hogy tetszéleges x, — 0 sorozatra

f(x,) = 0. Tehat az f fliggvény a 0-ban balrdl és jobbrol egyarant folytonos. Azonban f sem jobb-
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rol, sem balrdl differencidlhaté a 0-ban. Vegyiik az (a,) racionalis tagokbol allo, feliilr6l 0-hoz

fa)=fO) _

tartd sorozatot. Erre lim m de =1, Vegyiik a (b,) irraciondlis tagokbol allo,

a,—0+0 a, — 0 a,=0+0 g
b)—f(0 2b
feliilr6l 0-hoz tartd sorozatot. Erre lim /4,)= 70 = lim —* =2. Tehat az atviteli elv értel-
b,—0+0 bn -0 b,—0+0 bn
mében nem létezhet a lir.}lOLg(O) hatarérték, azaz fjobbrol nem differencialhat6 a 0-ban. Ha-
x—0+ x—

sonldan mutathatd meg, hogy fbalrél sem differencialhat6 a 0-ban.
II1.3. A derivalt és grafikon érintdje
Vizsgaljuk meg, hogy a differencidlhanyadosnak milyen szemléletes jelentést adhatunk!

S (xy) = f(a)

X, —a

Ha az differenciahdnyadost tekintjiik, akkor konnyen lathat6, hogy ez éppen az

(x0,f(x,)) és (a, f(a)) pontokon atmend egyenes meredeksége, azaz a fliggvény grafikonjat az
(x9, f(x,)) és (a, f(a)) pontokban metszd egyenes meredeksége.

Ha x,-lal kozelitiink a-hoz, akkor a szelok két metszéspontja egyre kozelebb keriil egymashoz. Ha
az x, ,végteleniil megkozeliti” a-t, akkor a két metszéspont ,,0sszecsuszik”, azaz geometriai szem-
léletiink alapjan a szeld atmegy a fliggvény grafikonjanak a-beli érintdjébe. Ezen meggondolasok
alapjan kézenfekvOnek tlinik, hogy ha f derivalhaté a-ban, akkor az y= f(a)+ f'(a) (x—a)
egyenletil egyenest az f fliggvény grafikonja a-pontbeli érintdjének, az m = f’(a) szdmot az érintd

meredekségének nevezziik.

Mennyire egyezik az igy meghatdrozott érint a geometriai értelemben vett érintdvel? A geometri-
aban példaul a kor esetén azt mondtuk, hogy érintének nevezziik azt az egyenest, amelynek egy ko-

z0s pontja van az adott korrel. Ez a feltétel itt nem mindig teljesiil, hiszen példaul az f(x)=x
figgvény grafikonjanak €rintdje minden pontban az y=x egyenes, ami éppen a fliggvény grafi-
konjaval esik egybe, azaz végtelen sok kozos pontjuk van. A g(x) = x’ fiiggvény grafikonjinak pe-
dig a 0-ban vett érint6je az y =0 egyenes, ami a geometriai szemléletlink szerint kifejezetten metszi

a grafikont.

Az érintének tehat mas tulajdonsagat kell kiemelniink, nevezetesen azt, hogy az adott pontban vett
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érint0 ,,jol hozzdsimul” a grafikonhoz, vagyis az érint6 és a grafikon tavolsaga valamilyen modon 0-

hoz tart, ha tartunk a felé. Ez még azonban nem elég, hisz barmelyik, az (a, f(a)) ponton atmend

egyenesre igaz ez a tulajdonsag! Az, hogy ,,jol hozzasimul”, az alabbi tétellel fogalmazhaté meg:

Tétel: Legyen f differencidlhaté az a pontban. Ekkor az y= f(a)+ m-(x —a) egyenletli egyenesre

akkor és csak akkor all fenn a lim ) ~lf(@+m-(x=-a)]

X—a xXxX—a

=0 egyenldség, ha m = f'(a).

Megjegyzés: 1. A tétel azt mondja ki, hogy az (a, f(a)) ponton atmend egyenesek koziil egyediil az
altalunk érintdnek nevezett egyenes kozeliti gy a fiiggvény grafikonjat az (a, f(a)) pont kozelé-

ben, hogy az ,.eltérés” még egy 0-hoz tarto kifejezéssel osztva is 0-hoz tart, ha kozelitiink a fent
emlitett ponthoz.

2. A fenti tétel azt is sugallja, hogy ha az f fuggvény nem differencialhatd az a pontban, akkor
nincs olyan egyenes, amely a fenti tulajdonsaggal rendelkezne, azaz nincsen érintdje a fiiggvény gra-

fikonjanak.

I1.4. A legegyszeriibb elemi fiiggvények derivaltja

A legegyszeriibb elemi fiiggvények derivaltjait az alabbi tablazatban foglalhatjuk ossze:

S (x) S'(x) J(x) S'(x)
c, ce R 0 cos x —sinx
1
x?, ae R a-x*! tg x 5
cos” x
e e ctg x _
sin” x
a a*Ina arcsin x 1
1-x?
Inx l arccosx | __ 1
x 1-x?
log, x 1 arctg x 1
x-Ina 1+ x?
sin x COS X arcctgx | _ 1
1+x°
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Megjegyzés: A masodik sorban allo altalanos alak a kovetkezd 1épésekkel kaphato meg:

7
J(x) f(x)
—1
x", neN n-x"
1 n
n,neN -
X
2/lx , neN 1
n_nxn—l
1 —1 1
1 . n - ) - 1 1 = 1 ==
Haaz —=x" és — T =—Nn-X valamint az %/x =x" és ——=—-x " =—-x " ala-
x X n-alx"t nm n

kokat hasznaljuk, akkor latszik a fent jelolt osszefiiggés. Ezek alapjan az irraciondlis kitevdjli hat-

vany racionalis kitevdjli hatvanyokkal valo kozelitését alkalmazva irraciondlis kitevore is megkap-

hatjuk az 6sszefliggést.

A fenti derivaltak koziil némelyik nem csak elemi uton, a definici6 felhasznélasaval hatarozhato

meg, hanem mas fiiggvények derivaltjainak segitségével is eldallithatd. A tovabbiakban errdl lesz

Sz0.

II1.5. Muveletek differencialhato fiiggvényekkel.

A differencidlhatosag €s a miiveletek kapcsolata

I11.5.1. Osszeg és kiilonbség derivéltja

Tétel: Legyen f ¢és g differencidlhatd a-ban. Ekkor f +g 1is differencidlhatd a-ban, és

(f+8)(a)=f(a)+g(a).

Tétel: Legyen [ ¢s g differencidlhatd a-ban. Ekkor f—g is differencidlhaté a-ban, és

(f-g)(a)= f"(a)-g'(a).

Példa:

Hatdrozzuk meg az f(x) = x° +4x+2 fiiggvény derivaltjit az a =3 helyen!
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Megoldas:
Mivel f(x)= g(x)+h(x)+k(x), ahol g(x)=x°, h(x)=4x és k(x)=2 és g, h, k minden pontban
derivalhatoak, ezért f is mindeniitt derivalhaté és f(x)=g'(x)+ A (x)+k'(x), azaz

F(x)=6x"+4+0. Tehat £'(2)=6-2"+4=196.
II1.5.2. Szorzat derivaltja

Tétel: Legyen f és g differencidlhatd az a pontban. Ekkor fg is differencidlhatdo a-ban és
(f8)(a) = f"(a)g(a)+ f(a)g(a).

Kovetkezmény I.: A fenti tételb6l g(x)=c, ce R helyettesitéssel kapjuk, hogy ha f diffe-
rencialhaté a-ban és ce R, akkor ¢- f is differencialhato a-ban és a derivaltja (cf)(a) = ¢f’(a).
Kovetkezmény Il.: A szorzat derivaltjara vonatkozd tétel els6 kovetkezmény€bdl illetve az Gsszeg

derivaltjara vonatkozo tételbdl kapjuk, hogy ha p(x) n-edfokit polinomfiiggvény, azaz
p(x)=ax"+a, x"" +..+a,, akkor p(x) mindeniitt differencidlhato és a derivéltja

p'(x)=nax"" +(mn-a, x"° +..+2a,x+a,.

Példa:

A szorzat derivaltjara vonatkozo tétel segitségével megkaphatjuk példaul az f(x)=x", ne N
fiiggvény derivaltjat. Lattuk kordbban, hogy ha f(x)=x*, akkor f’(x)=2x.Ha f(x)=x", akkor
f(x)=(x-x*) =(x)"-x>+x-(x*) =x>+2x" =3x>. Teljes indukcidval [az indukcids 1épés az
f(x)=x" esetben alkalmazott mddszerrel teljesen analég] megkaphatjuk, hogy (x")" = nx"".

Megjegyzés: Ez a fenti példa alkalmazas a szorzatfiiggvények derivaltjanak elkészitésére. Az

fix)=x", ne N fuggvény derivaltjat mas, egyszeriibb modszerrel is megkaphatjuk.

II1.5.3. Hanyados derivaltja

. . 1 L .
Tétel: Ha a g fiiggvény differencidlhaté a-ban és g(a) # 0, akkor az — fiiggvény is differencidlhato
g

g'(a)

a-ban, ¢s a derivaltja —=——.
g (a)



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 57. oldal

/

Tétel: Ha f'¢és g differencialhatd a-ban és g(a) #0, akkor az — fliggvény is differencialhatd a-ban,
g

[(@)g(a) - f(a)g'(a)

és a derivaltja 5
g (a)

Példa:

x* =1

3x+2

1. Mennyi az f(x) = figgvény derivaltja az a =1 helyen?

Mivel a szamlalo, h(x) = x> —1 és a nevezd, g(x) = 3x + 2 mindeniitt differencialhat6 és a nevezd
1-ben nem 0, ezért f'is differencialhaté az 1-ben. A’(x) =3x*, g’(x) =3, ezért a hanyados derivalt-

Mg -hg'(M) _3

jara vonatkozo szabdly értelmében f'(1) = - )
g M 5

2. Legyen f(x)=tgx.Mennyi az fderivaltja?

Mivel f(x)=-2%
COS X

, ezért f mindeniitt derivalhatd, ahol a nevez6 nem 0, azaz a = 2 +kn, ke Z

kivételével mindeniitt derivalhatd. Itt a derivaltja a hanyados derivaltjara vonatkozo szaballyal sza-
mithato ki:

(sinx)’cosx —sinx(cosx)” cosxcosx—sinx(—sinx) 1

()=

0082 X 0052 X 0052 X

I11.5.4. Osszetett fiiggvény derivaltja

Tétel: [Ldanc-szabdaly] Tegyiik fel, hogy g differencialhatd a-ban, 4 differencialhatdo g(a)-ban. Ek-
kor f(x)=h(g(x)) is differencialhaté a-ban, és f’(a)=h'(g(a))  g’(a).

Példa:

Mennyi az f(x) =sin(x’ —3) fliggvény derivaltja?

Megoldas:

Mivel f(x) = h(g(x)), ahol A(x)=sinx és g(x)=x" =3, és g illetve 4 mindeniitt differencialhato,
ezért fis mindeniitt differencialhato és

J'(x)=h'(g(x)) g"(x) =[cos(x” =3)]-[3x7].
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II1.5.5. Inverz fiiggvény derivaltja

Tétel: Ha f szigoraan monoton ¢&s folytonos az (a — m,a+ ®) intervallumon, a-ban differencidlhato

és f'(a)#0, akkor f inverz fiiggvénye ¢= ' szigorGan monoton és folytonos valamely

(f(a) -3, f(a)+d) intervallumban, differencialhatd b = f(a)-ban és itt a derivaltja ¢’(b) =

1
f(a)
vagy masképpen ¢’(b) = ,; )

1 (e(b))

Megjegyzés: A fenti tétel bizonyitdsa egyszerii, bar maga a tétel kissé koriilményesnek tlinik. Fo-
galmilag, megértés szempontjabol azonban mindenképpen csak jobb képességli didkoknak ajanljuk.
Fogalmi nehézsége ellenére nagyon hasznos tétel, hiszen igy nagyon sok fiiggvény [példaul a trigo-
nometrikus fiiggvények inverzei] derivaltja valamely mas fiiggvény derivaltjadbdl megkaphato, me-

lyet korabban mar kiszamitottunk.

Példa:

Legyen f(x)=x a [0,A) intervallumon. Mivel itt f(x)=x> szigorGan monoton, folytonos és
differencidlhato, ezért a @(x) = f ' (x) = \/; is szigorian monoton, folytonos és differencialhato [a
0 kivételével, mert f(0)=0, ¢és mivel f'(x)=2x, a ¢ fliggvény derivaltja:

1 1 1
S0@) () 2x

¢'(x)=

I11.6. Helyi és abszolut sz¢&lséértékek

Def. Az f fliggvénynek az a-ban helyi [lokdlis] maximuma van, ha valamely (a—,a+ ®) inter-
vallumon f értelmezve van, és az ide esé x-ekre fenndll, hogy f(x)< f(a). Szigoru helyi maxi-

mumrdl beszéliink, ha minden ide esé x-re a kivételével a szigora egyenl6tlenség teljesiil, azaz

fx)<f(a).

Def. Az f fiiggvénynek az a-ban helyi [lokalis] minimuma van, ha valamely (a —®,a+ ®) inter-

vallumon f értelmezve van, €s az ide es x-ekre fenndll, hogy f(x) = f(a) . Szigora helyi minimum-
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rol beszélink, ha minden ide esé x-re a kivételével a szigoru egyenlStlenség teljesiil, azaz

f(x)> f(a).

Példa:

2,hax#3 . . . .
Az f(x)= {3 b * 3 figgvénynek a 3-ban szigort helyi maximuma van, mert minden ® >0
,hax =

esetén a (3—m,3+ ) intervallumba es6 x-ekre x #3 esetén f(x)=2< f(3) =3.

A Weierstrass-tétel kapcsan ejtettiink mar szot egy fiiggvény maximumarol illetve minimumarol,

de most hatdrozzuk meg pontosan, mit is értiink ezek alatt.

Def. Az f fiiggvénynek a-ban abszolut [globdlis] maximuma van, ha minden x-re, melyre f értel-

mezve van, f(x)< f(a). Az f fiiggvénynek a-ban szigort abszolut [globalis] maximuma van, ha

minden x-re, melyre f értelmezve van, x # a esetén f(x)< f(a).

Def. Az f fliggvénynek a-ban abszolut [globalis] minimuma van, ha minden x-re, melyre f értelmez-
ve van, f(x)2 f(a). Az f fuggvénynek a-ban szigoru abszolut [globalis] minimuma van, ha min-

den x-re, melyre fértelmezve van, x # a esetén f(x)> f(a).

Példa:
Nyilvanvald, hogy az el6z6 példaban szerepelt f fiiggvénynek a 3-ban szigor abszolit maximuma

van, mert minden x-re, ha x # 3, akkor f(x)=2< f(3)=3.

Ha f~nek abszolut szélsdértékhelye van a-ban, akkor itt nem feltétleniil van helyi széls6értéke €s
viszont. Ennek oka egyrészt az, hogy az abszolut sz¢élséértékhelynél nem koveteltiik meg, hogy egy,
a sz€lséértékhely koriili intervallumban értelmezve legyen a fiiggvény, masrészt pedig az, hogy a
helyi széls6érték csak az értelmezési tartomany egy intervalluman felvett legnagyobb illetve legki-
sebb érték, lehet nala nagyobb illetve kisebb fliggvényérték is az értelmezési tartomany tobbi része-
ben.

Azonban igaz a kovetkez6 tétel:

Tétel: Ha f-nek a az [ intervallumra nézve maximumbhelye és a belsé pontja /-nek, akkor a helyi
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maximumbhelye is f-nek.

Tétel: Ha f-nek a az I intervallumra nézve minimumbhelye és a bels6 pontja /-nek, akkor a helyi mi-
nimumbhelye is_f-nek.

Megjegyzés: A tétel azért igaz, mert ekkor nem fordulhat el6 a fent emlitett eset, nevezetesen, hogy

a fiiggvény nincs értelmezve semelyik (a— m,a + ®) intervallumon.

Lattuk, hogy az abszolut szélséértékek egyben helyi szélséértékek is, ha az értelmezési tartomany
egy részintervallumanak belsd pontjardl van szd. A tovabbiakban valamely / intervallumon folyto-
nos illetve differencidlhaté fiiggvényekkel foglalkozunk, ezért a helyi szélséértékekbe az abszolut
sz€lsdértékeket is beleértjiik, azaz a helyi szélséértékekre kimondott tételeink a fent emlitett esetek-
ben az abszolut szélsGértékekre is vonatkoznak. A tovabbiakban a ,,szélsGértékek™ elnevezést az ab-
szolut szélséértékekre fogjuk haszndlni, a helyi szEéls6értékek esetén ,helyi szélsdérték”-et mon-
dunk. Ugyanigy a ,,maximum” illetve ,,minimum” elnevezés is az abszolut maximumot illetve mi-

nimumot fogja jeldlni.
II1.6.1. A helyi szEls6értékek €s a derivalt kapcsolata

Tétel: Ha az (a,b) intervallumon differencidlhato f fiiggvénynek a c € (a,b) pontban helyi sz€lso-
értéke van, akkor f'(c)=0.

Megjegyzés: Nyilvanvald, hogy a tétel megforditdsa nem igaz. Legyen példaul f(x)=x’. Ekkor
f'(x)=x?, tehat f'(0)=0. Az f fiiggvénynek azonban a 0-ban nincsen helyi szélséértéke, mert
x<0 esetén f(x)<0, x>0 esetén f(x)>0¢és f(0)=0.

Példa:

Legyen f(x)=sinx. Tudjuk, hogy f-nek abszolut maximuma van az x = g +2kn, ke Z abszolut
minimuma van az Xx= —g +2kn, keZ helyeken. Az f derivaltia f’(x)=cosx, ¢és

cos(g + 2k7'cj =0 illetve cos(—g + 2k7'cj =0.
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I11.6.2. Zart intervallumon folytonos, differencialhaté fliiggvény
szélsdértékeinek meghatarozasa

(Indirekt modszer)

A helyi szélsdértékek és a derivalt kozti kapesolat lehetdséget ad arra, hogy megkeressiik valamely
[a,b] intervallumon folytonos, (a,b) intervallumon differencidlhatd fiiggvény szélsdértékeit. A
Weierstrass-tétel értelmében ezek 1éteznek, és az eldzéekben mondottak szerint ha valamely
c€ (a,b) pontban abszolut szélsdértéke van fnek, akkor f’(c) = 0. Természetesen az [a,b] inter-
vallum hatérair6l semmit sem tudunk mondani a derivalt viselkedése alapjan, igy ott kiilon meg kell
nézniink a fuggvényértékeket. Tehat az [a,b] intervallumon folytonos, (a,b) intervallumon diffe-
rencialhaté fuggvény szélsdérték-helyei az alabbi pontok koziil keriilhetnek ki: a derivalt nullhelyei,
a és b. Természetesen, mivel a derivalt 0 mivoltabdl nem kovetkezik, hogy ott [helyi] szélséérték
van, az eljarasunk a kovetkezo:

1. Elkészitjiik a fiiggvény derivaltjat.

2. Megkeressiik a derivalt (a,b) -be es6 nullhelyeit.

3. Ezekben a pontokban valamint a-ban és b-ben felirjuk a fiiggvényértékeket.

4. Az igy kapott szamhalmazbdl kivalasztjuk a legnagyobbat és a legkisebbet, ezzel megkaptuk az

adott intervallumon a fliggvény abszolut maximumat és minimumat.

Példa:

Hatarozzuk meg, hogy a 10 cm keriiletti téglalapok ko6ziil melyiknek maximalis a teriilete!
Megoldas:

Jelolje x és y egy tetszOleges, 10 cm kertiletii téglalap oldalait. Ekkor tudva, hogy 2(x + y) =10, ke-
ressiik x-et, hogy az xy szorzat maximalis legyen. Mivel x+ y =5, ezért y =5—x ¢és az xy szorzat
x(5—x) alakba irhato. 0<x és 0<y miatt 0<x<5. Tehdt az f(x)=x(5-x) fliggvény maxi-
mumat kell megkeresniink a [0,5] intervallumon. Mivel f folytonos [0,5]-6n és differencidlhato
(0,5)-6n, ezért alkalmazhaté a fenti modszer. f(x)=x(5—x)=5x—-x", f’(x)=5-2x. Ennek
nullhelye a 2,5. Tehat a maximumbhely a 0; 2,5; 5 szdmok koziil keriilhet ki. Az f~be helyettesitve
kapjuk, hogy f(0)=0, f(5) =0, f(2,5) =6,25. Tehat az f fuiggvény a [0,5] intervallumon a maxi-
mumat az x = 2,5 helyen veszi fel. Mivel y =5—x, ezért ebben az esetben y =2,5, tehat a kérdé-

ses téglalap egy négyzet, oldala 2,5 cm, teriilete 6,25 cm?.
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A fenti modszer hatranya, hogy ugyan megtalaltuk a keresett szélsdértéket, de magardl a fiiggvény-
rol, a fiiggvény menetérdl nem tudtunk meg semmit. A késObbiekben latni fogunk mas maddszert is,
mely részletesebb képet ad a fiiggvényrdl is. Ennek a modszernek azonban vitathatatlan elénye,
hogy csak az adott kérdésre koncentral, és a feladat szempontjabol érdektelen szdmitasokkal nem

foglalkozik.
IIL.7. A derivalt tulajdonsédgaira vonatkozo kozépérték-tételek

Tétel: [Rolle-tétel] Ha f folytonos az [a,b] intervallumon, differencidlhatd az (a,b) intervallumon

és f(a)= f(b), akkor van olyan c € (a,b), hogy f'(c)=0.

Tétel: [Lagrange-tétel] Ha f folytonos az [a,b] intervallumon, differencialhato az (a,b) interval-

S()-f(a)
b—a '

lumon, akkor van olyan c € (a,b), hogy f'(c)=
Kovetkezmény I.: Legyen f folytonos az [a,b] intervallumon, differencialhatdé az (a,b) interval-
lumon. f’(x) =0 minden (a,b) -beli x-re akkor és csak akkor, ha fkonstans [a,b]-n.
Kovetkezmény Il.: Legyenek f'és g az [a,b] intervallumon folytonos, az (a,b) intervallumon dif-
ferencialhato fiiggvények. f’(x)=g’(x) minden (a,b)-beli x-re akkor és csak akkor, ha f—g
konstans [a,b]-n.

Megjegyzés: 1. A Lagrange-tétel a Rolle-tétel altalanositasa. Ha f(a)= f(b), akkor a Lagrange-

tételben szerepld hanyados éppen 0.

2. A Lagrange-tétel szemléletesen azt mondja ki, hogy van olyan pontja az (a,b) intervallumnak,
ahol az érintd meredeksége megegyezik az (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokon dtmend egyenes (hur)

meredekségével.

Tétel: [Cauchy-tétel] Ha fés g [a,b] intervallumon folytonos, (a,b) intervallumon differencialhato
fiiggvények, tovabba g’(x) #0 az (a,b) intervallum egyik pontjdban sem, akkor létezik olyan

/(e _J(B)—-f(a) '
g'(c) g(b)-g(a)

ce (a,b), hogy
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Tétel: [Darboux-tétel] Ha f differencialhaté az [a,b] intervallumon, akkor itt /" minden f/(a) és
17 (b) kozti értéket felvesz.

Megjegyzés: A Darboux-tétel természetesen nem mondja ki azt, hogy a derivaltfiiggvény folytonos,
hiszen abbdl, hogy egy fliggvény valamely két pontban felvett fiiggvényértéke k6zott minden értéket
felvesz, nem kovetkezik, hogy a fiiggvény a két pont kozott folytonos. Konstrualhato példaul olyan
fliggvény, amely minden intervallumon minden valds szamot felvesz fiiggvényértékként; ez nyilvan
teljesiti a Darboux-tétellel megfogalmazott tulajdonsagot [,,.Darboux-tulajdonsag”], azonban nyil-

vanvaldan nem folytonos sehol sem.

II1.8. A fiiggvény monotonitasa €s derivaltja kozti kapcsolat

Tétel: Legyen f differencidlhaté az (a,b) intervallumon. / monoton nové az (a,b) intervallumon
akkor és csak akkor, ha f’(x) >0 az (a,b) intervallumon.

Tétel: Legyen f differencialhato az (a,b) intervallumon. f monoton csékkend az (a,b) intervallu-
mon akkor és csak akkor, ha f’(x) <0 az (a,b) intervallumon.

Megjegyzés: 1. Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és differencidlhatd az (a,b) intervallumon,
akkor a fenti tételekben ,,f monoton névd az [a,b] intervallumon” illetve ,,f monoton csékkend az
[a,b] intervallumon” szerepel.

2. Ha f szigorian monoton nové vagy csokkené az (a,b) intervallumon, akkor ebbdl nem ko-
vetkezik, hogy f'(x)>0 illetve f'(x)<0 az (a,b) intervallumon. Legyen példaul f(x)=x".
Elég nyilvanvald, hogy f szigorian monoton név6 a [—1,1]-ben, de lattuk, hogy a derivaltja a 0-ban
0, tehat nem igaz, hogy a megjeldlt intervallumon f’(x) > 0.

Igaz viszont az alabbi tételpar:

Tétel: Legyen f differencidlhato az (a,b) intervallumon. f szigoraan monoton n6vé az (a,b) inter-
vallumon akkor és csak akkor, ha f’(x) 20 az (a,b) intervallumon €s nincs olyan részintervalluma
(a,b) -nek, ahol f’(x)=0.

Tétel: Legyen f differencidlhaté az (a,b) intervallumon. f szigoruan monoton csékkend az (a,b)
intervallumon akkor és csak akkor, ha f’(x) <0 az (a,b) intervallumon €és nincs olyan részinter-

valluma (a,b) -nek, ahol f’(x)=0.
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Megjegyzés: Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és differencidlhaté az (a,b) intervallumon, ak-
kor a fenti tételekben ,.f szigorian monoton névd az [a,b] intervallumon™ illetve ,f szigoruan mo-

noton csokkend az [a,b] intervallumon” szerepel.

II1.9. Fliggvény helyi és abszolut szélsdértékének megkeresése

(Direkt modszer)

A monotonitas ¢s a derivalt kapcsolata lehetdséget ad arra, hogy egy fiiggvény helyi és abszolut
szélsoértékeit megkeressiik. A derivalt eldjelébdl ugyanis kovetkeztethetiink a fliggvény monotoni-

tasi tulajdonsagaira, ebbdl pedig a helyi illetve abszolut szélsdértékek hollétére.

Példa:

1. Legyen f(x)=x". Ekkor tudjuk, hogy f(x) mindeniitt folytonos és derivalhato. A derivaltja:
f(x)=2x. f/(x)<0,ha x<0, f'(x)>0,ha x>0. Tehat az x <0 esetben a fiiggvény szigoruan
monoton csokken, x >0 esetén a fiiggvény szigortan monoton né. Igy az x =0 helyen helyi és egy-

ben abszolat minimuma is van.

A fuggvények viselkedését az értelmezési tartomanyukon konnyebben meg tudjuk hatarozni, ha a
fenti eredményeket tiblazatba foglaljuk. Erdemes feltiintetni a —eo-ben illetve a +eo-ben a fiiggvény
hatarértékét [amennyiben az értelmezési tartomany kiterjed addig]. Természetesen a tablazatban
azokat a helyeket ,kihuzzuk”, amelyekre nem keriil semmi, illetve amelyek a fiiggvényvizsgalat

szempontjabol érdektelenek.

X — —o0 x<0 x=0 x>0 — 4oo
£(x) sy 4oo szig. mon. 0 . szZig. mon. 5 too
csokken helyi min. no
f(x) - 0> 0 >0 -

2. Elevenitsiik fel a IIL.6.2.-ben az indirekt modszer alkalmazasara példaként szerepelt
f(x)=x(5-x) fuggvényt, és alkalmazzuk mostani mddszeriinket. f'(x) =5-2x, f’(x) nullhelye

2,5. Készitsiik el a tablazatunkat:
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X x= O<x<25 x=25 25<x<5 x=5
¥ 0 szig. mon. 6,25 szig. mon. 0
J @) nd helyi max. csokken
f(x) - >0 0 <0 -

A tablazatbol leolvashato, hogy az x =2,5 helyen az f(x) = x(5—x) fuggvénynek a [0,5] inter-

vallumra nézve maximuma, az x =0 és az x =5 helyen minimuma van.

Eléfordulhat, hogy az értelmezési tartomany nem a valds szamok halmaza, hanem ennek csak egy
részhalmaza. Ilyenkor az értelmezési tartomanyba tartoz¢ intervallumok szélein is érdemes felttin-
tetni a fliggvény értékét [zart intervallum esetén] illetve a fiiggvény hatarértékét [nyilt intervallum

esetén].

1 . ‘
3. Legyen f(x)=—,ha x#0,az x=0 helyen a fiiggvény nincs értelmezve. Allapitsuk meg, van-
X
e minimuma illetve maximuma a [—1,1] intervallumon!

1 : . .
Az f(x)=— fiiggvény értelmezési tartomanya R\ {0}. f az értelmezési tartomdnyanak minden
X

pontjaban folytonos és differencialhato. Derivéltja f'(x) =—L amelynek nincs nullhelye, sot,

2 b
x
mindeniitt negativ. Készitsiik el a tablazatot!
x x=-1 -1<x<0 —0- -0+ 0<x<l x=1
¥ 1 szig. mon. N N szig. mon. |
@) csokken csokken
f(x) - <0 - - <0 -

Lathat6 tehat, hogy a fiiggvénynek az adott intervallumon sem helyi, sem abszolut szélsdértéke

nincs. Azonban a [—1,0) intervallumon van maximalis, de nincs minimalis, a (0,1] intervallumon

van minimalis, de nincs maximalis értéke.

A példék jol illusztraljak az indirekt és a direkt modszer kozti kiillonbséget. Az el6bbi esetén azt
kaptuk meg, hogy a fiiggvény mely helyeken vehet fel maximalis illetve minimalis értéket, és ezek
koziil kellett valogatnunk. A masodik esetben azonban a fiiggvény menetét allapitottuk meg, €s en-
nek ismeretében adodott, hogy mely helyeken van [ha van] helyi illetve abszolut minimum és ma-

ximum. A direkt modszer azonban nemcsak abban az esetben hasznalhato, ha a fiiggvény valamely
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[a,b] intervallumon folytonos és (a,b) -n differencialhatd [ezt az indirekt mddszer esetén igen erd-

sen kihasznaltuk!], hanem tetszdleges differencidlhato fiiggvény esetében. A két mddszer gondolat-
menete is igen kiilonb6zd: az indirekt modszernél olyan valami utan kutatunk, amelynek 1étezését
tudjuk, és helyét kizarasos alapon hatdrozzuk meg; a direkt mdédszer gondolatmenete ezzel szemben
természetesebb, hiszen a fliggvény monotonitasi tartomdanyainak ismeretében kovetkeztetéseket vo-
nunk le, igyszélvan mintegy ,,melléktermékként” jonnek ki az esetleges szélsdértékek.

A direkt mddszer alkalmazéasaval tehat a fuiggvény tulajdonsagair6l is megtudunk egyet s mast.
Ezek segitségével akar a fliggvény grafikonjat is felrajzolhatndnk. Azonban a rajzolashoz hozza-
kezdve még egy kérdés vetddik fel: merre ,,gorbiil” a grafikon? Ezt az eddigiek alapjan nem tudjuk

megallapitani. A tovabbiakban ennek meghatarozasardl lesz szo.

[I1.10. Magasabb rendt derivaltak

Def. Legyen f differencidlhaté az (a — ®,a + ®) intervallumon, €s legyen itt a derivaltfiiggvénye
f’(x). Ha f’(x) differencialhato a-ban és itt a derivaltja (f”)’(a), akkor azt mondjuk, hogy az f
kétszer differencidlhatd a-ban. Az (f”)(a) szdmot az f a-beli masodik derivéltjanak nevezziik, és
f(a) -val jeldljiik.

Megjegyzés: Hasonldan definialhat6 az a-beli n-edik derivalt ne Z* az (n—1)-edik derivalt segit-
ségével [,,definicio teljes indukcidval”]. A jelolése: az elsd, masodik illetve harmadik derivaltat

rendre f’(a), f"(a), f"(a)-val, az n-edik derivéltat, ha n >4, 1 (a) -val jeléljiik.

Def. Legyen H azon pontok halmaza, melyekben az f fiiggvény kétszer differencialhatd. Ekkor a
g:H —> R, x> f’(x) fiiggvényt az f masodik derivaltfiiggvényének vagy roviden f masodik deri-
valtjanak nevezziik, és f”"(x)-szel jeloljiik.

Megjegyzés: Hasonldan definialhato az f fiiggvény n-edik derivaltfiiggvénye [n-edik derivaltja].

Példa:
Lattuk maér, hogy (x”) =n-x"". Ebbél kapjuk, hogy x" kétszer is differencialhaté minden pont-
ban, és a masodik derivaltja (x")” =n(n—1)-x". Teljes indukcidval belathato, hogy x" akarhany-

szor differencialhato, és a k-adik derivaltja:
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n!

ny(k) _
=

x"* hak<nés (x")*=0,ha k>n.

III.11. Konvex és konkav fiiggvények

Konvex illetve konkav alakzatokkal talalkoztunk mar a geometriai tanulméanyok soran. Konvexnek
neveztiink egy alakzatot, ha barmely két pontjat 6sszekotd szakasz minden pontjat tartalmazta, kon-
kavnak, ha ez a tulajdonsaga nem volt meg. A fliggvények esetében a fiiggvény grafikonjanak tulaj-

donsagaival hatarozhatjuk meg a konvexitas illetve konkavitas fogalmat.

Konvexnek neveziink egy fuggvényt az [ intervallumon, ha itt értelmezve van, és ha minden

o,B € I -re a fiiggvény grafikonjanak az (o, f(o)) és (B, /(B)) pontokra illeszkedd hiirja minden o

¢és B kozti pontban a fiiggvény grafikonja f616tt van.
Konkavnak neveziink egy fiiggvényt az I intervallumon, ha itt értelmezve van, és ha minden

o,B e I -re a fiiggvény grafikonjanak az (o, /(o)) és (B, /(B)) pontokra illeszkedd hirja minden o
és B kozti pontban a fiiggvény grafikonja alatt van.
Mivel az (o, f (o)) és @B, 7B pontokra illeszkedo hur  egyenlete

_SB) - f(o)
y_—
B-o

(x—o) + f(0), ezért a fenti megfogalmazas az aldbbi definicié formajaba irhato

at:

Def. Az ffiiggvény konvex az [ intervallumon, ha minden o, € 7 és xe (o, ) esetén

1< HEIE o+ ()

Ha az egyenldtlenség forditva all, akkor f konkav, ha pedig az egyenldséget nem engedjiik meg,
akkor f'szigoruan konvex illetve konkav.
Megjegyzés: 1. Belathato, hogy ha 1 (a, b) -ben konvex, de nem szigortian konvex, akkor (a,b) -nek
van olyan részintervalluma, melyen flineéris, azaz f(x)=cx+d, c,d€ R.

2. Egyszeriien belathato, hogy ha f konvex vagy konkav /-n, akkor folytonos /-n. A folytonossag
nyilvan nem elég a konvexitashoz, gondoljunk példaul a sinx fiiggvényre, amely folytonos a
[0,27] intervallumon, de kénnyen megmutathatd, hogy itt se nem konvex, se nem konkav. Az vi-

szont nem igaz, hogy ha egy fiiggvény konvex, akkor differencialhatd. Erre megfeleld ellenpélda az
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|x| fliggvény, mely a [—1,1] intervallumon konvex, de a 0-ban nem differencialhato.

A fenti definici6 egyben azt is jelenti, hogy az f fuggvényt akkor nevezziik konvexnek illetve kon-

kavnak az [ intervallumon, ha 7 minden (o,) részintervalluman a fiiggvény grafikonja illetve az
x=0 és x =[ egyenesek altal hatarolt, a fiiggvény grafikonja folott levo [,,felfelé végtelen”] alak-

zat konvex illetve konkav.
II1.12. Konvexitas és a derivaltak kapcsolata

Tétel: Legyen f differencialhat6 az I intervallumon. f'konvex I-ben akkor és csak akkor, ha f” mo-

noton ndovekedo /-ben.

Tétel: Legyen f differencialhatd az I intervallumon. f konkéav /-ben akkor és csak akkor, ha f” mo-

noton csokkend I-ben.

Tétel: Legyen f differencidlhato az [ intervallumon. f'szigoruan konvex /-ben akkor és csak akkor,

ha f’ szigortan monoton ndvekedd I-ben.

Tétel: Legyen f differencidlhato az / intervallumon. f szigoruan konkav /-ben akkor és csak akkor,

ha f’ szigortan monoton cs6kkend I-ben.

Mivel egy differencialhaté fiiggvény monotonitasi tulajdonsagai a derivaltja eléjelével kapcsolat-

ban allnak, ezért a most illetve korabban kimondott tételek egyszerii kovetkezménye:

Tétel: Legyen fkétszer differencialhatd az / intervallumon. f konvex /-ben akkor és csak akkor, ha

itt /7>0.

Tétel: Legyen fkétszer differencialhatd az [ intervallumon. /' konkav /-ben akkor és csak akkor, ha

itt 77<0.

Tétel: Legyen f'kétszer differencialhatd az [ intervallumon. f szigortian konvex /-ben akkor és csak
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akkor, haitt /”>0 és nincs olyan részintervalluma I-nek, amelyen /" =0.

Tétel: Legyen f'kétszer differencialhaté az / intervallumon. f szigorian konkav /-ben akkor és csak

akkor, ha itt f” <0 és nincs olyan részintervalluma I-nek, amelyen /" =0.

Korabban lattuk, hogy egy fiiggvény két monotonitasi tartomanyanak hataran valamiféle szélsdér-
ték talalhato. Felmertiil hat a kérdés, mi van két konvexitasi tartomany hataran?

Def. Legyen a < c <b. Ha fkonvex (a,c]-n és konkav [c,b)-n vagy forditva, akkor c-t az f infle-

xi6s pontjanak nevezziik.

Tétel: Ha fkétszer differencialhatd c-ben és ¢ inflexids pontja f-nek, akkor f”(c)=0.

Megjegyzés: A tétel megforditasa itt sem igaz, akarcsak a helyi szélsdértékek és az elsd derivalt ko-
z6tti kapesolat esetén. Legyen példaul f(x) = x*. Ekkor f”(x)=4x", f”(x)=12x". Mivel minde-
niitt igaz, hogy f”(x) =0, ezért az f fiiggvény mindeniitt konvex. Viszont f”(0)=0, de a 0 nem

inflexios pontja fnek, hiszen f minden, a 0-t tartalmaz¢ intervallumon is konvex.

II1.13. Teljes fliggvényvizsgalat

Most, hogy a fliggvények konvex illetve konkav mivoltat is el tudjuk donteni, médunk nyilik arra,
hogy abrazoljuk a fiiggvények grafikonjat. Ehhez az alabbi tulajdonsagokat kell meghataroznunk:

— értelmezési tartomany

— paritas (paros-e vagy paratlan-e a fiiggvény)

— periodicitas (periodikus-e a fiiggvény, ha igen, akkor mennyi a periodus hossza)

— folytonossagi tartomany(ok)

— szakadasi helyek, ezek milyensége

— nullhelyek

— —co-ben illetve +oo-ben vett hatarérték, szakadasi helyeken illetve az értelmezési tartomanyt al-

koto intervallumok szélein vett hatarérték illetve fiiggvényérték (amennyiben ezek 1éteznek)

— monotonitdsi tartomanyok (az els6 derivalt segitségével)

— helyi és abszolut szélsdértékek helye, itt a figgvényértékek

— értékkészlet

— konvexitasi, konkavitasi tartomanyok (a masodik derivalt segitségével)
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— inflexids pontok
Nézziink erre egy konkrét példat!

Példa:

Abrazoljuk az f(x) = x* — x* — 6x fiiggvényt!

— fértelmezési tartomanya: R
— folytonossagi tartomany: R, mert /' polinomfiiggvény
— f'se nem paros se nem paratlan, mert
x’ —x?—6x # (—x)’ —(=x)* = 6(—=x) = —x’ —x’ + 6x, valamint
x’ —x? —6x#-(—x)’ —(=x)> —6(=x)] = x’ + x> —6x
— fnem periodikus
— hatarértéke az értelmezési tartomany szélein:

lim f(x)=+oo illetve lirp f(x)=—o0

— nullhelyei:
¥ =x*—6x=0
x(x=3)(x+2)=0
x=0,x,=3,x;,=-2
— elsé derivaltja: f'(x) = 3x”> —2x — 6. Ennek nullhelyei:

2+ 4172 1£19

6 3

X12

— masodik derivaltja: f”(x) = 6x—2. Ennek nullhelye: x = %

Ezek alapjan mar el tudjuk késziteni a tablazatot:

—oo _ — _ 1
x |- N SR T S R I ER RS | w1
3 3 3 3 3
¥ —y —oo | SZzig. mon. nd helvi . szig. mon. csokken | . f. pont
700 konkay el max konkav T pon
f(x) — >0 =0 <0 <0
f7(x) - <0 <0 <0 =0
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X 1 1++/19 1++/19 1+\/E<x —5 too
3

—<x< xX=
3 3 3

szig. mon. nd | _y 4o,

£(x) szig. mon. csokken helyi min.

konvex konvex
f(x) <0 =0 >0 -
f7(x) >0 >0 —

A tabléazatbol leolvashatd, hogy f(x)-nek nincsen abszolut maximuma illetve minimuma, Helyi

_J19 1++/19
3 3

helyen, helyi minimuma van az x =

. 1
maximuma van az x =

helyen, inflexids pontja

az X =—.

— értékkészlete a fentiek alapjan: R

Ezek utan pedig nem marad mas hatra, mint a grafikon elkészitése:

—

ul o

o o
T T T T Y N |

-5 -3 -1 3

o
o
I T T N T B

—_
o
T
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IV. Integralszamitas

Bevezetés:
A fizikaban taldlkoztunk azzal a probléméval, hogy szamitsuk ki a test altal megtett utat, ha is-

merjiilk minden iddpillanatban a sebességét, azaz ismerjiik a v(¢) fiiggvényt. Ezt ugy tehetjiik meg,
hogy felosztjuk az adott idotartamot kis Az, iddintervallumokra, ezeken ugy tekintjiik a sebességet,
mint 4llandé mennyiséget, tehat ez id6k alatt a test As, =v-A¢, utakat tesz meg. Ha 0sszegezziik a
As, utakat, megkapjuk a test altal megtett 6sszes utat. Ha pontosabban akarjuk megkapni ezt a ta-
volsagot, akkor a A¢; idoéintervallumok hosszat minél rovidebbnek kell valasztani. [Itt megint a

,»végtelentil kicsi” problémajaba titkoziink!]
Erezhet6, hogy ez a gondolatmenet tartalmaz bizonyos ugrasokat. Mekkora az a sebesség, amivel a

At, idéintervallumokban szamolunk? [Melyik idéponthoz tartoz6 sebességet tekintsiik ,,allando-

nak”?] Hogyan végezziik el az 6sszegzést? Mennyire lesz pontos az eredményiink?
Ezen kérdések felvetése utan jogos igény meriil fel arra, hogy az ilyen jellegii problémakat meg-

alapozzuk, modszert adjunk ehhez hasonld szamitasok elvégzésére.
IV.1. Also és fels6 kozelito 6sszeg

Def. Legyenek az [a,b] intervallum belsé pontjai az a <x, <x, <..<x, , <b pontok [ne N"].
Ekkor az x, =a, x, =b jeloléssel az [x,, x, ;] intervallumok [i = 1, 2, 3, ..., n] az [a,b] interval-

lum egy felosztasat jelentik, az x; pontok pedig a felosztashoz tartozé osztdpontok.

Def. Legyen az f fiiggvény értelmezve az [a,b] intervallumon, és itt legyen f korlatos. Legyen
D:x,=a<x <x,<..<x,,<x,=b az [a,b] intervallum egy felosztasa. Legyen tovabba m, az
[ figgvény infimuma [legkisebb alsé korlatja vagy also hatara] az [x,, x, | ] intervallumon, és legyen

M, az f fuggvény supremuma [legkisebb felsé korlatja vagy felsd hatéra] ugyanitt. Ekkor az

Se = Zmi (x; —x,_,) Osszeget az f fliiggvény @ felosztashoz tartozo also kozelitdé sszegének, a
i=1

Se = ZM .- (x; —x,,) Osszeget az f figgvény @ felosztashoz tartozd felsd kozelitdé osszegének
i=1
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nevezzik.

crer

Def. A @ felosztas finomitasanak nevezziik a ¥ felosztast, ha ¥ osztopontjai k6zott szerepel @

minden osztopontja.

Tétel: Ha ®@ és ¥ az [a,b] intervallum egy-egy felosztasa, és ¥ a @ felosztds finomitdsa, akkor

Se =28y 28y 254

Def. Legyen @, és @, az [a,b] intervallum egy-egy felosztasa. A W felosztast a @, és @, kozos

finomitasanak nevezziik, ha osztopontjai kdzott szerepel @, és @, minden osztopontja.

Tétel: Ha @, és @, az [a,b] intervallum egy-egy felosztasa, és W a @, és @, kozos finomitasa,

akkor Sg 2 Sy 25y 254, -

IV.2. A hatarozott integral

Nézziik ezek utan a bevezetd példaban latott szamolasi modszert. A példankban szerepld fiiggvény
a sebességfiiggvény, a vizsgalt intervallum felosztasa pedig az altalunk alkalmazott felosztds. Ha az
also kozelitd 6sszeget vessziik, az mindenképpen kisebb vagy egyenld, mint a test altal megtett 1t,
tetszOleges felosztas esetén, hiszen a sebességet mindig ,»alulrél becsiiljik”, azaz a test minden
egyes iddintervallumban nagyobb sebességgel mozgott, igy tobb utat tett meg, mint amennyit arra az
intervallumra szamoltunk. Hasonléan lathatd, hogy a felsé kozelitd 0sszeg mindig nagyobb vagy
egyenld, mint a test altal megtett ut. Megallapithatjuk tehat, hogy ha 1étezik a test altal megtett t,
akkor ez minden @ felosztas esetén az [sg4,S, ] intervallumba esik. A megtett Gtnak azonban egy-
értelmiinek kell lennie, tehat csak akkor kaphatjuk meg az utat ilyen szamitassal, ha pontosan egy

szam esik ezen intervallumok mindegyikébe, azaz a metszetiikbe is.

Def. Legyen az f fiiggvény korlatos [a,b]-n. Az f integralhaté [a,b]-n, ha pontosan egy olyan [/

szam létezik, amelyre az [a,b] tetszOleges @ felosztasa esetén fenndll az S, =271 > s, egyenlStlen-
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b b
ség. Az [ szamot az f [a,b]-n vett hatarozott integraljanak nevezziik, ¢s I f -fel vagy J. f(x)dx -szel

jelsljik.

Példa:

1. Tekintsik az f(x)=c fiiggvényt az [a,b] tetszOleges intervallumon. Nyilvanvald, hogy az
[a,b] tetszOleges felosztasa esetén M, €s m, értéke minden i esetén c. Tehat az also és fels¢ koze-

litd Gsszegek tetszoleges felosztas esetén:
So =S¢ :zc'(xi _xi—l):C'Z(xi —x)=cb-a).
i=1 i=1

Nyilvanvalo tehat, hogy az f fiiggvény integralhato [a,b]-n és a hatarozott integralja

l]cdx =c(b—-a).

a

0, ha x rac. . .
2. Tekintstik a D(x) = {1 b x. ugynevezett Dirichlet-fliggvényt valamely [a,b] intervallu-
, ha xirrac.

mon.

Mivel az [a,b] intervallum tetszleges ®:x,=a<x, <x, <..<x,,<x, =b felosztisara az
[x,, x, ;] intervallumba esik racionalis és irraciondlis szam is, ezért minden [x,, x, ;] intervallumon
M, =1 ¢és m, =0. Ha felirjuk az als¢ illetve fels6 kozelitd osszegeket, akkor s, =0 és Sy, =b—a
értékeket kapjuk tetszéleges felosztas esetén. Ennek alapjan mar nyilvanvald, hogy a D(x) fligg-

vény nem integralhaté semmilyen [a,b] intervallumon.

Megjegyzés: A korabbiakban mar lattuk, hogy tetszlleges ®,, @, felosztasok esetén teljesiil, hogy

Se, 28, » aZaz i%f Se 2 sgpsq, [itt az Osszes P felosztast beleértjiik]. A fenti definicidé azonban azt
is jelenti, hogy i%f Se 212 sgpsq), tudniillik 7 >s, illetve S, =27 minden felosztasra vald fen-
nalltabol 1 ngpsq) és i%qu) =1 kovetkezik. Mivel az I egyértelmi, sgpsq) és i%f Se »kozott”
csak egy szdm lehet, ami az i%f Se=1= sgps<I> egyenldséget vonja maga utan. A definiciot tehat

ugy is kimondhatnank, hogy az f integralhat6 [a,b]-n, ha az also illetve fels6 kozelitd osszegek ko-

z06tt csak egy elvalasztd érték van, vagyis i%f Se =sups, . A kozépiskolai tanulmanyok sordn azon-
[
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ban az emlitett bevezetd gondolatmenet végére jobban illeszkedik a definicidnak az a formadja, aho-
gyan azt el6szor kimondtuk. A most emlitett tulajdonsag viszont a tovabbiakban fontos szerepet fog

kapni.

Az integralhatdsag eldontésére illetve a hatarozott integral kiszdmitasara az eddigiekben egy elvi
modszert lathattunk. Azonban a gyakorlatba az nehéz kozvetleniil atiiltetni, hiszen a felosztasok
szdma végtelen sok, emellett a fajtajuk is igen sokféle lehet. Olyan modszert kéne tehat taladlnunk,
amely leegyszeriisiti a szdmolast, és lehetdvé teszi, hogy bizonyos specidlis felosztasok segitségével

konnyen megallapithassuk egy fiiggvény integralhatosagat és hatarozott integraljanak értékét.

IV.3. Az oszcillacids 6sszeg és a kozelitd dsszeg

Def. Legyen f korlatos az [a,b] intervallumon, és @ :x, =a<x, <x, <..<x,,<x,=b az [a,b]
tetszOleges felosztdsa. Az Qg =S, — 5, Szdmot az f figgvény @ felosztashoz tartozo oszcillacios

Osszegének nevezziik.

Tétel: fintegralhato [a,b]-n akkor és csak akkor, ha az Q, [P tetszOleges felosztasa az [a,b] in-

tervallumnak] oszcillacios 6sszegek halmazanak infimuma [alsé hatéra] 0.

Ezt a tételt masképp is megfogalmazhatjuk:

Tétel: fintegralhatd [a,b]-n akkor és csak akkor, ha 1étezik az [a,b] intervallum felosztasaibol allé
olyan (®,) felosztassorozat, melyre az egyes felosztasokhoz tartozo oszcillacios 6sszegek sorozata

0-hoz tart.

Kovetkezmény: Ha talalunk egy (®,) felosztassorozatot, amely a tétel feltételeit kielégiti, akkor a

felosztassorozat elemeihez tartozoé also illetve felsé kozelitd dsszegek sorozata konvergens és a ha-

tarozott integral értékéhez tart.

Def. A ®:x,=a<x, <x,<..<x,, <x,=>b felosztdsban az [x, x, ;] intervallumok hosszanak

maximumat a felosztas finomsaganak nevezziik.

Def. Az [a,b] intervallum felosztasainak (®,) sorozata végteleniil finomodo, ha a (®,) felosztas-
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sorozat tagjainak finomsaga 0-hoz tart.

Példa: Az [a,b] intervallum » részre torténd egyenletes felosztasaibol képzett (P ,,) felosztassoro-

-a
, €s ez 0-hoz tart, ha » tart a
n

zat végteleniil finomodd, mert az oszt6 intervallumok hossza

végtelenbe.

Tétel: fintegralhatd [a,b]-n akkor és csak akkor, ha tetszéleges végtelentiil finomodd (®,) felosz-

tassorozatra a felosztasokhoz tartozo oszcillacids sszegek sorozata 0-hoz tart.
Kovetkezmény: f integralhatd [a,b]-n akkor és csak akkor, ha tetszOleges végteleniil finomodo

(®,) felosztassorozatra a felosztasokhoz tartozo alsé illetve felsé kozelitd 6sszegek sorozata kon-

vergens és hatarértékiik megegyezik.

A tételnek és kovetkezményének jelentdsége abban rejlik, hogy ha az integralhatosag tényét el
tudjuk donteni [példaul valamely felosztassorozathoz tartozo oszcillacids Osszegek sorozata 0-hoz
tart], de az alsé illetve felsé kozelitd dsszegek hatarértékének kiszamitdsa nem lehetséges vagy ne-
hézkes, akkor valaszthatunk egy tetszdleges, végteleniil finomodd felosztassorozatot, melyre mar

esetleg konnyl kiszamitani pl. az alsé kozelitd 6sszegek sorozatanak hatarértékét.

Példa:

1. Allapitsuk meg, hogy az f(x) = x'"° integralhato-e az [1, 2] intervallumon, és ha igen, szamitsuk
ki a hatarozott integraljat!

Legyen @, az [1, 2] intervallum » részre valo egyenletes felosztasa. Mivel az f'szigortan monoton
no [1, 2]-n, ezért az [x,, x,,] intervallumon

m; :f(xi—l):f(l'l'_l):(l*'g) s M,- :f(xi):f(1+i):(l+ij .
n n

i—
n n

. 1 . —
Az [x;, x,_;] intervallumok hossza —. A @, -hez tartozo oszcillacios sszeg
n

c 1& i 10 i—1 10 1 210 _q
Q = M —m)x —x._ )=— 1+=| —[142== — (9 119y = '
n IZZI:( i 1)( i 1—1) }’ZZ|:( ) ( " \J n( ) —n

i=1 n

Ez nyilvan 0-hoz tart, ha » tart végtelenbe, tehat az f fiiggvény integralhatd. Azonban ha az also

vagy fels6 kozelitd osszegek sorozatdnak hatarértékét akarnadnk kiszamitani erre a felosztassorozat-
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ra, akkor nehézségekbe iitk6znénk. Lathatd ugyanis, hogy amikor pl. az also kozelitd osszeget irjuk

. 10
fel, abban (1 + l—_lj alaku tagokat kell dsszegezniink, és tizedik hatvanyok 6sszegének zart alakra
n

hozésa bizony meglehetdsen bonyolult feladat. Ezért vegyiink egy masik, végteleniil finomodo fel-
osztassorozatot, ez legyen (¥,). Legyenek az ebben szerepld n-edik felosztds osztopontjai az
l<g<g®<..<q"=2 pontok, ahol g¢= 2. A szomszédos osztopontok tdvolsaga
g —q¢"" =¢"" (g 1), ezek koziil a legnagyobb a k =n esetén fellépd ¢" ' (¢ —1) =%/2"" (@ - 1)

[q értékét visszairva]. Mivel 1<%2"™" <2 és 2-1- 0, ezért a felosztassorozat végteleniil fi-
nomodo, igy a hozza tartozod alsd vagy felsé kozelitd 6sszegek sorozatanak hatdrértéke a hatarozott
integral értékét adja.

Az egyszerliség kedvéért tovabbraisa g = 12 jeloléssel élve kapjuk, hogy:

Sy =>.(¢")"(¢' —q""), mert f'szigorhan monoton nd.
i1

S _i(q”i_q”i_l)_ qll(n+l)_1_l.qll(n+l)_l _qll(rﬂrl)_l.q_l
v = = =
"5 ¢"-1 q q¢'"-1 qg"-1 ¢

. qg-1 1 . " . q—1 1
Tudjuk, hogy —7—=——5—— . Mivel qzﬁ—)l, ha n— o, ezért —— > —.

qg -1 q +q +q +..+1 g -1 11
ntl

. , N i SN O K | , 2" -1

Tudjuk tovabba azt is, hogy lim< _ lim 2 =2"—1, tehat limS, ==———. Azt
n—eo q n—oo @ Nn—>o0 n 11

kaptuk tehat eredményiil, hogy az f(x) = x'° integralhat6 az [1, 2] intervallumon, és a hatarozott

2 11
. . 2" -1
integraljanak értéke [ f(x)dx = —
1

2. Tekintsiik az un. Riemann-fiiggvényt, azaz az

0, ha x irrac.

R(x) =
=L hax=Lg>0,(pg)=1]
q q

fiiggvényt. Integralhato-e R(x) a [0, 1] intervallumon?
Legyen @ a [0, 1] intervallum tetszbéleges felosztasa. A fiiggvény also hatara minden intervallumon

0, mivel minden intervallumban van irraciondlis szam, ezért az also kozelitd Osszeg tetszdleges fel-
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osztas esetén 0. Vegyilk észre, hogy a fliggvény l-nél nagyobb értéket n”-nél kevesebb helyen
n

vesz fel, ugyanis ha f(x) Zl, akkor x =£, (p,q)=1¢s g<n kell teljesiiljon. Minden g <n-hez
n q

n-nél kevesebb p van, melyre 0 < LA 1, és a megfeleld g-k szdma is legfeljebb n, tehat a fent em-
q

litett x-ek szama legfeljebb n” [s6t annal biztosan kisebb]. Tekintsiik tehat a [0, 1] intervallum #’

részre vald egyenletes felosztasat, ez legyen @, . Az S, = ZM ; % Osszeget bontsuk egy S, il-
" n

i=1

letve S, 0sszegre: S, -be vegyiik azokat a tagokat, melyekben M, > l, S, -be a maradékot. A fenti-
n

ek szerint S, legfeljebb 2n° tagh osszeg [eléfordulhat, hogy valamely pont két oszté intervallum

hataran van, és mindkettdnél figyelembe kell venniink], és az biztos, hogy az S, -ben szereplé min-

1 2

den M,-re M,<1. Tehat S, <2n’ —=—. §,-ben n’ -nél kevesebb tag van, és az itt szerepld
nn
, 1 , ; 11 1 . . p .
minden M,-re M, <—. Tehat §, <n”-—-—=—. Az § illetve §,05sszegre adott felsd becslést
n n n n
3 . 2 1 3 , ,
figyelembe véve azt kapjuk, hogy 0< S, =S5, +85, <—+—=—.Tehata (®,) felosztassorozatra
' n n n

Sp, — 0 [mert minden @, felosztasra s, =0], S, — 0, igy az R(x) integralhato a [0, 1] inter-

vallumon, és az integralja 0.

Felhasznalva az integralhatosag illetve az also és fels6 kozelitd osszegek kapcsolatat, még egy

modszert adhatunk meg a hatdrozott integral kiszamitasara.

Def. Legyen ®:x, =a<x, <x,<..<x,,<x,=b az [a,b] intervallum egy felosztisa, legyen

t,e[x,,, x;], egyébként ¢, tetszéleges [i =1, 2,3, ...,n], és legyen az f fliggvény korlatos az [a,b]

intervallumon. A 6, = Z f(t) (x; —x,_,) Osszeget az f ®-hez tartozd kozelitd sszegének nevez-
i=1

ziikk.[ 0, értéke nyilvan nem fiiggetlen ¢, megvalasztasatol!].

Megjegyzés: 6, definicidjabdl nyilvanvalo, hogy s, <G4 < S, .
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A korabbi tételek illetve a rendor-elv alkalmazaséaval a kozelitd Osszeg alabbi tulajdonséagai alla-

pithaték meg:

Tétel: Ha f integralhatd az [a,b] intervallumon, akkor tetszéleges (®,) végteleniil finomodo fel-

osztassorozatra a felosztdsokhoz tartozo tetszoleges kozelitd 0sszegek sorozata a hatarozott integral

értékéhez tart.

Tétel: fintegralhato az [a,b] intervallumon és az integralja I akkor és csak akkor, ha minden € >0
szdmhoz van olyan @ felosztas, melyhez tartozo tetszleges ¢ kozelitd Osszegre fennall az

| c—1 | < ¢ egyenlbtlenség.

IV.4. A hatarozott integral tulajdonsagai
IV.4.1. A hatarozott integral és a mtveletek kapcsolata

Tétel: Ha f integralhatd [a,b]-n és c tetszOleges valds szam, akkor cf is integralhatd [a,b]-n és

[ @dx=c- [f(x)dx.

Tétel: Ha f ¢és g integralhatdé [a,b]-n, akkor f+g is integralhato [a,b]-n és

[/ + @)@dr = [f@)de+ [go)dx.

Tétel: Ha f'¢és g integralhato [a, b]-n, akkor fg is integralhato [a,b]-n.
Megjegyzés: Eddig a differencial- illetve integralszamitas €s a miiveletek kapcsolatanal csupa olyan
esettel talalkoztunk, amelynél az Gsszeg-, szorzat- stb. fliggvény megfeleld szarmaztatott mennyisé-

ge kiszamithaté volt az eredeti fiiggvények megfeleld szarmaztatott mennyiségének segitségével.

b b b
Azonban f( f2)(x)dx nem szamithato ki _[ f(x)dx és fg(x)dx segitségével, pontosabban fogal-

mazva nincs olyan altalanosan érvényes eljaras, mellyel a szorzatfiiggvény integralja az eredeti

figgvények integraljanak segitségével kiszamithatd lenne. Ez mas szavakkal azt jelenti, hogy a két
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fliggvény integraljanak értéke nem hatarozza meg a szorzatfiiggvény integraljat. Ez egy egyszeri

példaval megmutathato.

Legyen példaul eldszor f(x) = g(x) E%, ¢s szamitsuk ki f, g €s fg hatdrozott integraljat a [0, 1]

1 1 1

. . 1 1

intervallumon. Nyilvanvalo, hogy I f(x)dx = I g(x)dx = 5 és I (fg)(x)dx = 2 Most legyen
0 0 0

f(x)=g(x)=x, és szamitsuk ki ugyanezen hatarozott integralok értékét. Itt most nem részletezett

1 1 1
szamitassal kapjuk: [f(x)dx = [g(x)dx ==, [(f2)(x)dx =~ . [A két integral érteke az egyenletes
0 0 0

W | —

1
2
felosztassorozathoz tartozo also illetve fels6 kozelitd osszegek sorozatanak hatarértékeként konnyen

1 1
. . 1
kiszdmithatd.] Azt kaptuk tehat, hogy mindkét esetben j f(x)dx = jg(x)dx = > de az els6 esetben
0 0
1 1 1 1 b
[ 0x)ete =~,» & masodik esetben [(72)x)dx =~ Ha lenne dltalinos képlet [(72)(x)elx ek
0 0 a

b b
I f(x)dx és I g(x)dx értékébdl torténd kiszamitasara, akkor mindkét esetben ugyanazt kellett vol-

na kapnunk. Azonban kiilonb6z6 eredményekhez jutottunk, igy nem létezhet az igényeinket kielé-

gitd altalanos eljaras.

A fentiekhez hasonlo tételt nem mondhatunk ki két fiiggvény hanyadosanak integralhatosagara, hi-
szen tobbek kozott azt sem tudjuk garantdlni, hogy ha f és g integralhatd [a,b]-n, akkor a

hanyadosfiiggvény korlatos [a,b]-n, igy /' és g integralhatdésdganak nyilvan nem kovetkezménye a
hanyadosuk integralhatdsaga. Viszont bizonyos feltételek teljesiilése esetén a hdnyados integralhato,

nevezetesen:

. . . .
Tétel: Ha g integralhat6 [a,b]-n, és itt | g | > ¢ >0, akkor — is integralhat6 [a,b]-n.
g

A fenti tétel és a szorzat integralhatésagara mondott tétel kovetkezménye:

Tétel: Ha f'¢s g integralhato [a, b]-n, és itt | g | >c¢ >0, akkor A is integralhat6 [a,b]-n.
g

Megjegyzés: Természetesen itt sincsen altalanos kiszadmitdsi mod, akarcsak a szorzatfiiggvény in-

tegraljanal.
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A fentiekkel szemben két, minden intervallumon integralhato figgvénybdl képzett dsszetett fligg-

vény nem sziikségképpen integralhato.

Legyen példaul
0, ha xirrac.
I R
X)= x)=
0, ha x %0 —hax=L[g>0,(p.g)=1]
q q

f(x) nyilvan integralhaté a [0, 1]-n, és mar lattuk, hogy itt R(x) is integralhatd. Viszont az

1, ha x irrac.

f(R(x))=D(x) :{ figgvény a Dirichlet-fliggvény, amir6l mar megmutattuk, hogy

0, ha xrac.

semmilyen [a,b]-n nem integralhato.

f(g(x)) integralhatosagara csak akkor kovetkeztethetiink, ha az integralhatésagon kiviil tovabbi

tulajdonsagokat feltételeziink f~rél és g-rol. Példaul:
Tétel: Ha g integralhatd [a,b]-n és f folytonos egy g([a,b])-t tartalmazd zart intervallumon, akkor

f(g(x)) is integralhato [a,b]n.

Tétel: Ha fintegralhato [a,b]-n, akkor | f | is integralhat6 [a,b]-n.

Megjegyzés: A tétel megforditasa nyilvanvaloan nem igaz. Legyen példaul

—1, ha x rac.

f(X)={

1, ha x irrac.
Ekkor | f | =1 nyilvén integralhaté minden [a,b]-n, de egyszerlien beldthatd, hogy f nem integral-
hat6é semmilyen [a,b]-n, mert [a,b] tetszOleges felosztasa esetén az also kozelitd 6sszegek a —b -

vel, a fels6 kozelitd osszegek b —a -val egyenloek, és a # b miatt a—b#b—a.
IV.4.2. Az integrél intervallumon valé additivitasa

Tétel: Ha fintegralhat6 [a,b]-n és [c,d] az [a,b] egy részintervalluma, akkor fintegralhato [c,d]-

nis.

Tétel: Ha f integralhatdo [a,b]-n és ce (a,b), akkor f integralhatdé [a,c]-n és [c,b]-n is, €s
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Umﬂzhmm+ymm.

Tétel: Ha [ integralhatd [a,c]-n ¢és [c,b]-n, akkor [ integralhato [a,h]-n és

jﬂ@ﬁ:]ﬂ@ﬁ+fﬂ@w,

Def. Legyen fintegralhaté [a,b]-n. Ekkor vezessiik be az alabbi hatarozott integralokat:

Legyen (]-f(x)dx = —J.f(x)dx , s legyen ]'f(x)dx =0.
b a a

A bevezetett Uj jeloléseinkkel illetve a hatarozott integral ,kiterjesztett” értelmezésével az alabbi

altalanos tételhez jutunk:
b c b
Tétel: I f(x)dx = _f f(x)dx + I f(x)dx, amennyiben az egyes integralok 1éteznek. [a, b és c tetszo-

leges valos szamok]
IV.4.3. Az integralhatosag elégséges feltételei
Tétel: Ha f monoton az [a,b] intervallumon, akkor fintegralhaté [a,b]-n.

Tétel: Ha f korlatos [a,b]-n, és [a,b] felbonthatd véges sok intervallumra, melyek mindegyikén f

monoton, akkor fintegralhato [a,b]-n.

Tétel: Ha ffolytonos [a,b]-n, akkor fintegralhato [a,b]-n.
Megjegyzés: Ez a tétel szamunkra igen fontos, mert az altalunk hasznalt fiiggvények nagy része

folytonos, igy az integralhatdsagot nem kell kiilon megvizsgalni ezek esetében.

Tétel: Ha f'korlatos az [a,b] intervallumon, és minden & > 0 esetén integralhatd az [a + d,b] inter-

vallumon, akkor integralhaté az [a,b]-n is.
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Tétel: Ha f korlatos [a,b]-n és itt véges szamu hely kivételével folytonos, akkor f integralhatd
[a,b]n.
Tétel: Ha f integralhatd [a,b]-n, g értelmezve van [a,b]-n és itt véges szamu hely kivételével

b b
g(x)= f(x), akkor g is integralhat6 [a,b]-n, és [f(x)dx = [g(x)dx.

Ez a tétel lehet6séget ad rd, hogy a fiiggvény integralhatdsagat kiterjessziik arra az esetre, amikor

az f fuggvény az [a,b] intervallum véges sok pontjdban nincs értelmezve, de az értelmezési tarto-
manyanak [a,b]-be esd részén korlatos. Legyen ugyanis g(x)= f(x) azokban a pontokban, ahol f
értelmezve van [a,b]-n, a maradék véges sok pontban pedig g értéke legyen tetszdleges. A korab-

ban mondott tételek szerint ha g integralhatd [a,b]-n, akkor a hatarozott integraljanak értéke nem
b b
fligg ezen véges sok pontban felvett fiiggvényértéktdl. Vagyis legyen _[ f(x)dx = j g(x)dx, ha g in-
tegralhato [a,b]-n, egyéb esetben pedig legyen fnem integralhat6 [a,b]-n.
Tehat 6sszefoglalva a hatarozott integral értéke nem valtozik, ha:
1. A fuggvény értékét véges sok pontban megvaltoztatjuk

2. A fiiggvény értelmezését véges sok pontban kiterjesztjiik

3. A fiiggvény értelmezését véges sok pontban megsziintetjiik
IV.4.4. A hatarozott integralra vonatkozd egyenl6tlenségek

Tétel: Ha [ integralhatdé [a,b]-n, és k< f(x)<K az [a,b] intervallumon, akkor

k(b—a)< [f(x)dx <K (b-a).

Tétel: Ha fintegralhat6 [a,b]-n, és k< f(x)< K az [a,b] intervallumon, akkor van olyan | szdm,

b
melyre k <u<Kés [f(x)dx=p(b-a).
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A tétel kovetkezménye az alabbi tétel:

b
Tétel: Ha ffolytonos [a,b]-n, akkor van olyan c € [a,b], melyre If(x)dx =f(c)-(b—a).

IV.5. A hatarozott integral és a teriilet kapcsolata

Ha az integrdl definicojat tekintjik ¢s egy koordinata-

rendszerben felrajzoljuk a fliggvény grafikonjat illetve az also és

felso kozelitd osszegeket, akkor lathatjuk, hogy az als6 kozelitd

Osszegek olyan téglalapok teriileteinek Osszegei, melyek az x ten-

gely, az x=a és x=b egyenesek valamint a fiiggvény grafi-
konja altal hatarolt sikidomon beliil vannak, a fels6 kozelité osszegek pedig olyan téglalapok terii-
leteinek Osszegei, melyek az emlitett sikidomot lefedik. [A ,,sikidom™-ot itt tagabb értelemben kell
venniink, hiszen példaul a nem folytonos fliggvények grafikonjai nem folytonos, nem Osszefiiggd
gorbék.] A sikidom teriilete [ha egyaltalan van ilyen] nagyobb, mint a benne levé téglalapok tertile-
tének Osszege, €s kisebb, mint az 6t lefedd téglalapok teriiletének Osszege. Ha a fiiggvény integral-
hatd, akkor csak egy olyan szam van, amely ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik, és ez a fiigg-
vény hatarozott integralja. Tehat az emlitett sikidom teriilete a hatarozott integrallal kell, hogy meg-
egyezzen abban az esetben, ha a fliggvény integralhato.

A fentiekben elmondottaknak szemléletes jelentéstartalma van. Mindenkiben van egy intuitiv el-
képzelés a teriiletrdl, a teriilet fogalmarol, és ezt vetjilk 0ssze az integralszamitas eddig megismert
eredményeivel. Azonban a teriilet fogalmat nem art megalapozni, mert nem teljesen egyértelmii,
hogy miért pont gy szamitjuk ki az egyes alakzatok teriiletét, ahogy tessziik. Erre van geometriai
illetve analitikus modszer is, de mindenképpen érdemes valahogy 6tvozni a kétféle targyalasi mo-
dot. Természetesen az ilyen modon torténd teriiletfogalom felépitése nem kell, hogy teljes matema-
tikai precizséggel torténjék. Azonban korabban az érintével kapcsolatban latszolag ellentmondéasba
keriiltiink a szemlélettel, ezért érdemes a teriilet azon tulajdonsagait kiemelni, amelyek vildgossa te-

szik, hogy a teriiletszamitasban miért hasznalhatjuk a hatdrozott integral kiszamitasat.

Az eddigiekben lathattunk mar néhany példat a hatérozott integral kiszamitasara. Erezhetd azon-
ban, hogy akar az also vagy felsé kozelitd osszegegekkel, akar a kozelitd osszegekkel vagy az osz-

cillacids Osszeggel torténd szamolasok elég bonyolultak és nehézkesek. A tovabbiakban olyan maod-
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szerrdl lesz sz6, amely leegyszertsiti az integral kiszamitasat.
IV.6. Az integrélfiiggvény

Def. Legyen f integralhatd [a,b]-n. Ekkor tudjuk, hogy minden a < x < b esetén f integralhato az

[a,x] intervallumon. Az I(x) = .[ f(H)dt fuggvényt az fintegralfiiggvényének nevezziik.

Tétel: Ha f'integralhato [a,b]-n, akkor fintegralfiiggvénye folytonos [a,b]-n.

Tétel: Ha f folytonos [a,b]-n, akkor fintegralfiiggvénye folytonos [a,b]-n, differencialhato (a,b) -
n,és I'(x) = f(x).

Ha a fenti tételt kicsit megvizsgaljuk, az alabbi érdekes kapcsolatot fedezhetjiik fel:

s

szont lattuk, hogy ha f folytonos, akkor I’(x) = f(x), vagyis a hatarozott integral értékét egy olyan

figgvénynek az intervallum szélein felvett fliggvényértékei kiilonbségeként kapjuk, melynek deri-
valtja a integraland6 fuggvény.

Ez a megfigyelés altalanosabban is igaz, nevezetesen:

Tétel: [Newton-Leibniz formula] Ha f integralhato [a,b]-n, F folytonos [a,b]-n, differencialhatéd
b
(a,b) nésitt F'(x)= f(x), akkor J.f(x)dx =F(b)-F(a).
Az F(b)— F(a) kifejezés szokasos jeldlése [F(x)]".

Példa:

1. Legyen f(x)=c.Szamitsuk ki a hatarozott integraljat az [a,b] intervallumon!

F(x) = cx -re teljesiil, hogy F’(x) = f(x). Tudjuk, hogy f folytonos, tehat f integralhato [a,b]-n,

b
igy a Newton-Leibniz formula értelmében J- fx)dx=F((b)-F(a)=c(b—a).
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2. Legyen f(x)=x'". Szamitsuk ki a hatdrozott integraljat az [1, 2] intervallumon!
Mivel f folytonos, fintegralhatd az [1, 2] intervallumon. Ha F(x) = %x” , akkor F'(x)= f(x). A

21—
11

2
Newton-Leibniz formula értelmében I f)dx=FQ2)-F(Q1) =
1

A példakbol is lathatd, hogy a Newton-Leibniz formula Iényegesen egyszerlibb szamolasi lehetd-
séget nyujt, mint az also illetve felsé kozelitd 6sszegek hatarértékének megadasa. Persze néha az is
nehézséget okoz, hogy talaljunk olyan fliggvényt, amelynek derivéltja az altalunk integralni kivant
fliggvény, de a legtobb, a kozépiskoladban eldforduld fliiggvény esetén viszonylag egyszerli modsze-

rekkel talalhatunk ilyet.

A Newton-Leibniz formula azt mutatja, hogy az integral- és differencialszamitas kozott kapesolat

all fenn. A tovabbiakban ezt a kapcsolatot vizsgaljuk meg.
IV.7. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

A Newton-Leibniz formula akkor alkalmazhato, ha f integralhaté [a,b]-n, és van olyan F fligg-

vény, melyre F'(x) = f(x). Vezessiink be egy uj fogalmat!

Def. Ha F differencialhat6 az (a,b)-n, és itt F’(x) = f(x), akkor F-et az f (a,b) -hez tartozd pri-

mitiv fiiggvénynek nevezziik.

Def. Ha F differencialhat6 az [a,b]-n, és itt F'(x) = f(x), akkor F-et az f [a,b]-hez tartozo primi-

tiv fliggvénynek nevezzik.

A Newton-Leibniz formula a primitiv fuggvény fogalmanak segitségével az alabbi alakban irhato

fel:

Tétel: [Newton-Leibniz formula] Ha f integralhatd [a,b]-n, itt van primitiv fiiggvénye és ez F’, ak-

kor ]-f(x)dx =F(b)—-F(a).
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Ezek utan rogton a kovetkezd kérdések meriilnek fel:
1. fmilyen tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy van primitiv fliggvénye?
2. Ha f-nek tobb primitiv fiiggvénye van, akkor ezek milyen kapcsolatban vannak egymassal?

3. Integralhatdsag és primitiv fiiggvény 1étezése kozott van-e dsszefiiggés?
Nézziik most az egyes kérdésekre a valaszokat!

Tétel: Ha f-nek van primitiv fiiggvénye [a,b]-n, akkor f rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal,
azaz fminden f(a) és f(b) kozti értéket felvesz az [a,b] intervallumon.

Megjegyzés: A Darboux-tulajdonsag sziikséges, de nem elégséges feltétel a primitiv fiiggvény léte-
zéséhez. Legyen ugyanis a [-2, 2] intervallumon f'a kdvetkezOképpen értelmezve:

f(x)_{x—z, ha 0<x<2

x+2,ha-2<x<0

Nyilvanvalo, hogy f'a [-2, 2] intervallumon minden f(-2) és f(2) kozé eso értéket felvesz, mert
f(=2)= f(2)=0, igy itt rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal. Viszont ha lenne olyan F' fiiggvény,
melyre F’'(x) = f(x) a [-2, 2] intervallumon, akkor F’(x) = f(x) teljesiilne példaul a [-1,1] in-
tervallumon, azonban nyilvanvald, hogy f itt nem rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal, mert itt

f(=1)=1¢és f(1)=—1 kozé eso értekeket egyaltalan nem vesz fel. Tehat f~nek nem Iétezik primitiv

figgvénye a [-2, 2] intervallumon.

Tétel: Ha ffolytonos [a,b]-n, akkor itt van primitiv fiiggvénye [példaul az integralfiiggvénye].
Megjegyzés: A folytonossag elégséges, de nem sziikséges feltétele a primitiv fiiggvény létezésének.

Erre majd késobb latunk példat.

Tétel: Legyen F az f fiiggvény primitiv fliggvénye az [a,b] intervallumon. G primitiv fiiggvénye f-
nek az [a,b] intervallumon akkor és csak akkor, ha van olyan ¢ konstans, hogy az [a,b] intervallu-

mon G(x)=F(x)+c.

A tételbdl lathato, hogy f primitiv fiiggvényei csak egy konstansban térhetnek el egymastol, tehat

ha f'egy primitiv fuiggvényét meghatarozzuk, megkaphatjuk az dsszes primitiv fliggvényét ennek se-
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gitségével. Most mar az is érthetd, hogy a Newton-Leibniz formulaban szerepld F primitiv fliggvény
miért lehet tetszOleges: ha ugyanis helyette egy G primitiv fiiggvényt irunk, akkor valamely c-re
G(x)=F(x)+c,és ezért

F(b)—F(a)=[F(b)+c]-[F(a)+c]=G(b)-G(a).

Def. Az f I intervallumhoz tartozé primitiv fliggvényeinek Osszességét az f hatarozatlan integralja-

nak nevezzilk, és [ f(x)dx -szel vagy roviden [ f -fel jeloljik.

Lathato, de nem art hangstlyozni, hogy az f fiiggvény kétféle integralja két teljesen kiilonb6z6 dol-
got takar: a hatarozott integral egy szdm, mig a hatdrozatlan integral adott tulajdonsagu fiiggvények

halmaza.
IV.8. Alapintegralok

Az un. elemi fiiggvények differencialasi szabéalyainak ismeretében kapjuk az un. alapintegralokat,
melyeket az elemi fliggvények derivaltjaihoz hasonloan tablazatba foglalhatunk [a tdblazatban a

primitiv fuggvény mellett fel van tiintetve az az intervallum, melyen a primitiv fiiggvény érvényes].

f(X) J.f(x)dx
o+l
x*, o0 =1 Y I x® értelmezési tartomanya
o+l
1
— In | X |+ ¢, I © (—0,0) vagy I < (0,+o0)
X
1 - arctg x +c¢, I C (—oo,+0)
14+ x

arcsinx+c¢, [ C [— 1, 1]

N
Al 1—x?
1
ﬁ arshx+c=1n‘x+w/ x2+1 ‘+c,1c(—oo,+oo)
X
1

T archx+c:1n‘ x+4 x° =1 ‘+c,[c(1,+oo) vagy I < (—o0,—1)
2

X

e’ e’ +c¢, I C(—o0,+ )
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f(X) J.f(x)dx
a +c,a>0,1 C(—o0,+00)
Ina
sin x —cosx+c, I < (—o0,+00)
Ccos X sinx +c, I C (—oo,+00)
1
. tgx+c,Ic((2k—1)£,(2k+1)£j
cos” x 2 2
sh x ch x+c, I C (—oo,400)
ch x sh x+c¢, I C (—oo,+o0)
1 th x+ ¢, [ C (—o0,+c0)
ch?x
1 -cth x+c¢, I © (—0,0) vagy I < (0,+00)
sh?x

IV.9. Kapcsolat a primitiv fiiggvény létezése €s az integralhatosag kozott

Tétel: Ha F" az [a,b]-n folytonosan differencialhaté [azaz a derivaltja folytonos], és az egyszerliség
kedvéért F(a)=0, akkor F(x)= J F'(t)dt , azaz ha az F fiiggvényt derivaljuk, majd a derivaltjat

integraljuk, visszakapjuk az eredeti fiiggvényt [vagy altaldnos esetben F(x)— F(a) -t].

Tétel: Ha f folytonos [a,b]-n, akkor di I f(®)dt = f(x), azaz ha a fuggvényt integraljuk, majd az
X

integralfiiggvényt derivaljuk, visszakapjuk az eredeti fliggvényt.

Megjegyzés: A fenti két tétel azt mutatja, hogy bizonyos értelemben véve az integralas és a deriva-

las egymasnak ,,inverz” miiveletei.

Ez a két tétel altalanosan is kimondhato:
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Tétel: Ha F differencialhatod [a,b]-n és F’ integralhatd [a,b]-n, akkor F(x) = IF "()dt + F(a) .

Tétel: Ha fintegralhato [a,b]-n és van primitiv fliggvénye [a,b]-n, akkor fintegralfiiggvénye diffe-

rencialhat6 [a,b]-n, és (a,b) minden pontjaban I'(x) = f(x).

Van-e szorosabb kapcsolat a primitiv fuggvény létezése és az integralhatdsag kozott? Az alabbiak-

ban megmutatjuk, hogy nincs.

Tétel: Ha f integralhatd [a,b]-n, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye
[a,b]n.
Ezt egyszerli megmutatni. Legyen példaul f(x)=sgnx, azaz

+1,hax>0
f(x)=40,hax=0
—Lhax<0

Nyilvanvald, hogy f integralhaté a [-1,1] intervallumon, de itt nem rendelkezik a Darboux-

tulajdonsaggal, igy nem létezik primitiv fiiggvénye.

Tétel: Ha f integralhato az [a,b]-n, integralfiiggvénye differencialhatod [a,b]-n, akkor ebbdl nem
kovetkezik, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye [a, b]-n.

Ennek igazolasahoz tekintsiik példaul az el6zd tételnél szerepelt f(x) =sgnx fliggvényt a [0, 1]
intervallumon. A kordbban mondottak értelmében f integralhaté a [0,1] intervallumon, mert egy
pont kivételével folytonos, €s integralfiiggvényének értéke minden 0 és 1 kozé esd x-re megegyezik
a g(x)=1 fiiggvény integralfiiggvényével. Tehat f integralfiiggvénye [0, 1] intervallumon differen-
cidlhato, ¢s derivaltja a g(x)=1 fuggvény. Viszont f nem lehet semelyik fiiggvénynek a derivaltja a
[0,1] intervallumon, mert itt nem rendelkezik a Darboux-tulajdonsaggal.

Ugyanez fennall az R(x) Riemann-fiiggvényre is. Kordbban mar szerepelt, hogy R(x) integralhatd
a [0, 1] intervallumon, ¢&s itt a hatarozott integralja 0. Kénnyen belathato, hogy R(x) tetszéleges in-
tervallumon integralhato, €s itt hatarozott integraljanak értéke 0. Ennek megfelel6en pl. a [0, 1] in-
tervallumon R(x) integralfiiggvénye az [(x)=0 fliggvény, ami differencialhato, és derivaltja

I'(x) =0. A Darboux-tételt felhasznalva pedig belathatd, hogy R(x)-nek nem létezik a [0, 1] inter-
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vallumon primitiv fliggvénye, sOt az is igaz, hogy semmilyen intervallumon nincs primitiv fliggvé-

nye.

Tétel: Ha f-nek van primitiv figgvénye [a, b]-n, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy f integralhato is
[a,b]n.
Ennek megmutatisahoz olyan F fiiggvényt kell keresniink, amely valamely [a, b]-n derivalhato, de

a derivaltja nem integralhatd. Ilyen példaul a [-1, 1] intervallumon az
31
F(x) = | X |2 -sm;,hax;t 0
0,hax=0
1

1
fiiggvény. Ha x<0, akkor F’(x)= —%(—x)2 sinl—(—x) 2 cosl, ez a masodik tag miatt nem
X X

1 1

korlatos, ha x>0, akkor F’(x) = Exg sin——x 2 cos—, ez a masodik tag miatt szintén nem korla-
X X

tos. Kénnyen megmutathatd, hogy F’(0) is létezik, tehat F differencialhato a [—1, 1] intervallumon,
de a derivéltja nem integralhatd, mert nem korlatos.
Megjegyzés: Megadhatd olyan fuggvény is, mely differencialhatd valamely [a,b]-n, itt a derivaltja

korlatos, de mégsem integralhato.

Tétel: Ha fintegralhatd [a,b]-n és itt van primitiv fiiggvénye, akkor ebbdl nem kovetkezik, hogy
folytonos is.

Ennek megmutatasahoz tekintsiik a [—1, 1] intervallumon az

2xsinl—cosl,hax #0
S(x)= x x
0,hax=0

figgvényt. faz x =0 kivételével mindeniitt folytonos, és korlatos a [—1, 1] intervallumon, tehat itt

integralhato. f-nek primitiv fiiggvénye is van, mégpedig

x’ sinl,hax #0
F(x)= X

0,hax=0
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IV.10. Integralasi szabalyok

A Newton-Leibniz formula segitségével kapcsolatot talaltunk a primitiv figgvény illetve a hataro-
zott integral kozott. Altalaban olyan fliggvények hatarozott integraljat szamitjuk ki, melyek eleget
tesznek a Newton-Leibniz formula feltételeinek, ezért érdemes néhany olyan szabalyt illetve mod-

szert végigtekinteni, amely a primitiv fiiggvény megkeresésében van segitségiinkre.

Tétel: [Parcidlis integrdlds szabdlya] Ha f és g differencialhato az I intervallumon, és itt fg’ pri-

mitiv fiiggvénye létezik, akkor fg primitiv fiiggvénye is létezik és I fg=fg- I fg'.

Példa:
Hatdrozzuk meg x -sin x primitiv fiiggvényét!

Legyen f(x)=-cosx és g(x)=x. Ekkor f’(x)=sinx, g’(x)=1, tehat a fenti jelolésekkel

Ixsin Xdx =—xcosx — I(— cosx)dx =—xcosx+sinx+c.

Tétel: [Parcidlis integrdlds szabdlya] Ha f és g differencialhaté az [a,b] intervallumon és itt [ és

g’ integralhaté, akkor [/'(x)g(x)dx =[f(x)g()], — [f(x)g (x)dx .

Példa:

Szamitsuk ki e* cosx hatarozott integraljat a [0,27] intervallumon!

Legyen f(x)=e", g(x) =cosx.Ekkor f{x)=e", g’(x) =—sinx. Azaz a fentiek szerint

27 2n

2 .
Ie* cos xdx =[e” cosx],” + Ie* sin xdx
0 0
Hasonloéan kapjuk, hogy
27 27
X X 2 P

J'eY sin xdx = [e” sinx];" — J‘eY cos xdx .
0 0

Azaz az el6z06 kifejezésbe visszahelyettesitve
2r 2n
P 2 . 2 P
jeY cosxdx =[e" cosx],” +[e" sinx];" — IeY cos xdx
0 0
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2r

2 Ie’” cos xdx =[e* cos x].” +[e* sinx];" =e”" —1

0

2 1
Je’” cos xdx = —[e”™ —1]
0 2

Tétel: [Helyettesitéssel valo integrdaldas modszere] Ha g(x) differencialhatd az / intervallumon,
f(x) primitiv fiiggvénye létezik g(I)-n és ez F(x)+c, akkor f(g(x))- g’(x) primitiv fiiggvénye
is létezik I-n és '[f(g(x)) -g'(x)dx=F(g(x))+c.

Megjegyzés: A tételt kétféle mddon hasznalhatjuk fel. Egyszer igy, hogy valamely f fiiggvény pri-
mitiv fiiggvényét keresve egy olyan g fiiggvényt keresiink, melyre az f(g(x))- g’(x) primitiv fiigg-
vénye konnyen megadhatd, és ebbe g inverzét irva megkapjuk a keresett, f~hez tartozd primitiv
fliggvényt. Masodszor pedig gy, hogy adott valamely f fliggvény, melynek ismert a primitiv fiigg-
vénye, €s az f(g(x))- g’(x) fiiggvény primitiv fliggvényét keressiik. Itt most az elsé modszerre 14t-

hatunk példat.

Példa:

Hatérozzuk meg / 1—x” primitiv fiiggvényét a [0, 1] intervallumon!
Legyen f(x)=+ 1-x> ¢és g(x)=sinx [g(x) a [0,%} intervallumon valtozik, ha f(x) a [0, 1]

intervallumon]. Ekkor f(g(x))-g’(x) =4/ 1—sin’x -cosx =cos’x.

i 2sin 1 —sin?
Icoszxdx='[1+C052xdx=f+5m2x+ X X4/ X

==+ +c=F +
2 24 T 4 c=Flgl)te

Ahhoz, hogy f primitiv fiiggvényét megkapjuk, az F(g(x))-be g~'(x)-et, azaz jelen esetben x he-

arcsin x

lyébe arcsin x -et kell irnunk. Ekkor az F(x) = +x4y/ 1-x* +c fliggvényhez jutunk.

Megjegyzés: A szabaly latszolag bonyolult, nem talzottan kovethetd. Viszont a mddszer egyszeri-
sithetd bizonyos technikai triikkkokkel, melynek végén a helyes eredményt kapjuk. [Ez az un. , fizi-
kus mddszer”, mert a fizikusok a gyakorlati szamitasok soran ezt alkalmazzak.] Lassuk tehat, ho-

gyan lehet egyszeriisiteni a szamolast!
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I y 1=x7 dx értékét kell kiszamitanunk. Vezessiink be 0j véltozét, x =sinz helyettesitéssel. Ek-

kor mindkét oldalt ,,differencidlva” a % =cost egyenlOdséget kapjuk, az egyenldség mindkét olda-

lat dt-vel ,,megszorozva” dx = costdt. Ezt visszairjuk x illetve dx helyébe, és ekkor az alabbi for-

mat kapjuk:
_ t 2sint4 1—sin’¢ i
j«/l—xz dxzqul—smzt costdtzjcosztdt=5+ 2 +c=arczmx+x1/1—x2 +c

Lathat6 tehat, hogy egyrészt az 0j valtozo bevezetésével sokkal attekinthetobbé valik a szamolds,
masrészt az alkalmazott technika jobban kovethetové teszi, hogy az egyes kifejezések hogyan val-
toznak a szamolds soran, illetve ennek segitségével allapithatjuk meg, hogy egyaltalan mit is kell
csinalni.

Nagyon fontos azonban megjegyezni, hogy ez itt pusztdn szimbolikus szamitasi mddszer, a %
fliggvény dt-vel vald ,,megszorzasanak™ illetve a dr-vel vald ,,egyszeriisitésnek konkrét matemati-
kai jelentése nincs. Az egyszeriisége ¢s attekinthetdsége azonban amellett szo6l, hogy alkalmazzuk,
¢s hasznaljuk a kozépiskolas feladatmegoldas esetén is. A tanitasa illetve alkalmazasa soran azon-
ban mindig hangsulyozni kell a szimbolikus jellegét, csakiagy, mint példaul a ,,végtelen” szimbolu-

manak bevezetésekor.

A tétel hatarozott integralra is kimondhatd. Mivel lattuk, hogy egyszeriibb ¢s attekinthetdbb uj

valtozé alkalmazasa a jelolésben, a tételt mar ilyen formaban mondjuk ki.

Tétel: [Helyettesitéssel valo integrdalds modszere] Ha g differencidlhat6 az [a,b] intervallumon, f
integralhaté g([a,b])-n és itt van primitiv fiiggvénye, valamint f(g(¢))- g’(¢) integralhat6 [a,b]-n

g(b) b
és itt van primitiv fiiggvénye, akkor [ f(x)dx = [£(g(t))- g (t)dt

g(a) a
Példa:

I
2

Szamitsuk ki az I sin2¢ - e°* 'dr integral értékét!
0

A megoldas soran a korabban hasznalt ,,fizikus médszert” fogjuk alkalmazni. Legyen x =cos’ !
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Ekkor dx =-2cost¢sintdt = —sin 2tdt . Azaz

3 0 |
et sin 2tdt = — (e - (=sin2¢) dt = — [e*dx = [e*dx =[e* ], =e—1

X

S

dx 1 0

A helyettesités utani hatarokat ugy érdemes megallapitani, hogy megnézziik, milyen értékek kozott

véltozik a helyettesitett kifejezés illetve ennek megfelelden az 0j valtozo. Jelen esetben x = cos’ ¢,
, . , . 2 2 , 2 . ” . , . .
ha ¢ 0-tol E-lg valtozik, akkor x =cos” ¢ cos” 0-tol cos 5-1g, azaz 1-t6l 0-ig valtozik. Itt, mint

lathato, el6fordulhat, hogy ,,forditott irdny1” integralt kapunk, azaz az integral alsé hatara nagyobb,

mint a fels6é, de ez csak egy negativ eldjelet jelent, tehdt nem okoz gondot.
IV.11. Néhany példa hatdrozatlan integral kiszamitasara

Az el6z6 integralasi szabalyok modot adnak arra, hogy az alapintegralok vagy bizonyos fliggvé-
nyek primitiv fliggvényének ismeretében tovabbi fliggvények hatdrozatlan integraljat kiszamitsuk.
Azonban, mint az lathat6 lesz a kés6bbiekben, néha olyan nehézségekbe iitkoziink, mellyel a diffe-
rencialszamitas soran nem taldlkoztunk. Ennek oka abban rejlik, hogy a differencialasi szabalyokbol
kideriil: az un. elemi fiiggvények [konstans, x, sinx, cosx, Inx, e* fliggvényekbdl és ezek inverzeibdl
a négy alapmiivelet illetve az Osszetett fliggvény képzés véges sokszori alkalmazasaval eldallitott
figgvények] derivaltja meghatarozhatd, és ez a derivalt is elemi fiiggvény. Ezzel szemben a primitiv
figgvény megkeresése nem miikddik ilyen ,,receptszerlien”, a legtobb esetben kiilon otlet kell ah-
hoz, hogy az integralési szabalyokat hogyan alkalmazzuk, pl. milyen helyettesitd fliggvényt valasz-
szunk. Ennek az az oka, hogy nem minden elemi fiiggvény primitiv fiiggvénye elemi fuggvény.
Ilyenek példaul a sinx*, cosx’, e fiiggvények. Ezeknek nyilvan létezik primitiv fiiggvényiik,
mert folytonosak, am mégsem adhatok meg elemi fiiggvényként. Altalanos modszer primitiv fiigg-
vény keresésére tehat nem adhato. Vannak azonban olyan fliggvények, amikor tigyes helyettesitéssel
vagy megfeleld atalakitassal mar ismert primitiv fliggvényre vezethetd vissza a hatarozatlan integral

megkeresése. Nézziink erre néhany példat!

1 . . :
1. Keressiik meg az PR fiiggvény hatarozatlan integraljat a [2, o) intervallumon! [az egy-
X 4+x-

szerliség kedvéért valasztottuk pont ezt az intervallumot; mashol a médszer hasonldoan miikoddik]

A nevezd szorzatta alakithaté: x> +x—2=(x+2)(x—1). A nevezd szorzatalakjit felhasznalva a
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. : 1 (1 1
tortet két tort 6sszegére tudjuk bontani: — == - Tehat
x“+x-2 3\x-1 x+2

1 1 1 1 1 1
—dx=— || —-— dx=—In(x—-1)—=In(x+2)+c
J.x2+x—2 3I(x—1 x+2] 3 ( ) 3 ( )

Hasonldan kaphatjuk meg olyan racionalis tortfiiggvények hatarozatlan integraljat, melyek neve-
z0je masodfoku és két valds gyoke van, a szdmlaloban pedig egy konstans 4all. [A két valos gyok

esetébe a kettds gyokot is beleértjiik. ]

2x + . . .
2. Keressiik meg a 2x—52 fiiggvény hatarozatlan integraljat a [2, o) intervallumon!
+

frjuk fel a tortet két tort osszegeként:

2x+5 2x+5 2(x+2)+1 2 N 1
XHx=2 (x+2)(x-1) (x+2)(x-1) x-1 (x+2)(x=1)

Az elézdekben mar lattuk, hogy jﬁ dx = %ln(x ) —%ln(x +2)+c  és
X+ X —

| ( 2 5 dx =21In(x — 1)+ ¢ . Ebbél azt kapjuk, hogy
x_

j—zx” 2dx:21n(x—1)+%ln(x—1)—%ln(x+2)+c=%ln(x—1)—%1n(x+2)+c

2
X" +x-

Hasonldan kaphatjuk meg olyan racionalis tortfiiggvények hatarozatlan integraljat, melyek neve-
z8je két valos gyokkel rendelkezd masodfoku, a nevezdje pedig elsé foku polinom. [A két valds

gyok esetébe a kettds gyokot is beleértjiik. ]

3. Keressiik meg a fiiggvény hatarozatlan integraljat!

xt+x+

A nevezonek nincs valos gyoke, ebben az esetben tehat nem miikodik az el6zéekben alkalmazott
modszer. Alakitsuk at ugy a tortet, hogy a szamldléban a nevezd derivaltja szerepeljen!

x+2 1 2x+1+43 1 2x+1 +§. 1
x4+l 2 xP+x+1 2 xP4x+1 2 xP4x+1

Konnyen ellendrizhetd, hogy

Iﬂ dx = In(x* + x +1)+ c¢. Meg kell tehat hatrozni 2; hatarozatlan integraljat. Eh-

x2+x+1 x4+ x+1

hez alakitsuk at a tortet!
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1 _ 1 _4 1 _4 1
X’ 4 x+1 ( 1)2 3 3 4 ( 1]2 2 1Y
X+ | +— —lx+—-| +1 —x+—| +1
2) 4 3 2 BB
Tehat I%dx=i~ I;zdx. Helyettesitsiink tzix+i-at, ekkor
x“+x+1 3 [ 1] 1 3 3
—x+—=| +
N

g-[; 443 ! dtziarctgt+c

[2 IJZ 3 2 P+ 3
LI
3

+2
Tehat a végeredmény: J' 2x

——dx =lln(x2 +x+1) +\/§-arctg
x“+x+1 2

3T
Hasonldan lehet kiszamitani olyan raciondlis tortfliggvény hatarozatlan integraljat, melynek neve-

z0jében olyan mésodfoku polinom 4ll, melynek nincs valds gyoke, és a szamlalo elsé vagy masod-

fok polinom.

x _ 2x

4. Keressiik meg az ¢ figgvény hatarozatlan integraljat a (0,e) intervallumon!

2x

1
Helyettesitsiink 7 = e*-et! Ekkor x=1In7, dx=-dr.
t

x _ 2x _ 2 _
[“—ar= j’ & L= IM-ldm J.;dt=1n(1+t)+c=ln(1+ex)+c
e -1 ¢ (A—-0)(1+1) ¢ (1+1)

Ha e* racionalis tortfliiggvényét kell integralni, akkor a ¢ = e* helyettesités racionalis tortfiiggvény

integralasara vezet.

1 . .
5. Keressiik meg az ——  fiiggvény hatarozatlan integraljat!
5—4cosx

Helyettesitstink t:tg%—t. Ekkor x=2-arctg?, dx= dt . Haszndljuk még fel, hogy

1+ ¢2
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-t 112
cosx =——=  azaz cosx:1 =
1+t 2 X + ¢
g 2
1 1 2 2 2 2 X
—dx = . dt = dt = —arctg 3t + ¢ = —arctg| 3tg— |+c¢
J~5—4cosx '[ -2 1+¢° J.1+9t2 3 8 3 g( gZJ

2
1+¢

Abban az esetben, ha az integralando kifejezés sinx illetve cosx raciondlis tortfuggvénye, akkor a

X
X 2 1-tg’ b 1=t
t=tg—, x=2-arctgt, dx = —-dt helyettesités COSX = = > és
2 1+1¢ 2 X 14t
I+tg”—
X
2tg —
Cos X = r = " figyelembevételével raciondlis tortfiiggveény integralasara vezet.
I+tg” —

Megjegyzés: Alacsonyabb foku racionalis tortfiiggvényre vezetd helyettesités lehetséges abban az
esetben, ha sinx illetve cosx racionalis tortfiiggvényében a szamlald és a nevezd minden tagjaban

sinx illetve cosx kitevOjének Osszege paros, vagy ha minden tagban pdratlan. Ekkor a

1 .. tgx .. . 1z
COS X = ——-— €5 sinx = ——=——= Osszefiiggések felhasznalasaval az u = tgx, x = arctgu,
N 1+tg’x N 1+tg’x
dx = —du helyettesitéssel szintén racionalis tortfliggvény integralasahoz jutunk.

1+u

IV.12. Az integralszamitas alkalmazésai. Teriilet- és térfogatszamitas

Korabban mar esett sz6 arrol, hogy ha az f fiiggvény integralhato az [a,b] intervallumon, akkor az

f grafikonja, az x=a és x =b egyenesek valamint az x tengely altal hatarolt sikidom teriilete az

b
I f(x)dx hatarozott integral értékével adhatdo meg. Ez most bizonyitas nélkiil szerepel, mert a terii-

a

letszamitas felépitése nem kapcsolddik szorosan a témankhoz, de az integralszamitast fel fogjuk
hasznalni kiilonb6z6 alakzatok teriiletének kiszamitasara.
Miel6tt azonban ratérnénk erre, tenniink kell egy megjegyzést. Az integralszamitassal kapott terii-

let un. eldjeles teriilet, mégpedig értéke negativ, ha a sikidom az x tengely alatt, pozitiv, ha az x ten-

s



Magyar Zsolt: Analizis a kozépiskolaban 99. oldal

hat6.] Ezek alapjan elképzelhetd, hogy egy sikidom teriiletére 0-t kapunk, ha azt integrallal szdmit-
juk ki, holott valdjaban a kérdéses teriilet nagysaga nem 0. [pl. f(x) = x grafikonja, az x=—1 és az
x =1 egyenesek valamint az x tengely altal hatarolt sikidom teriilete 1, mig az integralszamitéssal
kapott teriilet az elojeles értékek miatt 0.] Ezt tehat a gyakorlati alkalmazasok soran figyelembe kell
venniink: azt a sikidomot, melynek teriiletét meg akarjuk kapni, olyan részekre kell bontanunk,
amelyek teljes egészében az x tengely alatt illetve felett helyezkednek el, majd ezek teriiletének ab-

szolut értékét kell 6sszegezni.

IV.12.1. A kor teriilete

Nyilvanvald, hogy a teljes kort mint fiiggvényt nem tudjuk értelmezni. Szamitsuk ki tehat a félkor

tertiletét!
Az R sugart, origd kozéppontt félkort az f(x)=+ R>—x" fiigg-
vény grafikonja és az x tengely hatarolja. Mivel ez végig az x tengely
R R

R
felett van, ezért a teriilete 7 = [ R> —x? dx.
-R

Helyettesitsiink x = Rsin@, dx = Rcos @d@-t. Ekkor x értéke —R-t6] R-ig, ¢ értéke —g -t6l g-ig

valtozik. Itt cos@ = 0, tehat

T

R 2 3 - =
.W R —x* dx= I\/ R’ —R*sin’ @ - Rcos@dp = '[chosz odo =R’ ~[9+MT =R’ g
-k i i 2

2 2

2 4

)
1V.12.2. Korcikk teriilete

Legyen az R sugart origd kozéppontu korcikk koézépponti szoge o. Ek-
kor a korcikket az x tengely, az x - tgo. (x€ [0,Rcosa]) ésa 4/ R® —x’

(xe[Rcosa,R]) fliiggvények grafikonjai hataroljak. A korcikk teljes

S

Recoso. R egészében az x tengely felett van, tehat teriiletét a

Rcosa R
T= jx~tg(x dx + j\/Rz — x” dx kifejezés adja meg.

0 Rcosou
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Az els6 integral egy egyszerii linearis fliggvény integralja, a masodikat pedig lényegében az el6z6
feladatban kiszdmitottuk, csupédn a hatarok valtoztak meg az ottani értékhez képest. A teriiletre az

) , R* . ,o R . , o, )
integralok kiszamitasavala T = Tsm 200+ R E—Tsm 200=R 5 értéket kapjuk.

IV.12.3. Két integralhatd fiiggvény grafikonja kozti sikidom teriilete

Legyenek f és g az [a,b] intervallumon integralhatd fliggvé-

nyek, ¢s legyen [a,b] minden pontjaban f(x) = g(x)>0. Ha-

tarozzuk meg az x=a ¢és x=b egyenesek valamint a két

fiiggvény grafikonja altal hatérolt S sikidom tertiletét!

Legyen @ az [a,b] intervallum tetszbleges felosztasa! Jelolje s4,(f) és S (f) az f~hez tartozo al-
so illetve felsé kozelité osszegeket, hasonldan ehhez s,(g) és S, (g) jelolje g-re vonatkozdan
ugyanezeket a mennyiségeket! Nyilvanvald, hogy ha képezziik az S, (f)—s4(g) kiillonbséget, ak-
kor ez a kiszamitani kivant teriiletnél nem kisebb, hiszen ez a kiilonbség olyan téglalapok teriileté-
nek Osszegét jelenti, melyek lefedik az S sikidomot [ez az 4brardl leolvashatd]. Tehat, ha a kisza-
mitando teriiletet 7-vel jeloljik, akkor T <S8,(f)—s4(g). Hasonléan kapjuk, hogy
Se(f)—S4(g)<T, hiszen az s4,(f)— S, (g) kiilonbség olyan téglalapok Osszegét jelenti, melyek
egymasba nem nyuldak, és az S sikidom belsejében vannak.

Tehat az [a,b] intervallum tetszéleges @ felosztasa esetén sq,(f) =S¢ (2)T <S4 (f) —54(g) . Le-

gyena (@) az [a,b] intervallum felosztasainak egy végteleniil finomodo sorozata. Ennek minden

tagjara fennall az s, (f)—Se ()T <S, (f)—s4 (g) egyenldtlenség. Figyelembe véve, hogy

b b
lims, (f)=1imS, (f)=[f()dx & lims, (g)=1imS, ()= [g(x)dr azt kapjuk, hogy

b b b b
[fG)de— [g(x)dx <T < [£(x)dx — [g(x)dx. Mivel az egyenlétlenség két szélén allo szam meg-

a a

egyezik, ezért mindentitt egyenldség van, azaz

T = [Feds [e(ds = (7 - @)oo
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IV.12.4. Forgastest térfogata

A térfogatszamitas esetén hasonld modszert alkalmazhatunk, mint az el6z6 pontban tettiik. A tes-
tek térfogatanak meghatarozasahoz a testbe illetve a test koré mar ismert térfogati alakzatokat raj-
zolunk, ezek térfogatanak segitségével a keresett térfogatot alulrol illetve feliilrdl becsiiljik. Ismert-
nek vessziik a kocka, a sokszogalaptl egyenes hasab illetve a henger térfogatat: ezek az integralsza-
mitas ismeretei nélkil is, a sorozatok és a hatarérték-szamitas segitségével is meghatarozhatoak il-

letve definialhatoak.

Def. Legyen f(x)=0 ¢é&s folytonos az [a,b] intervallumon. Forgastestnek nevezzikk az
A= {(x,y,z)|a <x<b,y’*+z* < f7(x)} ponthalmazt.

Megjegyzés: A definicié szemléletesen azt jelenti, hogy ha az f fuggvény grafikonjat az x tengely
koriil megforgatjuk, akkor ez egy feliiletet ir le; e feliilet illetve az x=a és x = b egyenletili sikok

altal kozrefogott térrészt nevezziik forgastestnek.

Szamitsuk ki a fenti médon definialt forgéstest térfogatat!

Vegyiik az [a,b] intervallum egy ®:a=x,<x, <..<x, =b felosztasat. Mivel f folyt [a,b]-n,
ezért minden [x,_, x;] intervallumon létezik maximuma illetve minimuma, ezeket jel6lje rendre M,
illetve m,. Ha tekintjiik az x = x, egyenletii sikokat, akkor ezek a forgastestet x;, —x, , vastagsagu
»szeletekre” vagjak fel. Egy-egy ilyen ,,szelet” AV, térfogatét feliilrdl tudjuk becsiilni egy 6t tartal-
mazo x, —x,, magassagu, M, alapkor-sugarti henger térfogataval, alulrol tudjuk becsiilni egy
X; —x,_, magassagu, m, alapkor-sugaru, a ,,szelet” altal tartalmazott henger térfogataval. Ezeket fi-

1

gyelembe véve a AV, térfogatra a m n(x, —x, ) <AV, < M m(x, —x,,) alsé illetve felsd becslést,

a forgastest ZAV,. =V térfogatara a Zmizn(xi -x_)sV < ZM In(x, —x,,) alsé illetve felsd
i=1 i=1

i=1

becslést kapjuk. Mivel f folytonos [a,b]-n, ezért £ is folytonos [a,b]-n, tehat itt integralhato.
Masrészt f(x) >0 miatt igaz, hogy az [x, ,, x,] intervallumon f* maximuma illetve minimuma
megegyezik f maximumanak illetve minimumanak négyzetével, azaz M -tel illetve m; -tel. Ekkor
a V-re kapott also illetve felsé becslés éppen az f° -1 fiiggvény @ felosztashoz tartozé also illetve

felsé kozelitd osszege. Mivel a becslés igaz minden @ felosztdsra és £ -m integralhatd, csak egy
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b
olyan szam van, amely megfeleld, tehat V' = - I £ (x)dx.

a

Megjegyzés: A forgastest térfogatat szemléleten alapuld okoskodassal kaptuk meg. A kozépiskola-

ban ez elfogadhat6é gondolatmenet, noha matematikailag nem teljesen preciz. Itt az integralszamitas

egy alkalmazasat lattuk, melynek célja a megszerzett ismeretek felhasznaldsa bizonyos célokra, eb-

ben a szemlélet segitségiinkre volt. A tovabbiakban tobbszor fogjuk alkalmazni ezt a mddszert tes-

tek térfogatanak kiszamitasara.

IV.12.5. Az egyenes korkup térfogata

Az r alapkor-sugaru, m magassagu egyenes korkup olyan forgastest, mely

az f(x)= T figgvény [0,m] intervallumon vett grafikonjanak x tengely
m

_____5._____

e

m 2 m m 2 3 2
v ]2 aven szdmr_.[x_} S

Vv

kortli megforgatasaval keletkezik. Ennek megfeleléen a térfogatit a

m 2
V=n- j(i x) dx kifejezés értéke adja meg.

o\m

2 2

—

2
m 0 m

o\m

IV.12.6. A gomb térfogata

Az R sugari gobmb olyan forgastest, mely az f(x)=+ R> —x* fiigg-

s vény [-R, R] intervallumon vett grafikonjanak [félkor] x tengely koriili

N

megforgatasaval keletkezik. A térfogata:

R
V=m- 1](1/ R*—x* )za’xzn- 1]‘(R2 —xz)a’x:w[sz—x%} =§R3TC
-R -R -R
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IV.12.7. A gula térfogata

Allapitsuk meg el6szor egy haromoldalii gula (tetraéder)
térfogatat!

Legyen a gula alaplapja az ABC haromszog, csucsa a D
pont. Vegyilk a gulanak az alaplappal parhuzamos, D-t6l x

tavolsagban levo sikmetszetét. Ez a metszet egy haromszog,

amely hasonld az alaplaphoz, a hasonlosag aranya i, ahol
m

m a gula ABC alaplaphoz tartozé magassaga [ezt a keletkez6
¢s az eredeti tetraéder hasonlosagabol kapjuk]. Ha a metszetharomszog teriiletét #(x)-szel, az alap-

2 2
lap teriiletét -vel jelsljik, akkor #(x)=1¢- (1j =1
m m

Osszuk most fel a gula magassagat »n részre az X, = D, X, X,, ..., X, pontokkal [jelolje az X,D
tavolsagot x, ], és tekintsiik a gula ezen osztopontokon atmend, alaplappal parhuzamos sikmetsze-
teit. Ezek a sikmetszetek ,,szeletekre” vagjak a gulat, melyek magassaga x, —x, . Egy ilyen ,,szelet”
térfogatat feltilrél becstilhetjiik az alaplapjara felfelé allitott x; —x, , magassagu hasab térfogataval,

mely hasab tartalmazza a gtila adott szeletét [azért van ilyen, mert a guila ,,felfelé keskenyedd”; ez a

hasab a gulatdl fiiggden lehet egyenes vagy ferde hasab]. Ennek a hasdbnak a térfogata

t(x,)-(x;, —x,_,), tehat a gula térfogatat a Zt(xi) -(x; —x,_,) Osszeggel becsiilhetjiik feliilrél. Ehhez
i=1

hasonloan egy ,,szelet” térfogatat a feddlapjara lefelé allitott, a ,,szelet” belsejében levd egyenes

vagy ferde hasab térfogataval tudjuk alulrdl becsiilni. Ennek megfeleléen a gula térfogatara also
becslést ad a Z t(x,_)-(x;, —x,_,) Osszeg. Azaz a glla V térfogatara a
i=1

n

Zt(xifl)'(xi -x,) SV < Zn:t(xi)'(xi —Xi)

i=1
egyenlétlenséget kapjuk, tetszéleges X, =D, X,,X,,..., X, osztdpontok esetén, tetszOleges n-re.
2

Figyelembe véve, hogy a #(x) = t~x—2 figgvény szigoruan monoton né és integralhato a [0,m] in-
m

2

tervallumon, a gula térfogatara adott als¢ illetve felsé becslések éppen a #(x) = t~x—2 alsé illetve
m
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fels6 integralkozelitd osszegei a [0,m] intervallumon. Mivel csak egy olyan szam van, amely az al-

so illetve fels6 kozelitd osszegek koze esik, és ez a hatarozott integral, ezért
m m 2 3" 1
V= It(x)dx: J‘t~x—2dx:%~ 2 ==tm
0 0 m m 3], 3
Ehhez hasonldan kozvetlentiil kiszamithatjuk tetszéleges sokszog alapu gula térfogatat, de a ha-
romszog alapu gula térfogatanak ismeretében egyszeriibb modon, a sokszog alapt guldkat hadrom-
szog alapu guldkra darabolva is megadhat6 a térfogatuk.
IV.13. Az integralszamitas alkalmazasai. Alakzatok tomegkozéppontja

IV.13.1. Rud tomegkozéppontja

Ha adottak az x tengelyen az x,,x,,...,x, pontokban az m ,m,,...,m, tomegpontok, akkor ezek

mx, +myx, +..+m,x

tomegkdzéppontjanak koordinatdjat az x,, = = kifejezéssel adhatjuk meg. Mi

m, +m, +..4m,

a helyzet azonban akkor, ha nem tomegpontokrol, hanem egy folytonos tomegeloszlasu, / hosszusa-
gu radrol van sz6? Legyen a rad stirliségfiiggvénye f(x) [f folytonos és pozitiv a [0,/] intervallu-
mon]. Osszuk fel a ,,rudat” [azaz a [0,/] intervallumot] »n részre az x, =0<x, <x, <..<x, =/
osztopontokkal. A rud i-edik intervallumba es6 darabjanak tomege m, = f(o;)-(x;, —x, ), ahol o,
valamely x, , és x;, kozé es6 szam. A tomegpontrendszer tomegkozéppontjanak definicidja értel-
mében a rud tomegkozéppontja [az m, tomegeket az o, pontokba helyezve]:

iai.ml_ iai.f(ai).(xi_xi—])

X

thp — n - n
Zmi Zf(ai)'(xi_xifl)
i=1 i=1
Mivel f folytonos, ezért a szamlaloban az x- f(x)-nek, a nevezOben az f(x)-nek a [0,/] inter-
vallum egy felosztasadhoz tartozé integralkozelitd osszegét talaljuk. A rad illetve a [0,/] intervallum

felosztasat finomitva a két kozelitd Osszeg eltérése az integraltol egyre kisebb. Tehat a rud tomeg-
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!
[x- f(x)ax
kozéppontjat az x,, = OI— kifejezéssel adhatjuk meg, ahol / a rad hossza, f(x) a rud siir(-
[ (o
0
ségfiiggvénye.
Példa:

Szamitsuk ki a homogén anyageloszlasu rud tomegkdzéppontjanak koordinatajat!
Megoldas:
Az, hogy a rid homogén eloszlast, annyit jelent, hogy siirisége allando, f(x)=c . Ekkor a tomeg-

lJ.cxdx

0
!

chx

0

2

~

. [Ez persze varhat6 volt, hiszen a rud szimmetrikus

kozéppont koordinatdja: x,, =

!’
2
a felezOpontjara. ]

IV.13.2. Sikidom tomegkozéppontja

Legyen adva egy f fliggvény, mely az [a,b] intervallumon értelmezett, itt folytonos €s pozitiv
figgvény. Hatarozzuk meg a fiiggvény grafikonja, az x =a és x =b egyenesek valamint az x ten-
gely altal hatarolt sikidom tomegkozéppontjat! [A rid tomegkozéppontjaval ellentétben itt most az
egyenletes tomegeloszlas esetére szamitjuk ki a tomegkozéppont koordinatait.] Vegyiik az [a,b]

. e X, +Xx,_ -
intervallum egy ®:x, =a<x, <x, <..<x, =b felosztasat és legyen a, = 5 L. Tekintsiik az

[x; —x,,] intervallumokra rajzolt f(co;) magassagu téglalapokat. Ezek tomegkozéppontjainak ko-

D
i

hogy ha egy alakzatot tobb alakzatra bontunk, akkor az egyes részek tomegeit a tomegkozéppont-

ordinatai [a homogenitas és a szimmetria miatt] (ai’E f(a,)],. A tomegkdzéppontrol belathato,

jukba dsszevonva az igy kapott tomegpontrendszer tomegkdzéppontja megegyezik az eredeti alak-
zat tomegkozéppontjaval. A tomegkdzéppont ezen tulajdonsagat kihasznalva az emlitett téglalap-

rendszer tomegkozéppontjanak koordinatait az
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n

S @) 0w S @) f@) (5 -w)

_ =l
xtkp - ’ ylkp -

if(ai)'(xi _xi—l)

Zf(ai)’(xi _xi—l)

i=1

kifejezésekkel adhatjuk meg. [Az egyes részek tomege, mivel a sliriiségiik mindeniitt ugyanannyi, a
tertiletiikkel ardnyos.] A szamlalokban az x- f(x) és az % f?(x) integralkozelitd sszegei szere-

pelnek. Ha a felosztast finomitjuk, akkor a kozelité 6sszegekkel kiszdmitott sulypont értelemszert-

en egyre jobban megkozeliti a sikidom stulypontjat, ennek koordinatait tehat az

Z[x - f(x)dx Z[;fz (x)dx
Yoo =75 Ve T
[y [foax

kifejezésekkel adhatjuk meg.

Példa:

Hatarozzuk meg az f(x) =1-x fiiggvény grafikonja ¢€s a koordinatatengelyek altal hatarolt ha-
romszog tomegkozeppontjat!

1

(;[x - f(x)dx (;[x(l —x)dx {xz - );L
Xap = = = 5 =

]f(x)dx . 1J‘(l—x)dx {x_xz}l

W | =

Ly 1 . 1753 ) !
5[2f (x)dx 6[2()6 —2x+Ddx 5 ?—x +x o
If(x)dx J.(l —x)dx X
0 0 2 0

IV.14. Az integralszamitas egyéb alkalmazasai

IV.14.1. Munkavégzés kiszamitasa

Legyen egy vizszintesen mozg6 testre hatd eré F'(x) a kiindulasi ponttdl x tavolsagban, és legyen

F folytonos! Szamitsuk ki, hogy a kiinduloponttdl a illetve b tavolsagra levd pontok kozott mekkora
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az F er¢ altal végzett munka!

Az a ¢és b kozti tavolsagot [az x tengelyen az [a,b] intervallumot] osszuk fel
X, =a<x, <x,<..<x, =b osztopontok segitségével. Az [x, —x, ] intervallumon végzett AW,
munka az F fiiggvény [x;, —x, ] intervallumon felvett maximalis illetve minimalis értékével
[min, F illetve max; F' ] becsiilhetd:

min; F-(x; —x,,) SAW, <max, F - (x;, —x,,)

[A AW, munka nagyobb vagy egyenld, mint az x, —x, , Uton min, F' nagysagu erd altal végzett
munka, de kisebb vagy egyenld, mint a max, F 4ltal végzett munka.]

A teljes W munkavégzésre a Zn:mini F-(x,—x_)s<W< Zn:maxi F-(x, —x,,) becslés adhato.

i=1 i=1

Mivel a bal- illetve jobboldalon F also6 illetve felsd integralkozelitd 6sszege all, igy a korabban mar

b
alkalmazott gondolatmenet értelmében W = I F(x)dx.

Példa:

Szamitsuk ki, mekkora munkat végziink, ha egy 10 m hosszu sulyos kotelet egyenletesen felhu-
zunk a kutbol! [A kotél méterenkénti tomege 3 kg.]

Megoldas:

Az altalunk kifejtett er6 az egyenletes mozgas miatt mindig megegyezik a kutba 16g6 kotéldarab

sulyaval. Ha ez x hosszisagii [méterben mérve], akkor a sulya [ g =10 22 figyelembevételével]
s

10
30x. Tehat a végzett munka: 7 = [30xdx = [15x*] '=15001
0

A munkavégzésre mas feladatot is adhatunk. Szamitsuk ki példaul, hogy mekkora munkat kell vé-
gezniink, hogy kiszivattytizzunk egy csucsan allo négyzet alapu gula alaku viztartalyt, melynek alap-

¢s oldaléle egyarant 1 m hosszu!
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Tegyiik be a gulat egy koordinatarendszerbe, melynek origdja a

gula alaplapjanak kozéppontja, az x tengely a gula alaphoz tarto-
x., z0 magassaganak egyenesével esik egybe, és pozitiv irdnya lefelé

mutat! A gula magassaga legyen m. Osszuk fel a giila magassa-

gat — a [0,m] intervallumot - n részre az
x, =0<x, <x, <..<x,=m pontokkal. Vegyiik a gula alaplappal parhuzamos sikmetszeteit eze-
ken a pontokon at, ezek ,,szeletekre” vagjak a gulat. Szamitsuk ki, hogy egy ilyen ,,szelet” kiemelé-
séhez mekkora munkat kell végezni!

A ,szelet” AV, térfogata a mar korabban szerepelt modon a

2 2
m— X, m— X
, -#‘(x,- -x, ) SAV, <t, .#.(xi—x,._])
m m

egyenlotlenséggel becsiilhetd [, a ghla alapteriilete, 1, =a’]. A AV, térfogat pAV, tomeget jelent,
amelyet valamely x; és x,, kozé es6 tavolsagra kell felemelni. Tehat a pAV, tomegii ,,szelet” kiszi-
vattyuzasahoz sziikséges AW, munkara teljesiil a

PAV.x, g < AW, <pAV.x,g

egyenldtlenség. Ha figyelembe vessziik a AV, also illetve felsd becslését, akkor a

1

2
pgt, '(mm—fi)'xi—l (X, —x, ) S AW, <pgt, -

(m_xi—l)2

2 X (X —x)
m

becslést kapjuk, ezt dsszegezve a AV, térfogatokra illetve AW, munkdkra, a teljes munka:

T & 1
p}fl—z"Z(m—xif Xy (= x) SWSp’i—;Z(m—x,-_lf X (x5 —x)
in1

i=1

pgL,

2
m

A baloldali kifejezés az f(x) = x(m—x)* fuggvény also, a jobboldali kifejezés ugyanezen

fuggvény felsdé integralkozelitd oOsszege. A  kordbban mondottak értelmében tehat

"pgt t, [1 2 1, ]" t,m’ .
W= jpg—z“x(m—x)z =pg—2"~{—m2x2 - Zmx’ +—x4} =M. Kiszamithato, hogy
o m m 2 3 4 ], 12

4
m= Tza , ennek felhasznalasaval W = %.
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Megjegyzés: Korabban mar esett sz0 ,,fizikus modszerek”-rol, igy itt is megemlithetiink egy techni-
kailag egyszerlibb szamitasi modot. A fentiekbdl lathatd volt, hogy a viszonylagos matematikai

pontossagra valo torekvésiink bonyolitja a becsléseket illetve dsszegzéseket. A ,,fizikus gondolat-

menet” a fenti feladat megoldasara a kovetkezo:

Vegylink az alaplaptdél x tavolsagban egy dx vastagsagi [dx

,vegtelenll kicsiny mennyiség”] réteget. Ennek térfogata #(x) - dx

(m—x)*

[#(x) =t,———, ahogy azt mar az eldzbekben lattuk], a fel-
m

emeléséhez sziikséges un. elemi munkavégzés dW =¢(x)-dx-p- g-x [x magassagba kell felemelni

(m—x)’
m?

a #(x)-dx-p nagysagl tomeggel rendelkezd réteget]. Tehat dW =1 pgx - dx . Mindkét ol-

m 2
dalt 6sszegezve [integralva] a W = I t, upgxdx Osszefiiggést kapjuk, melynek értékét a fen-
m
0

tiekben mar kiszamitottuk. Ez a modszer lathatéan egyszeriibben hozza ki a helyes eredményt,
azonban van benne egy-két olyan gondolati ugras, amely a szigortian vett matematikai értékét csok-

kenti.
1V.14.2. A radioaktiv bomlas

Allapitsuk meg, hogy ha a 7 =0 idépillanatban m(0) tomegii radioaktiv anyag all rendelkezésiink-

re, akkor 7 id6 elteltével hogyan valtozik ennek tomege!
Tudjuk, hogy a radioaktiv anyagok tomegének valtozasi sebessége [a bomlas mértéke] aranyos az
anyag tomegével [mivel a bomlas véletlenszerlien vagy bekovetkezik vagy nem; igy a masodper-

cenkénti bomlasok szama aranyos a részecskék szamaval, azaz a tomeggel is]. Ezt megallapitva fel-

dam(t)
dt

irhatjuk, hogy m’(¢) = =c-m(t), c konstans, aranyossagi tényezd [ ¢ <0, mert a tomeg csok-

ken]. Ha m(¢) -t akarjuk meghatrozni, akkor esetleg mindkét oldalt integralhatjuk. Ekkor m’(¢)
integralja m(¢) -t adja, de a masik oldalon m(¢) integralja jelenik meg. Ez tehat nem tiinik célrave-
zetd megoldasnak. Helyette inkabb tegylik a kovetkezot:

' (t) T

Osszuk le mindkét oldalt m(r)-vel, és utana integraljunk: J—a’t = cht. Felhasznalva, hogy
0 m(l 0
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[O. ,
mni (( )) primitiv fiiggvénye Inm(¢) + ¢, azt kapjuk, hogy Inm(T) —Inm(0) = cT , ahonnan 4talakitas-
m(?

sal az m(T) = m(0)- e’ egyenldséghez jutunk.

Megjegyzés: Az

mY) (;) =c¢ egyenlet a differencialegyenletek legegyszer(ibb fajtaja, most tehat erre

m(r)
talaltunk megoldast. Hasonlé egyenlet irja le a meleg targyak hiilését illetve kiilsé korlatozoé ténye-

z0ktdl mentes populdciok szaporodasat [pl. baktériumtenyészet] is.
IV.15. Az improprius integral

Vannak olyan esetek, amikor valamely fizikai mennyiség Gsszegzését pl. minden 1-nél nagyobb
értékre szeretnénk elkésziteni. Az eddigiekben erre nem nyilt mod, hiszen az integral értékét csak

valamely [a,b] intervallumon szamitottuk ki, és a most felvetett probléma valamely a-ra az [a, o)

intervallumon valo integralast jelentene. Mdd van arra azonban, hogy ilyen tipust integralokat is

meghatarozzunk.

Def. Az f fiiggvényt az [a,o0) intervallumon impropriusan integralhatonak nevezziik, ha minden
x>a szamra f integralhatd az [a,x] intervallumon, és a lgmw ] f(H)dt hatarérték létezik €s véges.
Ekkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény [a, o) intervallumon vett improprius integraljanak nevezziik,
és D] f(®)dt -vel jeloljiik.

Hasonldan definidlhatd a (—eo, @] intervallumon vett improprius integral.

Példa:
1 . . .
Legyen f(¢)= — - Impropriusan integralhato-e az [1,o0) intervallumon?
t

Minden x >1 esetén fintegralhat6 az [1,x] intervallumon, mert folytonos.

lim jiz dr = lim{— ﬂ = 1im(—l + 1D =1
X—e0 : t X—>oo | X—e0 X

Tehat f impropriusan integralhato az [1,o0) intervallumon €s improprius integralja 1.
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2. Legyen f(¢) =% . Impropriusan integralhato-e az [1,o0) intervallumon?

Minden x >1 esetén fintegralhaté az [1,x] intervallumon, mert folytonos.

X—o0

lim Edt = lim[In/]" = lim(Inx) = o

Mivel a fenti hatarérték nem véges, ezért f impropriusan nem integralhaté az [1,o0) intervallumon.

Az improprius integral fogalmanak segitségével ilyen értelemben integralhatunk a (—eo,c0) inter-

vallumon is:

Def. Az f impropriusan integralhatd a (—eo,c0) intervallumon, ha értelmezve van R-en, minden

o0 0
[a,b] intervallumon integralhatd, és 1éteznek az J. f(0drt illetve J. f(t)dt improprius integralok.
0

—oo

Az f (—oo,0) intervallumon vett improprius integralja a két emlitett improprius integral 6sszege,
jelolése: [ f(e)dt .

Megjegyzés: A definicidban a 0 helyett bArmelyik maésik valos szam szerepelhet.

Eddig a fiiggvények integraljat azért nem tudtuk értelmezni valamely [a, o) intervallumon, mert a

figgvény tigymond nem volt értelmezve a + oo -ben; azonban a hatarérték segitségével valamiféle-
képpen integralhatova tettiink bizonyos fliggvényeket. Ugyanezt — a korabbiakkal analég modon —

megtehetjiik akkor is, ha valamely a pontban a fiiggvény nincs értelmezve.

Def: Legyen f:(a,b]—> R fiiggvény. Az f fuiggvényt impropriusan integralhatonak nevezziik az
(a,b] intervallumon, ha f minden € >0 esetén integralhatd az [a + ¢€,b] intervallumon, és 1étezik a

b b
lim [F(0)dr véges hatérértek. Telslése: [f (1) .

a+e

Hasonlodan definialhatd az f fiiggvény [a, b) intervallumon vett improprius integralja.
Megjegyzés: Kordbban mar szerepelt olyan tétel, hogy ha f [a,b]-n értelmezett, korlatos fiiggvény

és minden € >0 esetén az [a +€,b] intervallumon integralhato, akkor az [a,b] intervallumon is in-
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tegralhatd. A mostani definicionk ennél tobbet mond, hiszen nem koveteltiik meg azt, hogy a fiigg-

vény a-ban is értelmezve legyen, valamint azt sem, hogy korlatos legyen az (a,b]-n illetve [a,b) -n.

Bizonyos értelemben véve tehat a korabbi tételiink altalanositiasa az improprius integral definicidja.

Példa:
1

s

Az ffiiggvény minden 1>¢€ >0 szamra az [g,1] intervallumon integralhatd, mert itt folytonos.

1. Impropriusan integralhato-e a (0,1] intervallumon az f(x) = fiiggvény?

dv = limPx ] 1= lim(2 - 24 )= 2
>0 e—0

1

1
lim |—
£—0 sj \/;
Tehat az f figgvény impropriusan integralhat6 a (0,1] intervallumon, és improprius integraljanak

értéke 2.

2. Impropriusan integralhato-e a (0,1] intervallumon az f(x) = 1 fiiggvény?
X
Az ffuggvény minden 1>¢€ >0 szamra az [¢€,1] intervallumon integralhatd, mert itt folytonos.

1
lim [ dx = lim(In x| |= lim(~ In€) = +eo

e-0 J x €0 e—0
€

Tehat az f fiiggvény nem integralhatd impropriusan a (0,1] intervallumon.

Az improprius integralokat jellemzden a fizikai szamitasokban [pl. potencial kiszamitasa] illetve a
valésziniiségszamitasban lehet felhasznalni. Erdekes alkalmazasa még a végtelen sorok konvergen-

cigjaval valé 6sszefiiggésének felhasznalasa.



	analizis_1.pdf
	analizis_2.pdf
	analizis_3.pdf
	analizis_4.pdf

