Fonyo Lgjos: A veégtelen leszllas modszerének alkalmazésa

A végtelen leszallas modszer ének alkalmazasa
a matematika kilonb6zé ter Uletein

A végtelen leszdllas (infinite descent) egy indirekt bizonyitas modszer, ami azon alapul, hogy
a természetes szamok minden részhalmazanak van legkisebb eleme. A mddszert Pierre de
Fermat (1601-1665) fejlesztette ki, és sok eredményéhez ezzel a modszerrel jutott el. A nagy
Fermat-tétel n = 4 -hez tartoz6 specidlis esete is belathat6 ezzel az eljarassal.
Fermat végtelen leszallas modszere a kdvetkezoképpen formalizél hato:
Legyen P(n) egy a természetes szamok halmazan vizsgdlt tulajdonsag, k pedig egy pozitiv
egész szam!
Ha abbdl a feltételezéshol, hogy P(m) igaz egy tetszéleges m > k egész esetén, az adodik,
hogy létezik egy olyanj (k <j<m) egész, amire P(j) igaz, akkor ebbdl az kovetkezik,
hogy P(n) hamisminden n > k (n € N*) esetén.
Hiszen ha lenne olyan n, amire P(n) igaz lenne, akkor k és m kozott 1étezne természetes
szamokbdl alo szigortian monoton csokkeno végtelen sorozat. A végtelen leszdllas modszerét
leggyakrabban a diofantoszi egyenletek megoldasandl hasznaljuk az aldbbi két specidlis
formaban:

VLMZ1: Nincs olyan természetes szamokbdl all6 sorozat, amelyren; > n, > n; > -
Néhany esetben ezt a vatozatot az aldbbi formaban szoktuk alkalmazni:
Ha no a legkisebb pozitiv egész szam, melyre P(n) igaz, akkor P(n) hamis minden n <
ny (n € N1) esetén.

VLM2: Ha atermészetes szamok egy sorozataran, > n, = nz = ---, akkor |étezik egy olyan ig
index, melyren;, = n; 44 =Ny 4o = -
A végtelen leszdllds mdodszere sokszor eredmeényesen felhaszndhatdé olyan matematikai
versenyfeladatok megoldasanal, ahol esetleg mas modszerek nem akamazhatéak. Az
elkovetkezo feladatok azt mutatjak be, melyek Iehetnek azok a terliletek, amelyekné jelents
sikereket érhetiink el ezen eljarés segitsegével.

1. Bizonyitsuk be, hogy V2 irracionalis szam!

M egoldas:

i

Geometriai modellt alkalmazunk.
Legyen az ABCD négyzet oldala a, &tléja pedig d hosszisdgl. Az ABC egyenlészarl
derékszogli hdromszogre a Pitagorasz tételt alkalmazva:

d? = 2a?
d
d_s3
a

Tegyilk fel, hogy V2 € Q, vagyis |éteznek olyan m és n pozitiv egész szamok, melyekre:
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d m
=t

a n
d a
—_—=—=x
m n

d=mx és a=nx (m=>n)
Geometriailag ez azt jelenti, hogy létezik olyan x hosszUsagu szakasz, mely segitségével a
négyzet éloi és oldalais feloszthatok egész szamu részre. Vegytnk fel az AC éloén egy F, a
BC olddon pedig egy E pontot Ugy, hogy az AF = AB, és BE = CF egyenl6ségek
teljesiiljenek.
A CFE és ABC haromsztgekben a C csticsnd levé szog megegyezik.
Masrészt a CFE haromszégben:
CF=AC—-AF=d—-a=(m—n)x
CE=CB—BE=CB—-CF=a—(d—a)=2a—d=02n—m)x

CF* (d-a)* a*-2ad+d* 3a°-2ad 1

CE?2 (2a—d)? 4a?—4ad+d? 6a%2—4ad 2
Az ABC h&romszogben:

CBz_az_ a’ 1

CA2  d? 2a%2 2

|’ CB* CF? . CB _CF
W taz Tz O AT e
Az emlitett két haromszog teh& hasonlo, vagyis a CFE is egyenlészaru derékszogu
haromszog, és az E, F pontok a CA, CB szakaszok x hosszisdgu részekre bontasakor
keletkezé osztépontok egyikével esnek egybe. Az ABC-hez hasonldan a CFE hé&romszdgben
isvégrehgjthatjuk az el6z6 eljérast:
az EC oldalon kijel6link egy F1 pontot Ugy, hogy EF; = EF, a CF oldalon pedig egy olyan
E; pontot, hogy CF; = FE,. EKkor CE;F; is egyenl6szért derékszogii hdromszog és

CF,=CE—EF,=(2a—-d)—(d—a)=3a—2d = (3n—2m)x

CE; =CF—-FE;=(d—a)—(Ba—-2d) =3d —4a = (3m — 4n)x
Az djarast folytatva olyan egyre kisebb CEF; (i € N*) haromszogekbsl al6 végtelen
sorozathoz jutunk, ahol az E;, F; cslicsok a CB, CA szakaszok x hosszUsagu részekre torténd
bontasakor keletkezé osztépontok egyikével esnek egybe.
Mivel ezen osztépontok szama veéges, ezért ellentmondashoz jutottunk. Tehdt feltevésiink

nem volt igaz, vagyis av/2 irraciondlis szam.

2. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet atlgjanak ésoldalanak aranya nem raciondlis szam.

Megoldas:
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A BD &tl6n vegyiink fel olyan BD; szakaszt, hogy BD; = BA. Allitsunk a BD; szakaszraa D
pontban merélegest, és legyen ennek az AD oldallal akotott metszéspontja B.
Tekintslk az ABB; és BD;B; haromsztgeket. BB, oldaluk kozts, BA=BD; és B;AB < =
B; D;B < = 90° alapjan akét haromszdg egybevago, ésigy AB; = B,D:.
Vizsgdjuk ezutan a DB;D; hdromszoget! Mivel BD a négyzet atloja, ezért D1DB; &« = 45°.
Mésrészt van 90°-0s szoge is, vagyis a héromszog egyenldszari derékszogi. Igy
DD, =B;D1 = ABy, ami alapjén DD; <DC.
A B;D;D hdromszdget egészitsik ki A;B;D1D négyzetté! Ennek atldja a DB, szakasz. A DB,
alon is kijeldlhetink egy olyan D, pontot, melyre B;D, = B1As, erre pedig Ujabb A;B,D2D
négyzetet épithetlink ki az &bra szerint.
igy a négyzetek szerkesztésének folyamata akarhanyszor megismételhets. Ezzel egy olyan
végtelen (DD,) n € N* szakasz sorozathoz juthatunk, melyre DD; > DD, > DD3 > ...
Ezen szakaszok hossza egyszeriien kifegezheté az aldbbiak szerint:
DD, = DB — DA

DD, = DB, — DD,

DD; = DB, — DD,
Tegylk fel, hogy a négyzet &ldjanak és oldalanak arénya raciondlis szam! Ekkor |étezik
olyan ABCD négyzet, mely &ldjanak és oldaldnak hossza is pozitiv egész mérészammal
rendelkezik. EkKkor DD; = DB — DA dapjén a DD, szakasz hosszanak mérészamais pozitiv
egész szam, DB, = DA — DD; alapjan a DB; szakasz hosszdnak mérészamais pozitiv egész
szam, DD, = DB, — DD, dapjan a DD, szakasz hosszanak mérészama is pozitiv egész
szam. A szamolast folytatva kidertl, hogy a (DD,) n € N* szakaszok hosszanak mérészamai
egy természetes szamokbdl ald szigordan monoton csokkené sorozatot alkotnak, ami a
végtelen leszallas mddszere alapjan nem |ehetséges. Tehdt a négyzet atlojanak és oldalanak
hanyadosa nem raciondlis szam.

3. lgazoljuk, hogy han € N*, n > 3 ésn # 4, akkor nem |étezik szabalyos réacs n-szog!

M egoldas:

FI

n-1

Vegyink fel egy derékszogi koordindtarendszert és legyenek ebben a szabalyos racssokszog
csicsa a Pi(xi; vi) (X, Vi€ Z, i € NT) pontok! A sokszdg oldalanak hosszét jeldljik a-val!
El6szér azt fogjuk megmutatni, hogy nem létezik szabdyos racsharomszog.
Indirekt Gton tegyik fel, hogy mégis létezik ilyen soksz6g! Ekkor a két pont tavolsagara
vonatkozd képlet alapjan

a® = (x; —x)* + (y1 — y2)* €NY

2
Mivel az a oldald szabdlyos hédromszdg terllete af és a? € N*, ezért a haromszog

tertiletének mérészamairraciondis szam. Viszont minden racssokszog tertiletének mérészama
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raciondlis szam, igy felteveésinkkel elentmondasba kerlitink. Teha szabdlyos
racshdromszog nem létezik.

Ez viszont azt eredményezi, hogy szabdyos racshatszog sem létezik, mert ha lenne ilyen,
akkor annak minden masodik cslicsa egy szabdlyos racsharomszdget alkotna.

Ezért atovébbiakban legyen n > 5 (n € N*, n # 6) és tegyik fel, hogy ennek a feltételnek
mar van eleget tevo szabdyos racs n-szog.

Rajzoljuk meg a Py, Py, ..., P, pontokbdl rendre a P, P, P;P,, ..., B,P; , P, P, vektorokat!
Mivel T[;(xj — x;; yj — yi) vektorok koordindtai egész szamok és a vektorok kezdépontjais
egész koordinatgju pont, ezért a P;’ végpontok is racspontok lesznek. Ezen pontok az eredeti
szabdlyos n-sz6g belsgében helyezkednek el. Pédaul P;’ esetén ez az aabbiak szerint
igazol hato.

A P:P.P P, négyszog P,P, = B,P,' és P,P, = P,P, miatt rombusz, és Py’ a sokszog Pi-re
illeszkedé szimmetriatengel yén helyezkedik el.

i P,

i+1 !

A 2. dbradapjan aP;’ pontnak a PP, &l6tdl valo t; tavolsaga:
180°

t; =a-sin
n
A sokszog P1-gyel &ellenes csticsanak, vagy oldalanak P,P,-t6l val6 t, tavol sga

_ 540° _ 540°
t, = a-sin(180° — =a-sin
n=5esetént; =a-sin36°<a-sin108° =t,
n > 7 esetén a% 0'55470 sz6gek is hegyesszogek és
_180°  540°
sin < sin miatt ¢, >t

n n
Masrészt mivel a sokszog P, és P,-nél levé szoge n =5 esetén tompaszog, viszont a
P.P,P;’ P, rombusz P, és P-ndl levé szge hegyesszdog, igy P, valdban a sokszdg bel sejében
tald hato.
Az eredeti soksz6g cslcsaival végrehgjtott transzformacid szimmetria tulgjdonségait
figyelembe véve a kapott racssokszog is szabalyos lesz, és mivel az eredeti belsgjében
helyezkedik €l, ezért oldalai kisebbek lesznek.
Az eljarast végtelen sokszor megismételve olyan végtelen szabdyos racssokszg-sorozatot
kapunk, amelyek oldalainak négyzete minden esetben pozitiv egész szam. Ez a szam nem
csokkenhet végtelen sokszor, tehdt a kapott ellentmondas alapjan a feltételezett aakzat nem
létezik.

4. Fel lehet-e osztani egy egész oldalhosszisagu kockat paronként kildnb6zé mér etii egész
oldalhosszlisagu kis kockakra?
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M egoldas:

m .
Az 1. és 2. dbra aapjan nyilvanval6, hogy ha egy négyzetet fel tudunk bontani véges sok
kUlonbozé négyzetre, akkor kozullk a legkisebbnek az oldala nem illeszkedhet az eredeti
négyzet oldalara.
Ezt felhaszndlva tegyik fel, hogy az eredeti a (a € N*) oldallil K kockét sikertilt felosztani
kilonbozb & (a; € N*, i € N*) @i K kis kockékra. Tekintsik ezutan K egyik L lapjét! Az
L-re illeszked6 kis kockak ezt a lapot kilonbdzé méretii négyzetekre bontjak. Legyen ezek
kozul a legkisebb N;, a hozza tartozd kis kocka pedig Ki. Ekkor N; egyik oldala sem
illeszkedik L hatérol6 vonaléra, igy az nagyobb méretii négyzetekkel van korulvéve. Az
ezekhez tartozo kis kockak olyan Ureget formanak, amelyben helyezkedik € K;. Legyen K;-
nek N;-gyel szemkozti lapja L. Ekkor az L;-re illeszked6 kis kockak lapjai is felosztjék Ni-et
kisebb négyzetekre, melyek koziil alegkisebb méretiit jel6ljik Nyo-vel. Ennek oldalarateljesil,
hogy a, < a, (a, € N*) ,és N, N; belsgjében helyezkedik €. Az N,-t kdzrefogd nagyobb
négyzetekhez tartozd kockak ismét egy Ureget formdnak, amiben ehelyezkedik K,. Az
eljrés az No-vel szemben levo L, lappa folytatva olyan (K,) sorozatot hozhatunk létre,
melyek (a,) él-sorozatdra a > a; >a, >a; > -+ (a; € N*, i € N*). Ez pedig a végtelen
leszéll & mbdszere alapjan nem lehetséges. igy a kivant kocka-feldarabol &s nem végezhets €.

5. Oldjuk meg a ter mészetes szamok halmazan az aldbbi egyenletet:
x3+3y3+9z3 -3xyz=0

Megoldas:
Az (x; y; 2=(0; 0; 0) szdmh&rmas egy lehetséges megoldésa az egyenletnek. Meg fogjuk
mutatni, hogy més megoldasa nincs.
Legyen az (xq1; Y1; z1) Szdmharmas egy nem trividlis megoldas. Ha xy, Y1, z; ismeretlenek kozul
valamelyik nullaval egyenls, akkor mivel V3 és /9 irraciondlis szamok, ezért a mésik
kettonek is nullénak kell lennie. Ezért feltételezhetjik, hogy Xi, yi, z1 pozitiv egész szamok.
Ekkor az eredeti egyenl 6séghél adodik, hogy
3|x,, azaz x; = 3x, (x, € Nt x, <x;)
Ezt felhasznava
9x3 + y3 +3z3 — 3x,y,2, =0
és emiatt
3ly,, aaz y, =3y, (¥, €NT, y, <y;)
Ezt isfigyelembe véve
3x; +9y5 + 27 — 3x),2; =0
ésigy
3|z,, azaz z; =3z, (z, € N, z, < z)
A helyettesitést Gjra elvégezve:
x3 +3y3 + 925 — 3x,,2, = 0
Tehét kaptunk egy olyan Uj (Xg; Yz; Z2) pozitiv egészekbdl all6 szamharmast, ami megoldésa az
egyenletnek, s x, < xq, Vo <V, Zp < Z3.
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Az djarést folytatva olyan pozitiv egészekbdl aldé szdmharmasokat kapunk, amelyekbdl
képzett (xn), (Vn), (z0) (n € N1) sorozatok szigortian monoton csokkensek. Ez pedigaVLM1
alapjan nem lehetséges. gy az egyetlen megoldas: x =y = z = 0.

6. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az alabbi egyenletet:
xt+yt + 2z = out

Megoldas:
Hau = 0, akkor mivel X', y*, 7' nemnegativ szdmok szilkségszeriilen x =y = z = 0.
A tovabbiakban meg fogjuk mutatni, hogy nincs méas megoldasa az egyenl etnek.
TegyUk fel, hogy az X, y, z egész szdmok u + 0 esetén igazza teszik az egyenl6seget, és
legyen u* =d € N*.
Hau 5-tel nem oszthat6 egész szam, akkor akis Fermat tétel alapjan:
u* =1 (mod5)
Az egyenlet szerint pedig:
x*+y*+z*=4 (mod5) (1)
Mivel X, y*, =0 vagy 1 (mod 5), ezért az (1)-es egyenléség nem 4llhat fenn, vagyis 5|u,
azaz u=5u,; (u, EZ) és
x*+y*+2z* =0 (mod5)
Ez utébbi feltétel pedig megkovetdi, hogy az X, y, z ismeretlenek mindegyike 5-tel oszthatd
egész szam legyen, azaz x = 5x,, y =5y,, z =52z, (xy, y1, z; € Z)
A helyettesitéseket elvégezve és 5*nel leosztva:
xi +yi +zi = 9uy

Tehat xq, y1, 1, Uz iskielégiti az egyenletet és
4

u
uf=§<u4=dEN+

Az djarést folytatva egy olyan pozitiv egészekbdl dlé, a megoldasokkal kapcsolatos (u;)
n € N sorozatot kapunk, melyre
uf >u; >uj >
Ez viszont elentmondas a VLM 1 alapjan.
igy az egyenlet egyetlen megoldésa: x =y =z = u = 0.

7. Oldjuk meg a ter mészetes szamok halmazan az alabbi egyenletet:
2*—1=xy

M egoldas:
Konnyen lathatd, hogy az (x; y)=(1; 1) és az (x; y)=(0; k) (k € N) tipusi szampérok
megoldasai az egyenletnek. A tovabbiakban meg fogjuk mutatni, hogy mas megoldas nincsen.
Legyen x =2 (x € N*) és haszndjuk fel x primtényezds felbontasét! Legyen p, X egy
primosztoja és g, pedig alegkisebb olyan pozitiv egész szam, melyre
pi| 292 -1
Ekkor az eredeti egyenlet baloldalan pératlan szam dll, ésigy x ésp; isilyen paritasu.
A kis Fermat tétel alapjan
p| 277t -1
ésigy aqp-retett feltétel aapjan
G1<p1—1<p
Be fogjuk I&tni, hogy ekkor g, |x. Ha az el6bbi feltétel nem teljesiiine, akkor x = kq, +r,
ahol k ésr egész szamok és 0 < r < q,. Ekkor
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2% —1=2ka1.2" —1 = (20)k. 2" —1 =

=1 -1+1)k-2"—1=2"-1 (modp,)
Az egyenlet dapjan: x| 2* — 1, ésp,|x figyelembevéteéved p,| 2* — 1 .
pil 2* —1 miatt és az €626 levezetés dapjan p,| 2" — 1, ami elentmond g minimdis
kivllasztésdnak. Tehdt qq|x és 1 < q; <p;.
Ezutan legyen p, . egy primosztéja. Az €l6z6 ejarast megismételve adddik, hogy ekkor
p21x és p, <p;.
Az ejarést folytatva x primosztéinak olyan végtelen (p,) n € N* sorozatét kapjuk, melyre
p1 > py > -+, ami aVLM1 alapjan lehetetlen. Tehat az egyenletnek csak a kordbban emlitett
megoldasai vannak.

8. Hatarozzuk meg az m? + n? kifgezés maximalis értékét, ham,n1 {1, 2, ..., 1981} és
(n* —nmm —m?)? =1.

M egoldas:

El6sz6r m és n egymashoz viszonyitott nagysagrendjét vizsgadljuk meg.

n < m nem lehetséges, mivel ekkor n? —m? < -1, -nm < —1,igy n> —nm —m? < -2
és (n> —nm—m?)? >4

Ha n = m, akkor az egyetlen lehetéség az (1; 1) szampar.

Ha 1 <m <n ésaz (m; n) szampér teljesiti az eloirt feltételt, akkor m <n < 2m.

[n>2m esetén n?-—-nm-m?=n(n-m)—-m?>2m? —-m?=m? =>4 és
(n? — nm — m?)? > 16 lenne]
Ekkor

(n? —nmm —m?)?2 =[(n—m)? +nm — 2m?)? =
= [(n —m)? + m(n —m) —m?)* = [m? — m(n —m) — (n —m)*]
Ez viszont azt jelenti, hogy az (m; n — m) szampar isteljesiti afetételt, &sO<n—m <m
A VLM2 dapjan az (n; m) » (mm; n —m) transzformécio sorozatnak véges sok lepés utan
véget kell érnie az n = m = 1 esettel. Ezért a megadott dsszefliggést minden olyan szdmpar
teljesiti, amely az (1; 1)-bél kiindulva az (n; m) » (n +m; n) inverz transzformaciéval
megkaphato:
Az el6dlithatdé szmparok sorozata:
LD 21)~>@E2)P (5 3) -
A szamparokban el 6fordul 6 értékek az
Fo=1, F, =1, E,=F, ,+F,_, (neN* n>2)
rekurzioval értelmezett Fibonacci sorozat elemel, vagyis az aldbbi szampéarok:
(F1; Fo) » (Fz; Fr) o (F3 F) o oo o (Fys Fq) i
A legnagyobb Fibonacci szam, ami még nem haladja meg az 1981-¢t, az F,, = 1597. Igy a
keresett maximalis érték:
(n? + m?) e = F& + F& = 15972 + 9872 = 3524 578

9. Az (Xn), (Yn) n € N sorozatokat az alabbi rekurzios képletekkel adhatjuk meg:
xX0=1 x1=4 Xpi2 = 3Xp41 — Xy
Yo=1 Y1 =2, Yni2 = 3Yns1 — Yn
a) Bizonyitsuk be, hogy minden n ter mészetes szamr a:

2 —
Xn — syn -
b) Tegylk fel, hogy a ésb két olyan pozitiv egész szam, melyekre
a’ — 5b% = —4
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| gazoljuk, hogy ekkor létezik olyan k ter mészetes szam, melyre
Xy=a és y,=b

M egoldas:
El6sz6r n (n € N) szerinti teljesindukciéva igazolni fogjuk, hogy

3xXp +3Yn . X +3yYp
(xn+1; Yn+1) = < 2 ; 2 )
n =0 esetén
42 3:1+5-1 1+3-1
@2 =(—5—i—5)
n=1 esetén

X3 =3:4-1=11
y;=3:2—-1=5
11- 5 _<3-4+5-2. 4+3-2>
(11;5) = 2 ’ 2

alapjan az dlités teljesil.
TegyUk fel, hogy amegadott képlet n =k ésn =k — 1 — re isérvényes.
Ekkor n = k + 1 esetén arekurziv képleteket és az indukcids feltevést is felhaszndlva:
(X125 Yierz) = (BxXpq1 — Xi; 3Via1 — Vi) =
_ <3 3xp + 5y 3Ap—1 + OYk-1 5. %k +3Vk X1t 3}’k—1)

3 2 3 ’ ,3 : 3 ?
X — Xp— — Yk—1 Xk — Xk — Vk-
:(3_ k” Xkt g Yk — Yk 1. 2% " Y1 g, Yk — Yk 1):
2 2 2 2
_ 341 + V1, X1+ 3YVra1

2 ’ 2
Ezzel az dlitast igazoltuk.

a) Kordbbi eredményeinket felhaszndlva n (n € N) szerinti teljes indukciéval igazoljuk,
hogy
xTZL - 5yn =-4
n=0 esatén x3 — 5y =1 -5 = —4 adapjan az dlitésigaz.
Tegyik fel, hogy az dllitas n = k —ra (k € N) istejesil. EKkor n = k + 1 esetén:
2 2
oot = (22 (2
_ Axp - 20y7

2 Xip — 5y = —4

b) Indirekt bizonyitast akamazunk. Tegyik fel, hogy a;, by olyan pozitiv egész szamok,
melyekre a? — 5b? = —4, de nem létezik olyan (k € N) szam, hogy (X, Yk)=(as; by).
3a; —5b; 3b; — a4
Legyen (a; by) = (—p—ts =)
El6sz6r megmutatjuk, hogy ap, b, pozitiv egész szamok. Ez akkor teljestil, ha a; és b; azonos
paritéstiak, a, < 3b; és 3a; > 5b;.
0=a?-5b2+4=a?-b?+4(1—-b?)=a,—b; (mod2)
alapjan a; és b, azonos paritésu, és
a? =5b? —4<9b? = a; <3b;
Masrészt, haa; nem 1, illetve 2, akkor
a?>5 és 0=5a?—25b? + 20 < 5a? — 25b? + 4a?

Ebbdl
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9a? > 25h2
3a, > 5b,
[a, =2 esetén nincs olyan b, € N*, mely teljesiti az eldirt egyenléséget, a, = b; =1
esetén pedig (ag; b1)=(Xo; Yo)]
Az a? — 5b? = —4 feltételt felhasznalva egyszerii szmitassal adodik, hogy
3a; — 5b;\° 3b; —a;\°
@ - 5h} = (<) -5(= )
_ 4a? —20b}  -16

= 7 :4:—4

M asrészt:
3a, —5b; 3b; —
a12 - 12 alzal_b1<a1+b1
és (ag; b)) (x; y;) bamely j € N index esetén.
Az eljarést folytatva olyan (a,; by) n € N* szampér sorozathoz jutunk, melynek tagjai pozitiv
Ez viszont aVLM1 miatt nem lehetséges.

a, +b, =

10.0ldjuk meg az alabbi egyenletet a pozitiv egész szamok halmazan:
x* —y? =2xyz

Megoldas:
TegyUk fel, hogy az x, y, z pozitiv egész szamok kielégitik az egyenletet, éslegyen d = xy.
Ha d =1, akkor x =y =1 ésaz egyenlet dapjan z = 0, ami az alaphalmaz alapjan nem
lehetséges. Tehat d > 1 éslegyen d egy primosztdja p. Ekkor
(x+y)(x—y)=x*—-y*=2xyz=0 (modp)
x=y (modp) vagy x = —y (modp)
Tekintettel arra, hogy plxy xvagy y =0 (mod p)
és akorabbiak figyelembe vételével x =y =0 (mod p)
Legyen x; =2 és y; =2
Ekkor x; ésy; pozitiv egész szamok, és
(px1)? — (py1)? = 2(px1) (py1) * 2
Xi —yi = 2x,y,2
Ez azt jelenti, hogy az (x1; y1; Z2) szamharmas is megoldésa az egyenletnek.
M ésrészt
Xy
di = x1)1 :5'5:F<d
Az eljadst folytatva a megoldasokat szolgdtatd x és y értékekbdl olyan pozitiv egész
szamokbdl dl6 (dn) (n € N*) sorozat képezheté, melyre d>d; >dp > ...
Ez viszont aVLM1 miatt nem lehetséges.

11. Legyen f a pozitiv egész szamokat dnmagéra leképezé bijektiv fliggvény. Bizonyitsuk
be, hogy |éteznek olyan a ésd pozitiv egész szamok, hogy

fla) < f(a+d) <f(a+2d)

M egoldas:
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Tegylk fel, hogy nem |éteznek a megadott egyenl6tlenségnek megfelel6 szamok! Rdgzitsiink
egy tetszoleges a pozitiv egész szamot! Mivel f bijektiv fliggvény, ezért csak véges sok olyan
t € N* szam |étezik, melyre

fla+rt)<f(a) (1)
Keressilk meg t legnagyobb olyan értékét,, melyre az (1)-es feltétel még teljesil, és legyen k
olyan pozitiv egész szam, melyre k > t. Ekkor tetszéleges m € N* szdmra

f(a+mk) > f(a)

Indirekt feltevésiinket és f bijektiv tulgjdonsagét felhaszndlva m értékét folyamatosan novelve:

fla+k)> f(a+2k)

f(a+2k) > f(a+2%)

f(a+2") > f(a+2"1k)

igy lérehoztuk a pozitiv egész szamoknak egy szigorian monoton csokkend f(a + 27k)
(n € N) végtelen sorozatét, ami a végtelen leszallas modszere alapjan nem lehetséges. gy
biztosan |étezik olyan ng pozitiv egész szam, melyre

fa+2™k) < f(a+2"*k)
Ekkor d értékét 2™ k-nak valasztvartejesil az

f(a) <f(a+d) < f(a+2d)
egyenl 6tlenség.

12. Keressiilk meg azokat a pozitiv egészekbdl allé (a; b) szamparokat, amelyekre ab +
a + b osztoja (a? + b? + 1)-nek.

M egoldas:
A megadott oszthatésagi feltétel alapjan |étezik olyan k pozitiv egész szdm, melyre

a?+b?+1=k(ab+a+b) (1)
Az (1)-esdapjan k = 1 esetén

a’?+b*+1l=ab+a+b

2a%+2b%2+2—2ab—2a—-2b=0

(a=b)?>+(a—-1)>2*+(B-1)?*=0
Ez utébbi alakbdl az a = b = 1 megoldas adadik.
k =2 esatén:

a’?+b%>+1=2ab+2a+2b
a’?+b?+1—-2ab+2a—2b=4a
(b—a—-1)?=4a
A kapott egyenléség aapjan a-nak négyzetszamnak kell lennie, azaz létezik olyan d € N*
szam, melyre a = d?. Ekkor
b—d?—1==2d
b =(d=+x1)?

Tehét a és b szomszédos négyzetszamok.
k > 3 esetén mivel a megadott kifejezések a-ra és b-re szimmetrikusak, ezért keressiik meg
el6szOr azokat a pozitiv egész a és b értékeket, melyekrea < b.
Ekkor az (1)-es egyenletet b fokszama szerint rendezve

b2 —k(a+1)b+ (a>? —ka+1)=0
Mivel az egyenlet gyokeinek osszege k(a + 1) € N*, ezért ha az egyik gyok egész, akkor a
masik is az.
Jeldljuk az egyenlet nem nagyobbik gyokét r-rel. Meg fogjuk mutatni, hogy 1 <r < a.
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Elészor indirekt Gton azt fogjuk igazolni, hogy O <. Mivel b:r=a% —ka + 1, ezért
tegyuk fel, hogy a? — ka +1 < 0.
Az egyenléség nem dlhat fenn, mivel ekkor az a(k —a) =1 egyenlet nem teljesll
semmilyen k > 3, (k € NT) érték esetén.
Ha a? — ka + 1 < 0, akkor az (1)-es alapjan:
b(b—ak—k)=ak—a*—-1>0 (2)
Ezért
b—ak—-—k=>0
b>ak+k
Esigy
b(b—ak—k)>(ak+k)-1>ak—a?*—-1 (3)
Mivel a (2)-es, (3)-as feltételek egymasnak ellentmondanak, ezért feltevésiink nem volt igaz,
azaz r > 0.
Mésrészt b-r =a? —ka+1<a? dapjan b > a >0 miatt r < a.
Ez viszont azt jelenti, hogy a valtozok szimmetrigét is felhaszndlva, hogy az (ai; bi)=(a; b)
megol dasbdl el6dlithatd egy (az; by)=(r; a) megoldasis. Mivel r € N* és r < a, akorabban
emlitett modszerrel ebbdl Gjabb (ag; bs) megoldas készitheté egy mésodfokd egyenlet
megol dasaval és egy valtozdcserével, éserreis érvényesaz ag < bs relécio.
A |épéseket végtelen sokszor ismételgetve olyan pozitiv természetes szamokbdl dl6 (an; by)
(n € N*) végtelen sorozathoz jutunk, melyre a £by és ay>a,>az> ..., by >by>bg> ...
Ez pedig a végtelen leszéllas modszere alapjan nem |ehetséges. Tehat a megadott oszthatOsag
feltétel csak a kordbban megadott két |ehet6ség szerint teljesiilhet.
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