1. Algebra

I. Feladatok

1. Bontsa fel két 10-nél nagyobb szdm szorzatara a kdvetkezd szamokat:

a) 1111 b) 1122 ¢) 1212 d) 123123
e) 121212 f) 1221 g) 12221 h) 12321
i) 112211 j 1112111 k) 111111111

2. Alakitsa alacsonyabb fokszdmu polinomok szorzatava az aldbbi polinomokat:

a) x'+x° +2x7 +x+1 i) x*+xy* +yt

b) x* +2x% +2x+1 i xt=7x7+1

©) x* +2x +2x7 +2x+1 k) x*—3x* +1

d) x*+2x" +3x* +2x +1 ) x* —10x* +169

e) x' +x>+1 m) x° +x* +1

f) x" +xP+x+xt+xr+1 n) x’ +x+1

g) x* +4 0) 8x” +x—66

h) 4x* +1 P) x(y2 —zz)+ y(22 —x2)+ z(x2 —yz)

1 ) 1
3. a)Ha a +— =3, akkor mennyi a’ +— értéke?
a a

3

b) Tudjuk, hogy x + 1 =5. Mennyi x° + 1 érteke?
X X

Altalinos megjegvzés. A 3. a) feladatban (hasonld helyzet tobb mas feladatban is fennall)
azt allitjuk, hogy az a szamra egy feltétel teljesiil, és rakérdeziink egy masik kifejezés érté-
kére. A valasz megadasa mellett a feladat teljes megoldasahoz hozzatartozik az is, hogy
megvizsgaljuk, létezik-e olyan a szam, amely teljesiti a feltételt. Ezt a vizsgalatot most
nem végezziik el (és a tobbi feladatban sem).

2

— iz +x° értékét. (Olyan for-
x'+1 x

4. Az x szamrol tudjuk, hogy x + 1 =4 . Szamitsa ki
X

maban megadott érték szamit teljes értékli megoldasnak, amibdl kideriil, hogy a szam ra-
ciondlis-e vagy nem, ¢€s az is, hogy melyik a hozza legkdzelebbi egész.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2007/2008; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

5. a’ +b”+c’ =4 és ab+bc+ca=3. Mennyi (a+b+c)* értéke?



a+2b = 3, akkor mennyi a+3b
a-—2 a-—

2
a-2b =3, akkor mennyi a_—ab

6. a) Ha értéke?

értéke?

b) Ha

7. a) Az a, b valds szamokra a+b =13 és 1 +% =7 teljesiil. Mennyi %+ b értéke?
a a

b) Az a, b, ¢ valos szamokra a+b +c =26 és l+%+l:28.
a c

.a b ¢ a ¢ b, ,
Mennyi —+ —+—+—+—+— ¢érteke?
c a ¢ b a

8. Mennyi a +b + ¢ értéke, ha %=%= ¢s abc =5767

<
6

9. Ha ac+ad +bc+bd =68 ¢és c+d =4, akkor mennyi lesz a+b+c+d értéke?

10. Az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokra ab +cd =38, ac+bd =34, ad +bc = 43. Mennyi

a+b+c+d értéke?

11. Az a, b, ¢ valés szimokra (a—b)’ +(b—c)’ +(c—a)’ =0 és a+b+c=9. Mennyi az

abc szorzat értéke?

12. Mennyi 4(a” +5* + ¢ +d*)—(a+b+c+d)" lehetséges legkisebb értéke, ha a, b, ¢ és d

négy kiillonbozo egész szam?

13. Igazoljuk zsebszamologép haszndlata nélkiil, hogy 20072009 -2011-2013 +16 négyzet-

szam.

Kalmar LaszIo Matematika Verseny 2012, 8. osztaly, megyei fordulo

14. Igazoljuk, hogy x> +y* +2x—4y+7 > 2, hax, y tetszéleges valos szamok.

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2012; 8. osztdly, orszagos donté

X v z

15. = =
y—6 z-8 x-10

=3. Mennyi x+ y+ z értéke?

16. Tudjuk, hogy x* + y* =1. Mennyi 3x* +2y* +5x°y* + y* értéke?
17. Tudjuk, hogy a” +b> =c* +d” =1 és ac +bd =1. Mivel egyenld ad — bc?

18. Mennyi x° + ° értéke, ha x+y =5, és x+y+x°y+xp° =247



19. Ha > —=2015-7+1 =0, akkor mennyi r+l értéke?
r

20. Legyenek x, y, z harom paronként kiilonb6z6é nem nulla valés szdm! Hatdrozzuk meg az

. 1 1 1
xyz szorzat értékét, ha tudjuk, hogy x + —=y+—=z+—.
y z X

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, 1. kategoria, 3. fordulo

1 1 1
+ + =1.
l+a+ab 1+b+bc 1+c+ca

21. Mutassameg, ha 1+a+ab#0, abc =1, akkor

22. Az x, y, z egész szamokra teljesiil, hogy x + y + z = 2. Tudjuk, hogy az
1 1 1
+ +
xy+z-1 yz+x-1 zx+y-1

Osszeg egy primszam reciprokaval egyenld. Melyik ez a primszam?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, II-111. kategoria, 3. fordulo

23. Bizonyitsa be, ha a 4 b + < =0, akkor 4 4 b P

b—c c¢c—a a-b (b—c)2 (c—a)2 (a—b)z_

24. Bizonyitsa be, hogy \/8+\/@ —\/7+m =\/7—m —\/8—\/@.

KoMalL, 1990. november, C.230.

25. Mennyia 2- \/ 10%° — (1010 —-2- 10_10)2 kifejezés értéke egészre kerekitve?

(A)0 (B)1 ©2 (D)3 (E) 4

Gordiusz Matematika Tesztverseny 2003; 9. osztalyos, orszagos dontd

26. Mutassa meg, hogy

a) \/6+\/6+\/6+\/g +J12+J12+\/12+\/ﬁ +\/20+\/20+\/20+\/% <12
b) 4<\/6+\/6+...+\/g +3\/6+\3/6+...+§/g < 5, ahol mind a négyzetgydk, mind a kob-

gyokjelek szama 100.

KoMal, 1988. januar, Gy.2455.

) \/100+\/99+\/98+...+\/2+ﬁ <11
KoMal, 1994. oktober, F.3028.

27. Hatdrozzuk meg az 4 szam pozitiv egész osztodinak szamat, ahol:

A =\/1+2011-\/1+2012-\/1+2013'\/1+2014-2016 .
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo



28. Az a és b nullatol kiilonbozo valds szamokra teljesiil az alabbi 6sszefliggés:
a’ +(3a2 +1)b+(3b2 +1)a+b3 =0.

Mennyi lehet az % hanyados értéke?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 3. fordulo

29. Mely x és y pozitiv egész szamokra igaz az x* — y* +2x — 6y — 25 =0 egyenldség?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; kezdok, I-11. kategoria, 1. fordulo
30. Hany olyan pozitiv egész n érték van, amelyre n° —n’> +n—1 értéke primszam?
31. Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyre n’ +2n° +9n+8 értéke kobszam?

32. Hany olyan n egész szam van, amelyre n* +6n < 6n° +n’ teljesiil?

33. Mutassa meg, hogy %<l§§12<

1
246810 3

34. a) /999700029999 =2
b) [44...4+11...1-66...6 =7
2n n+l n

¢) 3\/370370...037—1 ... 10
89 3

1 0..0="?
—
0 30

35. Milyen szamjegyekbdl all a 333...33-666...66 szorzat eredménye?
%/_/ %/_J

2009 darab 2009 darab

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2009/2010; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

36. Legyen A=177...76 és B =355...52 2k +3, illetve k +2 jegyli természetes szam. Bi-
—_—— ——

2k+1 darab k darab

zonyitsuk be, hogy v A — B is természetes szam, ¢és hatarozzuk meg v 4 — B jegyeinek
szamat.
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

37. Egy haromszog oldalai a, b és c, melyekre a® +b* +c* = ab + bc + ca teljesiil. Mutassa

meg, hogy a haromszdg szabalyos haromszog.

a—-c b-a
+

38. Egy hdromszog a, b, ¢ oldalaira c=b +

= 0. Mit allithatunk a haromszog
a b c

szogeir6l?
KoMal, 1986. november, Gy.2370.



39. Egy haromszog oldalai a szokasos jelolésekkel a, b és c, a veliik szemkozti szogek rendre
a, P és y. Mekkorak lehetnek a haromszog szogei, ha tudjuk, hogy a S kétszerese az

. . - . a b ¢ a b c .o
a szognek, és az oldalak koz6tt fennall az — + — 4+ — = — + — + — Osszefiiggeés?
c a ¢ a

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; kezdok, 1. kategoria, 3. fordulo

40. Mutassa meg, ha

a)abc=1¢ a+b+c=—+ % + 1 , akkor az a,b,c szamok valamelyike 1-gyel egyenld.
a c

b) abc=1¢és a+b+c> 1 + % + 1 , akkor az a,b,c szamok egyike 1-nél nagyobb, a ma-
a c

sik ketté pedig 1-nél kisebb.

41. a) 2015-(1-%-(1—1)(1—1)...-(1—Lj:?
2 3 4 2015
b)2015-(1—izj~(1—i]-(1—i2)...-(1— 12)=?
2 3 4 2015

1 1 1 1 1

c) + + + + =7
5.7 7-9 9-11 11-13 13-15

d) L+L+L+L+L:?
10 40 88 154 238

¢ 1 1 1 1 1 0

+ + + +o.+ =7
2-9 312 4-15 5-18 31-96

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2012; 6. osztaly, orszdagos donté

f) (1+ 1'13)(1+2%4)(1+3%5j-...-(1+ﬁ]:?

Kalmar LaszIo Matematika Verseny 2011, 7. osztaly, megyei fordulo

1 1 1 1 1 1 1 1
vagy —+—+—+...+—+—7

Melyik nagyobb: + + +..+— )
2 y &y 1.2 2.3 3.4 9-10 11 12 13 39 40

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2009; 7. osztaly, orszagos donté

h) i+£+i+i+i+ 6 + / + 8 ?

20 31 41 51 61 71 8 9 °

i) (2+1J-(22 +i2j-(24 +i]-(28 +sz'(2”’ +%)=?
2 2 2 2 2



I1. Megoldasok

1. Bontsa fel két 10-nél nagyobb szam szorzatara a kdvetkez6 szamokat:

a) 1111 b) 1122 c) 1212 d) 123123
e) 121212 f) 1221 g) 12221 h) 12321
i) 112211 j 1112111 k) 111111111

Megoldas: a) 1111=1100+11=11-(100+1)=11-101

b) 1122 =1100+22=11-(100+2)=11-102

¢) 1212=1200+12=12-(100+1)=12-101

d) 123123 =123000 +123 =123-(1000 + 1) = 123-1001

e) 121212 = 120000 + 1200 +12 =12 - (10000 + 100 +1)=12-10101
) 1221=1110+111=111-(10+1)=111-11

g) 12221 =11110+1111=1111-(10+1)=1111-11

h) 12321=11100+1110+111=111-(100+10+1)=111-111

i) 112211=111100+1111=1111-(100+1)=1111-101

j) 1112111=1111000+1111=1111-(1000+1)=1111-1001

k) 111111111=111000000+111000+111=111- (1000000 +1000+1)=111-1001001

2. Alakitsa alacsonyabb fokszdmu polinomok szorzatava az aldbbi polinomokat:

a) x'+x° +2x7 +x+1 i) x*+xy* +y*

b) x* +2x% +2x+1

©) x' +2x +2x7 +2x+1
d) x* +2x° +3x* +2x +1
e) x* +x’+1

f) x" +x"+x+xt+xP+1
g) x* +4

h) 4x* +1

Megoldas:

i xt=7x" +1

k) x*—3x*+1

) x* —10x*> +169

m) x° +x* +1

n) x’ +x+1

0) 8x° +x —66

P) x(y2 —zz)+ y(22 —x2)+ z(x2 —yz)

a) x4+x3+2x2+x+1:(x4+x3+x2)+(x2+x+1):x2(x2+x+l)+(x2+x+1):

= (x2 +1)(x2 +x+1).

b) x’ +2x2+2x+1:(x3+x2)+(x2 +x)+(x+1):xz(x+1)+x(x+l)+(x+l):

= (x+1)(x2 +x+1).

c) x4+2x3+2x2+2x+1=(x4+x3)+(x3+x2)+(x2+x)+(x+1)=

= x3(x+1)+x2(x+1)+x(x+l)+(x+1): (x+l)(x3 +x° +x+l).



d) x4+2x3+3x2+2x+1:(x4+x3+x2)+(x3+x2+x)+(x2+x+l):
=(x2+x+1)(x2+x+1)=(x2+x+1)2.

e) x4+x2+1=(x4+2x2+1)—x2=(x2+1)2—x2=(x2+x+1Xx2—x+1).

f)x10+x8+x6+x4+x2+1:x6(x4+x2+1)+(x4+x2+1):(x6+1Xx4+x2+1):
= [(x2 + IXx4 - x+ 1)][(x2 +x+ 1)(x2 -x+ 1)]

g) x4+4:(x4+4x2+4)—4x2:(x2+2) (2x) =

h) 4x* +1=(4x* +4x7 +1)—4x” = (207 +1] - (2x) = (207 + 2x + 1)2x” = 2x +1).

+

y) - () =

(¢ +2x + 2)x* —2x +2).

i) x4+x2y2+y4:(x4+2x2y2+y4)—x2y2—(
:(x2+xy+y2)-(x2—xy+y2).

i) x4—7x2+1:(x4+2x2+1)—9x2:(x2+1)2—(3x)2:(x2+3x+1 x2—3x+1).

k) x4—3x2+1:(x4—2x2+1)—x2:(xz—l)z—xz:(xz—x—l)-(x2+x—l)

D) x* —10x” +169 = (x* +26x> +169)—36x* = (x* +13) —(6x* )=
= (x> —6x+13)x* +6x+13).

m) xs+x4+1=(x5+x4+x3)—(x3—1)=x3(x2+x+1)—(x—1)(x2+x+l)=
:(x3—x+1Xx2+x+1)

n) x5+x+1=(x - 2) (x +x+1) ( ) (x +x+1)=
:xz(x—l)(x2+x+1) (x +x+1) (2+x+1Xx - X +1)

0) 8x" + x —66 = (8x —64)+ (x—2) = 8(x* —8)+ (x—2) =
=8(x —2)(x” + 2x +4)+ (x—2) = (x —2)(8x” + 16x +33).

pP) x(y2—22)+y(zz—x )+z(x2 ) +z)(y z)+yz —yx° +zx’ —zy°
= (v =)y +x2) = yz(y - 2)- (v —) (v =2l + 3z = yz = x*)=

=(r=2)x(z = x)=plz = x)) = (v = 2fz = x ) - ).

1 ) 1
3. a)Ha a +— =3, akkor mennyi a’ +— értéke?
a a

b) Tudjuk, hogy x + 1 =5. Mennyi x° + % érteke?
X X

2 2
Megoldas: a) Ha a+l:3, akkor (a+lj =9, a2+2-a-l+(lj :a2+2+i2:9,
a a a a a

1
azaz a’ +—2=9—2=7.
a

1Y 1 1 1 1
3 3 r 3
b) 125=(x+—j =X +—3+3(x+;j=x +7+3-5, igy x +7=110'

X X



2

Tt iz +x° értékét. (Olyan for-
x'+1 x

4. Az x szamrol tudjuk, hogy x + 1 =4 . Szamitsa ki
X

maban megadott érték szamit teljes értékli megoldasnak, amibdl kidertiil, hogy a szam ra-
ciondlis-e vagy nem, ¢€s az is, hogy melyik a hozza legkdzelebbi egész.)

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2007/2008; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

2 2 2
Megoldss: x2+L2: IR [ . SR S . +iz+x2=14+i.
X 1 X X 14

o

+1
X i o

2
X

X ! +1

5. a’ +b*+c’ =4 és ab+bc+ca=3. Mennyi (a+b+c)* értéke?

Megoldas: (a+b+c)’ =a” +b> +c* +2(ab+bc+ca)=4+2-3=10.

6. a) Ha a+2b = 3, akkor mennyi a+3b értéke?
a-2 a-3
2
b) Ha a-2b =3, akkor mennyi a zab értéke?
b
. a+2b
Megoldas: a) =3 a+2b=3(a—2b), a+2b=3a—6b, 8b="2a, a=4b.
a_
Ezért a+3b:4b+3b:7_b:7.
a-3b 4b-3b b

2 2 2

b)Haa 2b=3,akkora=5b, ésa ab:25b b =5.

4ph* 4p*

7. a) Az a, b valds szamokra a+b =13 és 1 +l =7 teljesiil. Mennyi a4 b értéke?

a b b a
f s , 1 1 1
b) Az a, b, c valos szamokra a+b+c =26 es—+g+—:28.
a c
Mennyi &+ 24 €494 €00 grexen
c a c¢c b a
Megoldas: a) (a+b)- l+l :2+3+2 miatt13~7:2+£+é, igy £+2:89.
a b b a b a b a

. - . e . ,a b c .
b) A megadott két egyenldség szorzata egyenld a keresett kifejezés és — +Z +— 0Osszegével.
a c

Tehat a valasz: 26-28—-3=728-3=725.



8. Mennyi a+b+c értéke, ha %:%:% és abc = 5767
Megoldas: Legyen x = % = % = %, ekkor a =3x, b =4x, c = 6x. Helyettesitsiik ezeket a ki-

fejezéseket az abc =576 kifejezésbe: 576 = (3x)-(4x)-(6x)=72x°, x* =8, x=2. Tehat
a=6,b=8,c=12, a+b+c=26.

9. Ha ac+ad +bc+bd =68 és c+d =4, akkor mennyi lesz a +b+c+d értéke?

Megoldas: ac +ad + bc +bd =alc +d)+b(c+d)=(a +b)c+d)=4(a +b)= 68, innen
a+b=17.Igy a+b+c+d=17+4=21.

10. Az a, b, ¢, d pozitiv egész szamokra ab +cd =38, ac+bd =34, ad +bc = 43. Mennyi
a+b+c+d érteke?

Megoldas: A masodik és harmadik egyenldség Osszege:
alc+d)+blc+d)=(a+b)c+d)=77=7-11,ezért a+b és c+d értékei 7 és 11.
at+b+c+d=T7+11=18.

11. Az a, b, ¢ valés szamokra (a—b) +(b—c)’ +(c—a)’ =0 és a+b+c=9. Mennyi az

abc szorzat értéke?

Megoldas: x° >0 teljesiil minden valds x szamra. Ezért az elsé egyenldségbél a=b=c
kovetkezik. Figyelemmel az a + b+ ¢ =9 egyenlOségre, a=b=c =3, abc=27.

12. Mennyi 4(a> +b” +c> +d*)—(a+b+c+d) lehetséges legkisebb értéke, ha a, b, ¢ és d

négy kiillonbozo egész szam?

Megoldas: A O = 4(a2 +b*+c* +d? )— (a+b+c+d) kifejezés felirhaté kéttagh kiilsnbsé-
gek négyzetosszegeként: Q = (a—b) +(a—cf +(a—df +(b—c) +(b-d) +(c-d).
Tegyiik fel, hogy a>b>c>d. Ekkor (a—b) 21, (b—c) 21, (c—d) =1, tovabba
(a—c)f 22"=4,(b-d) 24,és (a—d) =9.
Tehat Q>1+1+1+4+4+9=20. Q =20 teljesiil, ha példaul a szamok 4, 3, 2, 1.



13. Igazoljuk zsebszamologép haszndlata nélkiil, hogy 20072009 -2011-2013 +16 négyzet-
szam.

Kalmar LaszIo Matematika Verseny 2012, 8. osztaly, megyei fordulo

Megoldas: Irjuk fel szamok helyett 4ltalanosan ezt a szorzatot, a parositsuk {igyesen a ténye-
z8ket:  (2k —3)-(2k —1)- 2k +1)- (2k +3)+16 = (4k> —=9)- (4%> 1)+ 16 = 16k* — 40k + 25

Ez a kifejezés teljes négyzet: = (4k2 —5)2. Ezzel altalanos esetben is igazoltuk, hogy egy

ilyen miiveletsor eredménye négyzetszam.

14. Igazoljuk, hogy x> +y* +2x—4y+7>2, hax, y tetszéleges valos szamok.

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2012; 8. osztaly, orszagos donté

Megoldas: Alakitsunk ki a kifejezésben 0sszeadandoként teljes négyzeteket:
Xy 2x—4y+T=(P 2 +1)-1+(p> —dy+4)-4+T7=(x+1] +(y -2 +222.

al y __ % =3. Mennyi x+ y+z értéke?

15. =
y—6 z-8 x-10

Megoldas: Ha =3, akkor x=3y-18. Ugyanigy y=3z-24 ¢és z=3x-30. Ezek

y—=6
Osszege x+y+z=3(y+z+x)—72, azaz 2(x+y+z)=72, x+y+z=36.

16. Tudjuk, hogy x* + y* =1. Mennyi 3x* +2y* +5x°y* + y* értéke?
Megoldas: 3x* +2y* +5x7y + 7 = (3x* + 3x%y% )+ (27> +2p* )+ p? =

= 3)cz(x2 +y2)+2y2(x2 +y2)+y2 =3x"+3y* =3.

17. Tudjuk, hogy a” +b> =c* +d* =1 és ac +bd =1. Mivel egyenld ad — bc?
Megoldss: Az (a> +b°)-(c* +d*)=(ac + bd }* + (ad — bc)* miatt ad —be =0.
18. Mennyi x° + )’ értéke, ha x+y =5, és x+ y+x°y+xp> =247

Megoldas: x+y+x°y+ xy’ =(x+y)-(1+xy)=24. Mivel x+y =5, ezért xy+1=48, va-
gyis xy=38. x*+3° =(x+y) -3x(x+y)=125-3-38-5=125-57 = 68.

10



19. Ha > —2015-7+1 =0, akkor mennyi r+l értéke?
r

Megoldas: Ha »* —2015-7+1=0, akkor »* +1=2015-7. Osszuk el az egyenléség mindkét

oldalat r-rel: » + l =2015.
r

20. Legyenek x, y, z harom paronként kiilonb6z6é nem nulla valés szam! Hatarozzuk meg az
xyz szorzat értékét, ha tudjuk, hogy
1 1 1
X+—=y+—=z+—.
v z X

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, 1. kategoria, 3. fordulo

Megoldas: x+l:y+l, x—y=l—l, X—y= y—z’ yz = Y2 , €s az utobbi osztas
y z z vz xX—=y
elvégezhetd, hiszen x, y, z paronként kiilonb6z6 szamok.
Ugyanigy kapjuk, hogy zx = ikl , Yx = y—x
y—z X—z

(x )-(yz)-(zx): i:zi:;i:i =1, (xyz)2 =1,1igy xyz =1 vagy xyz =-1.

) 1 1
Mindkét eset el6fordulhat: x =1, y= 5 z=-2 esetén xyz=1; x=-1, y :5, z=2
esetén xyz = —1.

1 1 1
21. Mutassameg, ha 1+a+ab#0, abc =1, akkor =1.

+ + =
l+a+ab 1+b+bc 1+c+ca

Megoldas: Ha 1+a + ab # 0, akkor a tobbi nevezd sem lehet nulla.
1+ c+ca+0,hiszen 1+c+ca=abc+c+ca=c(l+a+ab),
és 1+b+bc#0,mert 1+b+bc=abc+b+bc=b(l+c+ca).
1 1 1
+ + =
l+a+ab 1+b+bc l+c+ca

B 1 N a N ab B
l+a+ab a+ab+abc ab+ abc+ a’be
1 a ab _l+a+ab

l+a+ab a+ab+1 ab+1+a 1+a-+ab

11



22. Az x, y, z egész szamokra teljesiil, hogy x + y + z = 2. Tudjuk, hogy az
1 1 1
+ +
xy+z-1

vz+x—-1 zx+y-—1

Osszeg egy primszam reciprokaval egyenld. Melyik ez a primszam?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, II-111. kategoria, 3. fordulo

Megoldas: Mivel x+ y+z=2,igy z—1=1-x—-y.
Ez alapjan xy+z—1=xy—x—y+1=(x—1)(y—1).
Hasonloan kapjuk, hogy yz+x—1:(y—1)(z—l), zx+y—l:(z—1)(x—1).

1 1 1
+ + =
xy+z—-1 yz+x-1 zx+y-1
_ 1 N 1 N 1 _
(r=Dy-1) -Yz=1) (z=1)x-1)
x+y+z-3 -1

=Dy -De-1) =Dy -1e-1)]

Legyen a primszam ¢, ekkor (x - 1)(y — 1)(2 — 1) = —q . Ez csak ugy lehetséges, ha a harom
tényezObdl az egyik ¢, a masik kettd 1 és —1; vagy az egyik — g, a két masik szam 1; vagy az
egyik — g, és a két masik szdm —1.

Az x, y, z szdmok valamilyen sorrendben ¢ +1, 2, 0; vagy —g +1, 2, 2; vagy —¢g+1, 0, 0.
Az x+ y+z =2 egyenldségre tekintettel rendre ¢ = -1, ¢ =3 és ismét ¢ = —1 adodik.

Tehat a keresett primszam csak g =3 lehet, és ez megvalosul,ha x =2, y=2, z=-2.

23. Bizonyitsa be, ha 7 K +

Megoldas: Elegendd belatni, hogy

a+b+c=(a+b+c)(l+l+l).
(b-¢cy (c-a) (a-bf \b-c c-a a-b)\b-c c—a a-b
Az egyenldség valoban teljesiil, mert

a ( 1 Lo ac —ab

b—c \c—a a-> (a—b)(b—c)(c—a)’

b ( 1 N 1) ab — bc
c—a \b-c a-b _(a—b)(b—c)(c—a)’

bc —ac

(a-b)b—c)c—a)

, s ezek Osszege nulla.
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24. Bizonyitsa be, hogy \/8+\/@ —\/7+m =\/7—m —\/8—@.

KoMalL, 1990. november, C.230.

Megoldas: A négyzetgyok alatti Osszegeket, kiilonbségeket alakitsuk teljes négyzetté az
(a+b) =a® +b*+2ab ésaz (a—b) =a* +b* —2ab azonossagokkal.

Példaul, ha 8++/60 = a® +b* +2ab alakl, ahol 8=a® +b> és /60 =2ab, akkor a leg-
utobbi egyenldség ad fogddzot arra, hogy milyen értéket jelolhetnek az a és b betiik.
V60 =24/15 = 2ab . Ennek egy megoldasa a = \/5, b=A/5. Ekkor a*>+b* =8 is teljesiil.

Tehat /8 +~/60 =\/(\/§+\/§)2 =3+4/5.
Hasonl6an kapjuk a /7 + V40 = (\/E ++/5 )2 =2 +45 egyenldséget. Az atalakitasok so-

ran hasznaltuk a \/a_2 =|a| azonossagot is. V8 =60 =4 (\/5—\/5)2 =‘\/§—\/§‘ =5-43,
V17330 =2~ 5] <Nz -3 =452

Ezeket hasznalva a \/8+\/@ —\/ 7++/40 = \/ 7-40 —\/ 8 —/60 egyenldség masképp ir-
hato: (ﬁ+ﬁ)_(ﬁ+ﬁ)= (ﬁ—ﬁ)—(ﬁ—ﬁ), €s az innen a \/5—\/5=\/§—\/§ azo-

nos egyenldséget kapjuk.
Azonos atalakitasokat végeztiink, tehat igaz a feladatban szerepld egyenldség.

25. Mennyia 2- \/ 10% — (1010 ~2-107" )2 kifejezés értéke egészre kerekitve?
(A)0 B)1 (©)2 D)3 (E)4
Gordiusz Matematika Tesztverseny 2003; 9. osztalyos, orszagos dontd

Megoldas: A helyes valasz: (E) 4.

2-\/1020—(10”’—2-10*“’)2 =2.10° —(10° —4+4-102)=2-4/4-4-10 ~2-/4 = 4.

Megjegyzés: Gyakori tapasztalat, hogy sokan az elemi szdmolasi feladatokhoz is szdmologé-
pet hasznalnak. Ha ezt a szamolast szamologéppel végzik el, a legtobb gép a hibas 0 ered-
ményt adja. Tanulsagos lehet didkokkal megbesz€lni ezt a feladatot.

26. Mutassa meg, hogy

a) \/6+\/6+\/6+\/g +J12+J12+\/12+\/ﬁ +\/20+\/20+\/20+\/% <12
b) 4<\/6+\/6+...+\/g +3\/6+\3/6+...+§/g <5, ahol mind a négyzetgyok, mind a kob-

gyokjelek szama 100.

KoMal, 1988. januar, Gy.2455.

) \/100+\/99+\/98+...+\/2+ﬁ <11

KoMalL, 1994. oktober, F.3028.
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Megoldis: a) /6 <+/9 =3, igy V6 ++/6 <~+/6+3 =3, V6+6+6 <~/6+3 =3, és latha-
toan akarhany gyokjel esetén is teljesiil a \/ 6++6+...+/6 <3 egyenltlenség.
V12 <16 =4, igy V12 +/12 <12 +4 =4, J12+\/12+\/E <12+4 =4, ¢és hason-
l6an folytatva, akarhany gyokjel esetén teljesiil a \/ 12 + m <4 egyenl6tlenség.
V20 <25 =5, igy 4/20++/20 <420 +5 =5, \/20+\/20+\/% <2045 =5, igy foly-

tatva, akarhany gyokjel esetén teljesiil a \/ 20++/20+...+~/20 <5 egyenldtlenség.

A \/6+\/6+\/6+\/g +J12+J12+\/12+\/§ +\/20+J20+\/20+\/% haromtagu

Osszeg tagjai rendre kisebbek,mint 3, 4, illetve 5. Tehat az 6sszeg kisebb 3 +4 +5 =12 -nél.

b) Az el8bb lattuk, hogy \/6+\/6+...+\/g <3.

3\/6<3\/§=2, igy m<m=2, \3/6+m<m=2, ¢s ezt igy folytatva
akarhany gyokjel esetén is teljesiil a 3\/ 6+6+...+36 <2 egyenldtlenség.

Ezek miatt \/6+\/6+...+\/g +3\/6+\3/6+...+3 6 <3+2=5.

Masrészt  4<~/6+3/6  &s \/€+%/€<\/6+\/6+...+\/g +3\/6+%/6+...+%/g, ezért
4<\/6+\/6+...+\/g +3\/6+\3/6+...+3\/g.

) \/100+\/99+\/98+...+\/2+\/T <\/110+\/110+\/110+...+\/110+\/121 =11.

27. Hatarozzuk meg az 4 szam pozitiv egész osztoéinak szamat, ahol:

A =\/1+2011-\/1+2012-\/1+2013'\/1+2014-2016 .
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo

Megoldas: Hasznaljuk az (« —b)a + b) = a® — b* azonossagot:

J1+2014-2016 = /1+(2015-1)- (2015 +1) = \/1+(2015> —1) =/2015> = 2015, emiatt
A=1+2011-y1+ 20121+ 20132015 .

Az elébbi gondolatmenet szerint J142013-2015 = \/m2014—2—1) =2014.

Ezért A=+/1+2011-+/1+2012-2014 .

V1+42012-2014 =2013, igy A=+1+2011-201 =1/1+‘20122 —1i= 2012 =27 -503.

Az A4 szam osztdinak szdma (2 +1)- (1 + 1) =6.
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28. Az a és b nullatol kiilonbozo valds szamokra teljesiil az aldbbi 6sszefliggés:
a’ +(3a2 +1)b+(3b2 +1)a+b3 =0.
Mennyi lehet az % hanyados értéke?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2012/2013; kezdok, I-11. kategoria, 3. fordulo

Megoldas: Rendezve és szorzatta alakitva:
a’>+3a*b+3ab> +b* +a+b=0,
(@+b)f +a+b=0,
(a+b)(a+bY +1)=0.
Mivel a masodik tényez0 pozitiv, csak a +b =0 esetén lehet a szorzat nulla. Innen pedig a
keresett hanyados —1.

29. Mely x és y pozitiv egész szamokra igaz az x* — y°> +2x — 6y — 25 =0 egyenldség?

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; kezdok, I-11. kategoria, 1. fordulo

Megoldas: Alakitsuk at a kifejezést: (x +1)* —(y +3) =17.

Hasznaljuk az a” —b* =(a —b)a +b) azonossagot: (x —y —2)x+ y+4)=17. Mindkét té-
nyez0 egész szam, (x +y+ 4) biztosan pozitiv és nagyobb a masik tényez6nél. Igy a 17-nek
csak egyetlen szorzatta bontasa jon szoba: x+ y+4 =17 és x—y—2=1. Ezt az egyenlet-

rendszert megoldva x =8 ¢és y =5 a feladat megoldasa.
30. Hany olyan pozitiv egész n érték van, amelyre n° —n’> +n—1 értéke primszam?
Megoldas: n° —n> +n—-1=n*(n—-1)+(n-1)= (n2 + IXn ~1). Ha ez a szorzat primszam, ak-

kor a két tényez8bol a kisebbik értéke 1. Tehat n =2, ekkor n’ —n’ +n—1 értéke valdoban
primszam, ez az érték 5.

31. Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyre n’ +2n° +9n +8 értéke kobszam?

Megoldas: Mivel n® <n®+2n° +9n+8<(n+2), igy n’ +2n* +9n+8=(n+1) kell le-

gyen. n> =6n+7, azaz n="17.
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32. Hany olyan n egész szam van, amelyre n* +6n < 6n° +n’ teljesiil?

Megoldas: Az n' +6n<6n’ +n° egyenlétlenség atrendezés utan: n* —6n° —n® +6n <0,
azaz n*(n—6)—n(n—6)<0, n(n> —1\n—6)<0. Az abran a szémegyenes mellett jeldltiik az

egyes tényezok eldjelét.

Egy szorzat akkor negativ, ha a negativ tényezOk szama paratlan. Igy az egyenlétlenség meg-
olddsa: —1<n <0 vagy 1 <n<6. A megoldast az egész szamok kozott keressiik, ezért n =2,
3, 4, 5 lehet.

33. Mutassa meg, hogy l 13572 <— 1

5 246810 3
Megoldas: Olyan bizonyitast keresilink, amely akar 100-tényezds szorzat esetén is mukodik.
Vegyiink a szorzat tényez0i helyett nagyobbakat, illetve kisebbeket, és tekintsiik ezek szorza-
tat A_l.é.é.z. 9 B g.i.§.§.10 C l.g.i.é.§ ezekre C<A<Bteljesul
2 46810 3579 11° 23579
(A tényezok kozott paronként teljesiilnek a megfeleld egyenldtlenségek. Példaul 4 < B, mert
! <g i<i ... mivel l=1—l<1—l=g, E=l—l<l—l=i, ..., mert a bal oldalon
2 374 5’ 2 2 3 3 4 4 55

az egészbdl tobb hianyzik, mint a jobb oldalon.)
AB=Ltes £ <aB="Lc! tehat a<l.
11 11 9 3

A-C=i és A2>A-C=i>i,tehét A>l.
20 20 25 5

34. a) /999700029999 = ?
b) 44...4+11...1-66...6 =?
—_— S

2n n+l n

¢) ,/370370...037-11...100...0 =?
T ——

30 30

Megoldis: a) /999700029999 =3/999-10° +7-10° +2-10* +9999 =
=3/(10° =1)-10° +7-10° +2-10* +10* =1 =310 —3-10° +3-10* -1 =

=3(10* =1 =10* —=1=999.
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b) \/44...4+11...1—66...6 =\/g-99...9+l'99...9—8-99...9 =
2n

n+l n 2n n+l n
:%-\/4-(102”—1)+(10"“—1)—6-(10”—1):%-\/4-102"+4-10”+1:é-(2-10”+1):
— L 2000...001 = 666...667.

3 n—1 n—1
©) 3\/370370...037—11...100...0=3\/37-(1087+1084+...+10°)—11...1-103°=
89 30 30 30
90 9 60 1030 90 _7.10060 1030 _
:3\/37'103 1_1(1030_1).1030:3\/10 1 10%-10 :i/lo 310 +3-10° -1 _
10°-1 9 27 9 27
30 1) 30
Y Rt I et N YR
3 3 =

35. Milyen szamjegyekbdl all a 333...33-666...66 szorzat eredménye?
%/_/ %/_J

2009 darab 2009 darab
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2009/2010; haladok, I. kategoria, 1. fordulo

2009 _ (102009 _
Megoldas: 333...3321-999...99:M ¢s 666...66—2 10 1 :
2009 Torah 3

2009 darab 2009 darab 2009 darab 3

1029 _1 ' 2_(102009 _1)_ 2.10%'8 _4.102° 42

A szorzat 3 5 . Elvégezve az Osszevondst a
4017 darab 2009 darab 2008 darab 2008 darab
4018 2009
szamlaloban: 2-107° =4-107" +2 2000...002 —4000...00 1999...996000...008
' 9 - 9 - 9 '

Az osztas eredménye, mivel a maradéka hatosig, illetve az utols6 helyiértéken allo kettesig
2008 darab 2008 darab

1999...996000...008 ~——~""32.5-7""=2
ismétlodik: 5 =222...221777...778..

2008 darab 2008 darab

Tehat a szorzat az 1, 2, 7, 8 szamjegyeket tartalmazza.

36. Legyen 4=177...76 és B =355...52 2k +3, illetve k +2 jegyl természetes szam. Bi-
— —

2k+1 darab k darab
zonyitsuk be, hogy v A4— B is természetes szam, ¢€s hatdrozzuk meg v A — B jegyeinek
szamat.
Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; haladok, 1. kategoria, 1. fordulo
7
Megoldas: 4=10*"7+7-111...11-10+6 =10""* +--999...99-10 + 6 , azaz
[ 9 —
2k+1 darab 2k+1 darab

A=10"7 +%-(102"+‘ ~1)-10+6= % (1072 —1).
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Hasonldan kapjuk, hogy B = % : (1 0! — 1).

2
A—B:%-(IOZ’”Z—I) 32 (10 - 1)=%-(102"*2—2-10"“+1)=G-(10"“—1)}, ezért
4 0 4 . L
A-B="-(10""=1)=2.999...99 =4-333...33 =1333...332, ami k +2 jegyii szém.
3 - —_ —_ 7

k+1 darab k+1 darab k darab

37. Egy haromszog oldalai a, b és ¢, melyekre a® + b +c* = ab + bc + ca teljesiil. Mutassa

meg, hogy a hdromszog szabalyos haromszog.

Megoldas: Mibdl kovetkezik, hogy a, b és ¢ egymassal egyenldk? Ez kovetkezik példaul az
(a—b) +(b—c) +(c—a) =0 egyenléségbdl. J6 volna ehhez eljutni.

Az a® +b* +c> =ab+bc+ca egyenldséget szorozzuk 2-vel, hogy kozelebb keriiljiink a
telies  négyzetekhez: 2a* +2b> +2¢* =2ab+2bc+2ca.  Atrendezések  utan:
(a2 —2ab+b2)+ (b2 —2[)6‘+02)+(c2 —2ca +a2)= 0,azaz (a—b) +(b—c) +(c—a) =0.

Mivel x> >0, igy az elébbi 6sszeg csak ugy lehet nulla, ha a —b=b-c=c—-a =0, azaz
a =b = c, azaz a haromszdg egyenld oldali haromszog.

38. Egy haromszog a, b, ¢ oldalaira c=b +4 ; ‘4 b-a =0 . Mit allithatunk a haromszog
a c

szogeirol?
KoMal, 1986. november, Gy.2370.
c—-b a-c¢c b-a

Megoldas: + 5 + =0, azaz cb(c —b)+ac(a —c)+ba(b—a)=0. Alakitsuk ezt
a C

szorzatta!

bc* —b*c+a’c—ac® +balb—a)=0,

c (b a)+c( )+ba( ) ,
(b- a)(c —cla+b)+ ba) 0,
(= a)(c —ca—ch+ ba): 0,
(b—a)c(c —a)-blc-a))=0,
(b—a)(c—a)(c—b)zo.
A szorzat pontosan akkor nulla, ha valamely tényezdje nulla, vagyisaz a=b, b=c, c=a
egyenldségek koziil legalabb egy teljesiil, azaz a haromszog egyenld szaru.

39. Egy haromszog oldalai a szokasos jelolésekkel a, b és c, a veliik szemkozti szogek rendre
a, fB és y. Mekkorak lehetnek a haromszog szogei, ha tudjuk, hogy a S kétszerese az

" . - . a b ¢ a b c. .
a szognek, és az oldalak kozott fennall az — + — + — = — + — + — Osszefiiggés?
c a ¢ a

Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny 2011/2012; kezdok, 1. kategoria, 3. fordulo
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c—-b a-c b-a
+ +

Megoldas: Atrendezés utan az el6z6 feladatbol megismert =0 Ossze-

a b c
fliggést kapjuk. Belattuk, ez azt jelenti, hogy a haromszog egyenld szari. A szogekre kirott
feltétel miatt a haromszog szogei o, a, 2a; vagy 2a, 2a, o . A szogek Osszege 180°, igy
a harom szogeinek nagysaga 45°, 45°, 90°; vagy 36°, 72°, 72°.

40. Mutassa meg, ha

a)abc=1¢s a+b+c= 1 + % + l, akkor az a,b,c szamok valamelyike 1-gyel egyenld.
a ¢

1 1 1 )
b) abc=1¢és a+b+c>—+ Z + —, akkor az a,b,c szamok egyike 1-nél nagyobb, a ma-
a c

sik ketté pedig 1-nél kisebb.

Megoldas: a) Az a,b,c szamok valamelyike 1-gyel egyenld éllitas kovetkezik az

(a—1)b—-1)c—1)=0 egyenléségbdl. J6 volna ehhez eljutni.
Mivel a+b+c =l+%+l, igy abc(a+b+c)=ab+bc+ca.
a c

Az abc =1 feltétel miatt a +b+c=ab+bc+ca,illetve a+b+c+abc=ab+bc+ca+1,
azaz abc —(ab+bc+ca)+(a+b+c)—1=0,tehdt (a—1)b—1)c—1)=0.

b) a+b+c>l+%+l,azaz a+b+c>ab+bc+ca (hiszen abc =1), ezért
a c

abc —(ab +bc +ca)+(a+b+c)—1>0, tehat (a —1)b—1)c—1)>0.
Itt vagy mind a hdrom tényezd pozitiv (ami abc =1 miatt nem lehet), vagy egy tényezd po-
zitiv, a masik ketté negativ. Ez utobbi teljesiil, azaz az a,b,c szamok egyike 1-nél nagyobb, a

masik kettd pedig 1-nél kisebb.

1. a) 2015-(1—1](1—1]-(1—1)-...-(1—Lj=?
2 3 4 2015
b)2015-(1—%)-(1—%)(1—%)-...(1— lzj:?
2 3 4 2015

1 1 1 1 1
c) + + + + =7
5.7 7-9 9-11 11-13 13-15
d) L+L+L+L+L:?
10 40 88 154 238
1 1 1 1 1

+ + + +...+ =7
2:9 312 4-15 5-18 31-96

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2012; 6. osztaly, orszdgos donto

0 (1+ 1-@[“2%41“3?5]““(”@}?

Kalmar LaszIo Matematika Verseny 2011, 7. osztaly, megyei fordulo

e)
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11 1 NS U SRS SO e

+ + +...+—— va +—+... !
1-2 2.3 3-4 9-10 11 12 13 39 40

Kalmar Laszlo Matematika Verseny 2009; 7. osztaly, orszdagos donto

g) Melyik nagyobb:

h) i+£+i+i+i+£+l+§:?

21 31 41 5! 6! 7! 8! 9!
. 1 1 1 1 1
1)(2+5j-(22+2—2j-(24+?]-(28+?)(2“’+27)=?

Megoldas: a) Végezziik el a kivonasokat a zardjelekben, ezutan a szorzat

123 2014

2 34 2015

egyszerusitéseket elvégezziik, a soktényezds szorzat mint egy teleszkop, dsszetolhatod):
1 23 2014 1 1

— ... — =—— Igy a vizsgélt szorzat értéke: 2015-—— =1.
2 3 4 2015 2015 2015

omeli-5) -2 )
S (a0 O80 I I R TORTS
s (123 (2 (59 () (3 )

_2015. L.[3.2) (4 3) (3. 4), (2015 20143 2016 _ o 5 1 2016, n¢
2 34)4's 2014 2015) 2015 22015

alakban irhat6. Latunk egy teleszkopikus szorzatot (ha a kézenfekvd

¢) Vegyiik a nevezdkben levd tényezok reciprokanak kiilonbseégét!

Példaul: 1.1 _I=s 2 . Igy az 6sszeg értéke:
5 7 57 5.7

1 1 1 1 1 1[(1 1 1 1
+ + + + =—-||l=-—=|+|=—= |+

5.7 7-9 9.11 11-13 13-15 2 |5 7 7 9

I I O P

215 15| 15

1 1 1 1 1 1 1 1
d) —+—+—+ + = + +...+
10 40 88 154 238 2-5 5-8 14-17
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¢) Emeljiink ki az 6sszeg mindegyik tagjabol %-ot:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + + +.o.4 =—- + + + Foo+t—|.
2.9 312 4-15 5-18 31:96 3 (23 34 4.5 5.6 31-32
Az ! = LR felbontast hasznalva atalakitjuk a zar6jelben szerepld 0sszeget:
n(n + 1) n n+l

111 1 1 1) (1 1) (1 1
+ + +.o.+ =|l——=|+|=—=|+|=—= |+
2.3 3.4 4.5 31-32 (2 3} (3 4) (4 5)

fgy a kérdezett 6sszeg értéke: L :l-l—szi_
3\2 32) 332 32

1 1) 1 1
+|———|==——.
(31 32) 2 32

I _kk+2)+1 K +2k+1_ (k+1)
k(k+2)  k(k+2) k(k+2)  k(k+2)
22 3 4 (n+1)
1-3 2-4 3.5 n(n+2)

) 1+

. Ezt hasznalva a szorzat atalakithato:

. Lathatjuk, hogy a szdmlaloban minden négyzetszam 3°-tél n’-

ig kiesik, hiszen a két szomszédos nevezé tartalmazza a megfeleld tényezot. A 2* és (n + 1)2
esetén csak egy szomszéd van, igy egyszeriisités utan ezekbdl megmarad egy-egy tényezo,
vagyis a szamlalo 2(n + 1) lesz. igy viszont a nevezSben is szinte minden eltiinik, kivéve a két

. 2n+1
sz¢ls6 tényez6t. Ezért a szorzat egyszerlibb alakja: M

n+2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 9 ,

g) + + +.+——=|-—=|+|=——=|+...4| ———|=———=—". Tehat az
1.2 2.3 3.4 9-10 1 2 2 3 9 10 1 10 10

elsd 6sszeg kisebb, mint 1. Belatjuk, hogy a masodik dsszeg nagyobb 1-nél, és ezzel megtalal-
tuk a valaszt.

1 1 1 1 1 1
_+—+—+...+—>10'_:_9
11 12 13 20 20 2
21 22 23 30 30 3
ettt +—>10-—=—, igy
31 32 33 40 40 4
11 1 1 1 1 1 1
— et — ot >+t —>]
11 12 13 30 40 2 3 4
1 1 2-1 1 1 1 3-1 2 1 1 4-1 3 -
hy ———="-=—, ———="_—-° —_ -2 == . mit
121 21 21 2031 31 317 31 41 41 4)

1 2 3 8(1 1)[1 1)[1 1]
—t—+—+. === [+ == |+ =—— |+
21 31 41 or (11 21) (21 31) (31 4

21



i) Szorozzunk (2 —~ %j -del és hasznéljuk az (a —b)a +b) = a® — b* azonossagot.

Coaf el ) s (o ()

Ezt az eredményt ( ;j = % -del val6 szorzas utdn kaptuk, igy
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