2. Egyenletek

I. Feladatok
1. Oldja meg az alabbi egyenleteket, egyenletrendszereket a valos szamok halmazan.

a) x>+ > +2=2x+2y

b) 8(x* + »*)—4(x* + ?)+1=0
Kalmar Laszlo Matematika Verseny dontdje, 1992., 8. osztaly
0) (20 —x—3) +(2x —x 3] - (2x* +x—6) +(2x” +x=6)' =0
OKTV II. kategoria, 1. fordulo, 2011/2012
x> +10y+41=0
d) y°-2z-23=0

22 —6x+17=0
Tanarképzo foiskolak Péter Rozsa matematikai versenye, 1992
36 4
e) + =28—44x-2—-4y-1
Nx=2 y-1

OKTV I kategoria, 2. fordulo, 2012/2013
f) x?—43x-2+6=y
Y =43y -2+6=x

KoMalL, 2006. december, B.3954.

2. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan.
a) Bx+5) +(x+6) =4x +1
b) (x2 —x—l)2 -x’=5
©) x*(x—1) +(x-2) =76
d) (x—5) +(x—4) +(x-3)" =2

e) (x—3) +(x-5)" =82
OKTV I kategoria, 1. fordulo, 2011/2012

3. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szdmok halmazan.

a) 7(x+lj—2(x2 +sz =9
X X

b) x* —8x* +17x* =8x+1=0

©) x* —3x" +2x* =3x° +2x* = 3x+1=0

d) x*—2x° —6x* +4x° +6x* =2x-1=0

e) x' —7x" +4x° =21x" +6x" —21x° +4x* - Tx+1=0



4. Oldja meg az alabbi egyenleteket, illetve egyenletrendszert a valds szdmok halmazan.

x+6 x+5 x+4 x+3 x+2 x+1

a) + + = + +
2010 2011 2012 2013 2014 2015

x—1999 x-1998 x-1997 x-2 x-3 x-4
+ + = + +
2 3 4 1999 1998 1997
Kalmar Laszlo Matematika Verseny megyei forduldja, 2001., 8. osztaly

b)

x—-49 x-46 x-31 x-48 x-47 x-45
+ + = + +
2 5 20 3 4 6

Jx—w91 Jx—wm) Jx—lO Jx—ﬂ
d) + = +
10 11 1991 1990

x—49 x-50_ 49 50
50 49  x-50 x-49

c)

KoéMal, 1990. mdjus, Gy.2630.

KoéMal, 1990. marcius, Gy.2614.

e)

KoMal, 1986. januar, Gy.2310.

5. Oldja meg az alabbi egyenleteket, illetve az egyenletrendszert a valos szamok halmazan.
a) (x* +2x+4)- (> —6y+11)=6
b) 5" -3 =16

0 xw;:w@}

x4 xy+yt =27

6. Bizonyitsa be, hogy az (x—a)x—b)+(x—b)x—c)+(x—c)x—a)=0 egyenletnek
barmely valos a, b, c értékek esetén van valos gyoke.
KoMal, 1987. marcius, C.98.

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a valos szamok halmazan.

x+y+xy=7
a , 2
X +xy+y =13

x+y+z=4
b) xy+yz+zx=1
xyz =—6



8. a) Mutassa meg, ha a+b+c¢ >0, ab+bc+ca>0 és abc >0, akkor az a,b,c szdmok
mindegyike pozitiv.

1 1 1
b) Mutassa meg, ha ab+bc+ca >0 és —+—+— >0, akkor az a,b,c szamok azonos

ab bc ca
elojeliek.

¢) Az x’ + px° + gx + r polinom mindharom zérushelye 0 és 2 kdzott van. Bizonyitsa be,

hogy —2<p+qg+r<0.

9. Oldja meg az egyenleteket a valds szamok korében.
a) |x—1|-|x+2[ = |x+1-]x-2|
b) [x—1|-|x+2|-[x =3 =[x+ 1|-|x—2|-|x+3|

10. Egy tizes szamrendszerben felirt négyjegyli szambol kivonjuk azt a haromjegyli, majd
kétjegyli, végiil egyjegyli szamot, amelyet az eredeti szdm utolso, utolso kettd, végiil utol-
s6 harom szamjegyének elhagyasaval kapunk. Az eredmény: 2014. Mi volt az eredeti
négyjegyl szam?

11. Négy kiilonbozd szamjegy alkalmas sorrendjével elkészitettiik a lehetséges legnagyobb ¢és
legkisebb négyjegyli szamot. A két szam 0sszege a) 10560; b) 10477.
Mik lehetnek ezek a szdmok?

12. Anna meglatogatja a hegy tuloldalan lakoé baratnéjét, Hannat. Az ut felfele emelkedd sza-
kaszan 2 km/h sebességgel, a vizszintes szakaszon 3 km/h, a lejtés szakaszon 6 km/h se-
bességgel halad. Oda-vissza az ut 6 oraig tartott. Annatol hany km tavolsagra lakik Han-
na?

13. Oldja meg az (x2 +2x - 1)2 +2x° +3x =3 egyenletet a valos szamok halmazan.

14. Mekkora b értéke, ha az x* —8x’ —8x” +96x + b =0 egyenletnek harom valos gyoke
van?

I1. Megoldasok

1. Oldja meg az alabbi egyenleteket, egyenletrendszereket a valds szamok halmazan.
a) x’+ )y +2=2x+2y

b) 8(x* + y*)-4(x* + y*)+1=0
Kalmar Laszlo Matematika Verseny dontdje, 1992., 8. osztaly



0) (22 —x—3) +(2x* —x—3] - (2x* +x—6) +(2x” +x=6)' =0
OKTV II. kategoria, 1. fordulo, 2011/2012
x*+10y+41=0
d) y2-2:-23=0
22 —6x+17=0

Tanarképzo foiskolak Péter Rozsa matematikai versenye, 1992

=28—4x-2—-y-1

¢ 36 N 4
Nx=2 4Jy-1

OKTV I kategoria, 2. fordulo, 2012/2013

Y —43y-2+6=x

0 x2—4\/3x—2+6=y}

KoMalL, 2006. december, B.3954.

Megoldas: Azt hasznaljuk, ha egy négyzetosszeg értéke (illetve paros kitevdjli hatvanyok
Osszege) nulla, akkor mindegyik 6sszeadandé értéke nulla.

a) x’+ )y +2=2x+2y,

(x* —2x+1)+ (v =2y +1)=0,

(x—1) +(y-1)7 =0.

A négyzetdsszeg csak ugy lehet nulla, ha x =1, y=1.

b) 8(x* + y*)-4(x* + y*)+1=0,
16(x* + y*)-8(x* + y*)+2 =0,

(16x* —8x% +1)+(16y* —8y” +1)=0,
(4x> —1) + (4y> -1f =0.

Ez az dsszeg pontosan akkor nulla, ha 4x*> —1=0 és 4y* —1=0, azaz x = i% , V= i%.

o) (2x —x-3] +(2x —x-3] -(2x +x—6] +(2x” + x—6)' =0 egyenlet bal oldalan 4ll6
osszeg minden tagja paros hatvanyon van, tehat nem negativ. Igy a bal oldal értéke pontosan
akkor 0, ha minden tagja 0.

2x* —x-3=0,azaz 2x-3)x+1)=0, ha x, :%, x, =—1.

2x* +x—6=0,azaz (2x—3)(x+2)=0, ha x3:§, x,=-2.

A tagok mindegyike csak x = % esetén lesz nulla, ez az egyenlet egyetlen megoldasa.



d) Adjuk 6ssze a harom egyenletet, ekkor ezt kapjuk: (x =3 +(y+5) +(z—1) =0. Ez
nyilvan csak x =3, y =-5, z =1 esetén teljesiil.

A kapott gyokok megoldasai az egyenletrendszernek is, és ezeken kiviil mas megoldasa
nem lehet az egyenletrendszernek.

36 4
) + =28—-4+x—-2 -,/ y—1 egyenletet irjuk konnyebben kezelhetd alakba,
Jio2 Ayl T : g

az a =+x—2, b=,/y—1 helyettesitésekkel: ﬁ+%:28—4a—b.
a

37!6+4a+%+b=28,

£ vldaf o[ ] o] =

(%] —24+(2Va }{( 2})] —4+ \/_)2}

2] () <o

fgy (\/x_—zx/x—zjlb_ - J =0, azaz \/6_2 24/x -2 ¢s

4\/%zw/y—l;\/x—2=3, x=11¢ésy-1=2, y=5.

f) Adjuk Ossze a két egyenletet és rendezziik nullara:

X4y’ —43x-2-43y-2+12-x-y=0.
Alakitsuk a bal oldalt teljes négyzetek 0sszegévé:

(¢ —4x+4)+ (02 —4y +4)+(3x-2)-4V3x -2 +4)+ (By -2)- 43y -2 +4) =0,
(r—2F +(y—2) +[-v3x—2] +2-3y-2] =o0.
Ez csak akkor teljesiilhet, ha minden tag nulla, amibdl egyetlen megoldéas adodik: az x =2 és
y=2.

2. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan.
a) 3x+5) +(x+6) =4x” +1
b) (x2 —x—l)2 -x’=5
¢) xz(x—l)2 +(x—2)3 =76
d) (x—5) +(x—4) +(x-3)" =2
e) (x—3) +(x-5)" =82
OKTV I. kategéria, 1. forduls, 2011/2012



Megoldas: Az alabbi megoldasokban azt hasznaljuk, hogy egy szorzat csak akkor lehet nulla,
ha valamelyik tényezdje nulla. Az egyenleteket tigy rendezziik, hogy az egyik oldalon nulla
alljon, ¢és a masik oldalt azonossdgok segitségével szorzattd alakitjuk, az

a’—b>=(a+b)a-b) azonossaggal, illetve az a’—b'=(a— b)(a2 +ab+ b’ ),
a’+b = (a + b)(a2 —ab+ bz) azonossagokkal. (Egy alkalommal az a* —b* kifejezést ala-
kitjuk szorzattd.)

a) Bx+5) +(x+6) =4x* +1,
(3x+5y —4x) (x+6) -1)=0,
(3x+5 )+((x+6)3—13):0,
(x+5)(5x+5) (x+5)(x2+13x+43)=0,
(x+5)x” +18x+48)=0.
A szorzat valamelyik tényezdje akkor nulla, ha x, = -5, x, =-9 ~/33, X, =-9+ \33.

b) (x* —x— 1) -x’ =5,

(x —x— 1 ) (x +1)=0,

(> = x—1F =22} (" +1)=0.

(xz—x+1Xx -—x- 3)—(x+1)(x2—x+1)20,

(xz—x+1Xx2—2x—4):0.

Az elsé tényezd sohasem lehet nulla, a masodik tényezd akkor nulla, ha x, =1—\/§ ,

x, =1+ V5, ezek az egyenlet megoldasai.

o) x*(x=1]+(x-2) =76

76,
(2 (e =17 - 49)+ ((x -2 —27)=0,
([x(x DF -72)+((x—2) -3°)=0,
)+ ((x=2)=3)((x=2)* +3(x—2)+9)=0,

(x(x = 1) = 7)x(x 1)+ 7
( Pox- 7Xx —x+7)+(x— S)xz—x+7)=0,

(2—x+7Xx —12) 0.

Az elsé tényezé sohasem lehet nulla, a masodik tényezd akkor nulla, ha x, = 2\/5 ,

X, = 23, ezek az egyenlet megoldasai.

d) (x—5) +(x-4) +(x-3)" =2,
(=57 = 1]+ (x—4) +|(x=3)' —1]=0,
(e =57 =12+ (x—4) + |(x = 3)* —1*]

0,



(x=4)x—6)+ (x—4)x? —8x+16)+ ((x =37 —=1)(x = 3)* +1)=0.
(x—4)Yx—6)+(x— 4(x —8x+16)+ (x —4)x —2)(x* —6x+10)=0
(x—4)x? - 7x+10) ( 4)x—2)(x* - 6x+10)=0

(x —4)x —2)(x = 5)+ (x—4)(x = 2)(x* = 6x +10)= 0
(x—4)x- 2)(x2—5x+5) 0.

= ® 0=
G

)
)
)
)
)

=

5+4/5

2

A szorzat valamelyik tényez6je akkor nulla, ha x, =4, x, =2, x,, =

¢) (x-3)" +(x-5)" =82,
((x- 34—81)+((x 5) -1)=0,
((e=3)" = 9)+ (e- 57 - 12) =0,
(=37 -9)(x-3) +9)+ ((x—5)2—1X(x—5)2+1):0,
(x* - 6x)(x —6x+18) (x* —10x+24)x* —10x +2 )
x(x = 6)x> = 6x+18)+ (x — 4)(x — 6)(x* = 10x +26)= 0
(x = 6)x(x? — 6x +18)+ (x —4)(x* —10x +26)|= 0,
(x — 6)2x° — 20x° + 84x — 104]=0.
x =6 megoldas. A tovabbi megoldasokat a 2(x3 ~10x° +42x—52)=0 egyenlet megolda-

sa adja. Ha az egyenletnek van egész megoldasa, akkor az a konstans tagnak, az 52-nek oszt6-
ja. Behelyettesitéssel ellendrizhetjiikk, hogy x =2 megoldds (a probalkozast a kis
abszolutértékll szamokkal: 1, —1,2, —2, ... érdemes kezdeni). Mivel x =2 megoldas, igy az
(x - 2) gyoktényezd kiemelhetd. Ezt végezziik el iligyes csoportositasokkal. A legnagyobb
kitevéjii tag mellé olyan kifejezést valasztunk, amibél az (x —2) tényezd kiemelhet, és hoz-
zdadunk/elvesziink annyit, hogy maga a polinom ne valtozzon:

x*=2x* —8x* +16x+26x-52=0,

x*(x—2)-8x(x —2)+26(x-2)=0,

(x = 2)(x* - 8x + 26).
Az x* —8x+26 =0 masodfoku egyenletnek nincs valds gyoke, igy az eredeti egyenlet

megoldasai x, =2 és x, =6.

3. Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szdmok halmazan.

a) 7(x+l]—2(x2 +L2]:9
X X
b) x* —8x* +17x* —=8x+1=0
©) x* —3x" +2x* =3x° +2x* =3x+1=0

d) x*—2x° —6x* +4x° +6x* =2x-1=0
e) x' —7x" +4x° —21x  +6x" —21x° +4x* - Tx+1=0



2
Megoldas: a) Legyen x+l=y. Ekkor (x+lj =x’ +L2+2,azaz x’ +L2=y2 -2.Az
X X X X

egyenlet ezzel a helyettesitéssel a 2(y2 - 2)— 7y+9=0,azaza 2y’ —7y +5=0 alakot dlti.

Ennek gydkei y, =§ és y,=1.Az x + 1 =1 egyenletnek nincs valds gydke, az x + 1 =§
X X

egyenlet gyokei x, =2, x, = %

1 1
Megjegyzés: Ha az 7(x +—j - 2(x2 +—2j =9 egyenletet x”-tel szorozzuk, akkor egy az
X X

egyiitthatdiban szimmetrikus egyenlethez, a 2x* —7x’ +9x> —7x+2=0 egyenlethez ju-
tunk. A kovetkezd egyenleteknél megfigyelhetjiik az egyiitthatok szimmetriajat. Ilyen esetek-

1 1
ben segithet az y = x + —, vagy y = x —— helyettesités.
X X

b) Az x*—8x’ +17x* —8x+1=0 egyenletnek x =0 nem megoldasa, igy nem veszitiink

2
X X

gyokot, ha osztunk x”-nel: (xz + Lj - 8(x + lj +17=0.
1 , 1 5
Legyen x +—=y.Ekkor x" +—=y" -2.
x X
Ezzel a helyettesitéssel az (y2 - 2)— 8y+17=0, azaz az y> -8y +15=0 egyenlethez ju-

tunk. Ennek gyokei y, =3 és y,=5. Az x+l=3 ¢s az x+l=5 egyenletek gyokei

X X
3+4/5 54421

s X34 = .

X
b2 2 ’ 2

¢) Az x°—=3x" +2x* =3x> +2x* —=3x+1=0 egyenletnek x =0 nem megoldasa, igy nem

3 2
X

veszitiink gydkot, ha osztunk x” -nel: (x3 + i) -~ 3(x2 + Lj + 2[x + lj -3=0.
X X

Legyen x+l:y. Ekkor x° +L2:y2 -2, x° +L3:(x+lj3 —3(x+lj:y3 -3y. Ez-
X X X X X
zel a helyettesitéssel az (y3 —3y)—3(y2 —2)+ 2y-3=0, y°=3y> —y+3=0 egyenlethez
jutunk. 3’ -3y° —y+3=3'—-y-3y° +3:y(y2 —1)—3()/2 —l)z(y2 —1Xy—3):0. Az
egyenlet gyokei y,, =%l és y, =3.

Az x+ 1 =1, x+ 1 = —1 egyenleteknek nincs valos gyoke, az x + 1 =3 egyenlet gyokei
X X

X
_3%45

X
1,2
2

, ezek az eredeti egyenlet megoldasai.



d) Az x° -2x" —6x* +4x> +6x° —2x—1=0 egyenletnek x =0 nem megoldasa, igy nem

veszitiink gyokot, ha osztunk x*-nel: (x3 - L) - Z(X2 + Lz) - 6(x - lj +4=0. Itt az el6b-

x3 X X

bi egyenletekhez képest érdekesebb kifejezéseket latunk a zardjelekben.
1 1, 1 L 1)
Legyen x——=y. Ekkor |x——| =x"+—-2, |x——| =x" —— -3 x——|. lgy
X

X X X X X

x2+iz=y2+2, x3—L3=y3+3y, ¢s az egyenlet az (y3+3y)—2(y2+2)—6y+4=0,
X X

azaz az y° —2y’ -3y = 0 alakot 6lti. Ennek gydkei y, =0, y, =3 és y, =—1.
Tekintettel az y=x 1 Osszefliggesre, az eredeti egyenlet megoldasai: x,, = =1,
X

3+4/13 —1+4/5

> Xs6 =

X
4 2 ’ 2

e) Az x* —7x" +4x° -21x" +6x* =21x’ +4x* = 7x+1=0 egyenletnek x =0 nem megol-

dasa, igy nem veszitiink gyokét, ha osztunk x*-nel:

(x“ +L4j—7(x3 +i3j+4(x2 +i2j—2l(x+lj+6=0.
X X X X

1 1, 1 I | 1
Legyen x+—=y.Ekkor [x+—| =x"+—+2,|x+—| =x"+—F5+3| x+— |,
X X X

4
(x+lj :x4+L4+4(x2 +i2]+6.
x x x

fgy x* +L2:y2 -2, x° +L3:y3 -3y, x* +L4:y4 —4(y2 —2)—6:y4 —4y2 +2.
x x x
Ezzel a helyettesitéssel az egyenlet az (y4 —4y° +2)—7(y3 —3y)+ 4(y2 —2)—21y+6 =0,

azaz az y* -7y’ =0 alakot 6lti. Ennek megoldéasai y, =0 és y,=7.Az y=x +l Ossze-

X
74345 7-345

, Xy = .

2 2

fiiggés alapjan y, = 0 esetén nincs valds gyok, y, =7 estén x, =

4. Oldja meg az alabbi egyenleteket, illetve egyenletrendszert a valds szdmok halmazan.

x+6 x+5 x+4 x+3 x+2 x+1
+ + = + +
2010 2011 2012 2013 2014 2015
x—1999 x-1998 x-1997 x-2 x-3 x-4
+ + = + +
2 3 4 1999 1998 1997

a)

b)

Kalmar Laszlo Matematika Verseny megyei forduloja, 2001., 8. osztaly



x—49 x-46 x-31 x-48 x-47 x-45
+ + = + +
2 5 20 3 4 6

x—1991 x—=1990 x-10 x—11
d) + = +
10 11 1991 1990

x-49 x-50 49 50
50 49 x-50 x-49

¢)

KéMal, 1990. majus, Gy.2630.

KéMal, 1990. marcius, Gy.2614.

e)

KoMal, 1986. januar, Gy.2310.

x+6 x+5 x+4 x+3 x+2 x+1

+ + = + +
2010 2011 2012 2013 2014 2015
mindegyik torthoz 1-et!

x+6 x+5 x+4 x+3 x+2 x+1
+1 |+ ——+1 |+ +1|= +1 |+ +1 [+ +1
2010 2011 2012 2013 2014 2015
x+6 x+2016
+l=" 2
2010 2010
kovetkezo alakot 6lti az egyenlet:

x+2016+x+2016+x+2016 B x+2016+x+2016+x+2016
2010 2011 2012 2013 2014 2015

Megoldas: a)

. Adjunk az egyenletben szerepld

, €¢s ehhez hasonldan alakitsuk at a tobbi zarojelben is az Osszeget, igy a

Innen:

(x+2016 L, 1 = (x+2016 L, 1,1 ,
2010 2011 2012 2013 2014 2015

(x+2016)( ! 1 ! 1 ! ! ]:0

+ + - - -
2010 2011 2012 2013 2014 2015

A masodik tényezo pozitiv, ezért x +2016 =0, x =-2016.

Masképp. Az egyenlet els6foku egyismeretlenes egyenlet, igy harom eset lehetséges: nincs
megoldésa; egy megoldas van; az egyenl6ség azonossag. Az utébbi nem lehetséges, példaul
x = -3 esetén a bal oldal pozitiv, a jobb oldal negativ, tehat az egyenldéség nem lehet azonos-
sag. Az egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van. Ha mind a hat tort értéke 1, akkor teljesiil
az egyenlOség. A tortek mindegyike x =-2016 esetén veszi fel az 1 értéket. Az egyenlet
egyetlen megoldasa x = -2016.

10



x—=1999 x-1998 x-1997 x-2 x-3 x-4
+ + = + + .
2 3 4 1999 1998 1997
mindegyikébdl vegylink el 1-et!

x—1999 x—1998 x—1997 x—=2 x—=3 x—4
—_— 1|+ — 1|+ —-1]= -1+ -1+ -11,
2 3 4 1999 1998 1997

x—2001+x—2001+x—2001 B x—2001+x—2001+x—2001
2 3 4 1999 1998 1997

(x—2001)(1+l+1j:(x—2001>( 1 ! 1 j
2 3 4

+ +
1999 1998 1997

(x—zool)(l+l+1 ! 1 1 j:o

23 4 1999 1998 1997

b) Az egyenletben szerepld tortek

2

A masodik tényez6 pozitiv, ezért x —2001 =0, x =2001.

Masképp. Az egyenlet els6foku, egyismeretlenes egyenlet, igy harom eset lehetséges: nincs
megoldésa; egy megoldas van; az egyenl6ség azonossag. Az utébbi nem lehetséges, példaul
x =1000 esetén a bal oldal negativ, a jobb oldal pozitiv, tehat az egyenldség nem lehet azo-
nossag. Az egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van. Ha mind a hat tort értéke 1, akkor tel-
jesiil az egyenldség. A tortek mindegyike x = 2001 esetén veszi fel az 1 értéket. Az egyenlet
egyetlen megoldasa x =2001.

x-49 x-46 x-31 x-48 x-47 x-45
+ + = + +

2 5 20 3 4
nél a szamlaléban és nevezdben alld szamok O0sszege ugyanannyi, 51, és x =51 megoldas.
Am az most elhamarkodott valasz lenne, hogy ennek az elséfoku egyenletnek x =51 megol-
dasa, s ezzel megoldottuk az egyenletet.

Vegyiink el a torték mindegyikébdl 1-et:
x—51 N x =51 N x-51 x-51 x-51 x-35l1

) . Eszrevehetjiik, hogy mindegyik tort-

+ + ,
2 5 20 3 4 6
(x_Sl l_}.l_}.i_l_l_l =0,
2 5 20 3 4 6
(x-51 15 183 ,
20 24

Az utolsd egyenldségen latszik, hogy azonossag, mivel a szorzat masodik tényezdje 0. Tehat
az egyenlet azonossdg. Minden valos szdm megoldas.
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d) \/x — 1991 + \/x —1990 = \/x —10 + \/x 1 . Behelyettesitéssel meggy6zddhetiink arrol,
10 11 1991 1990

hogy a 2001 megoldéasa az egyenletnek, ugyanis ekkor a gydkjelek alatt minden esetben 1
van, és igy az egyenlet mindkét oldalan 1+1=2 4all. Megmutatjuk, hogy az egyenletnek
nincs mas megoldasa. Nyilvan x >1991.

x—1991 x-2001 x—2001 x—10
= +1> +1=

10 1991 1991 °

Ha x > 2001, akkor
\/x—1991 \/x—lO

azaz > .
10 1991

x—=1990 x-2001 x—2001 x=11 , x—1990 x—11
= +1> +1= , gy > .
11 11 1990 1990 11 1990

. \/x—1991 \/x—1990 \/x—lO \/x—ll
Emiatt + > + .
10 11 1991 1990

x—1991 x-2001 x—2001 x—10
= +l<——+1

Hasonloan

Ha 1991 < x <2001, akkor

10 10 1991 1991 °
x—1991 x—10 i, x—=1990 x-—2001 x—2001 x—11 ,
< . Tovabba = +l<—+1= , gy
10 1991 11 11 1990 1990

\/x—1990<\/x—11
11 1990 °

: , \/x—1991 \/x—1990 \/x—lO \/x—ll
Tehat ezen a tartomanyon + < + .
10 11 1991 1990

Azt latjuk, hogy az egyenlet értelmezési tartoméanyaban az x = 2001 értéket kivéve, nincs
megoldés, mert x > 2001 esetén a bal oldal, x <2001 esetén a jobb oldal a nagyobb.
Az egyenlet megoldasa x = 2001.

0 x—49+ x-50 49 N 50
50 49 x—-50 x-49

tort értéke 1, akkor az egyenlet mindkét oldalan 1+1=2 4all, és ez az x = 99 -re teljesiil. Te-
hat x =99 megoldas. Azt most nem tudjuk megmutatni, hogy mas megoldas nincs. Azért
nem lehet ezt belatni, mert vannak még megoldasok. Kezdjiik ujra!

A tortek nevezdje nem lehet nulla, tehat x = 50, x # 49 . Hozzuk az egyenlet mindkét olda-
lat kozos nevezore:
() (x—49)-49+(x-50)-50 _ (x—49)-49 +(x -50)-50 .

50-49 (x —50)- (x —49)

. Induljunk el az el6z6 megoldasok utjan! Ha mindegyik
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A szamlalok egyenldségébdl a nevezdk egyenldsége kovetkezik: 50-49 = (x - 50)- (x - 49) ,
x> =99x =0, x(x - 99) =0, azaz x =0, vagy x =99, és mindkét szam megoldésa az eredeti
egyenletnek is.

Az elébbi kovetkeztetés akkor helyes, ha a szamlalé nem nulla. Ha a szamllé nulla, (1) ak-

kot is teljesul (X _49)49 + (x —50)50 = O, azaz x = 43(9)1

, és ez is megoldasa az eredeti

egyenletnek.

Az egyenlet megoldasai: 0, 99 és 4901 .

99

5. Oldja meg az alabbi egyenleteket, illetve az egyenletrendszert a valos szamok halmazan.
a) (x* +2x+4)- (> —6y+11)=6

b) 5* -3" =16

0 x+‘</—:y+g/;}

x4 xy+yt =27

Megoldas: Tekintsiink az egyenletben szerepld kifejezésekre, mint fiiggvényekre, és a fiigg-
vény jellemzai segithetik az egyenlet megoldasat.

a) X2 +2x+4=(x+1)+3>3¢s y* —6y+11=(y-3) +2>2,
tehat (x* +2x+4)-(y?> =6y +11)>6.

Az egyenldség csak ugy lehet, ha (erl)2 +3=3, azaz x =—1; valamint (y—3)2 +2=2,
azaz y=3.

b) Osszunk 3" -nel (ezt megtehetjiik, mert 3* # 0, hiszen 3" >0): (%) -1= ;—? . A bal olda-

lon all6 fiiggvény szigorlan monoton ndvekvd, a jobb oldalon pedig szigortian csokkend
fliggvény 4ll, ezért az egyenletnek legfeljebb egy megoldasa van. Az x =2 megoldas, ez az
egyetlen megoldas.

¢c) Az f (t):t+§/; fliggvény szigorian monoton novekvod, ezért ha f (x): f (y), akkor
x=y. Ezt hasznaljuk fel a masodik egyenletnél: x° + x*> +x° =27, tehat x=3, vagy

x=-3,4m ¢/x miatt x>0 , gy az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: x =3, y =3.
6. Bizonyitsa be, hogy az (x—a)x—b)+(x—b)x—c)+(x—c)x—-a)=0 egyenletnek

barmely valos a, b, c értékek esetén van valos gyoke.
KoMal, 1987. marcius, C.98.
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Megoldas: Rendezés utdn a 3x* — 2(a +b+ c)x +ab + bc + ca = 0 egyenlethez jutunk. Ennek
a masodfokl egyenletnek a diszkrimindnsa D =4 - ([a +b+cl —3[ab+bc + ca]), és ez 4tala-
kitasok utdna D =4-(a® + b> + ¢ — ab + bc + ca) alakot blti.
Belatjuk, hogy D >0, és ezzel igazoljuk a feladat allitasat.
a*+b*+c*—ab—bc—ca>0,
2a* +2b° +2¢* —=2ab—2bc —2ca 20,
(a2 —2ab+b2)+ (b2 —2bc + cz)+ (02 —2ac +a2)2 0
(@a=b) +(b-c) +(c—a) >0.
Az utols6 egyenldtlenség igaz, és igy az elsd egyenldtlenség is, mert ekvivalens atalakitaso-
kat végeztiink. Tehat D =4 - (a2 +b* +c* —ab+bc+ ca)z 0.

Masképp. Az egyenlet masodfokl egyenlet. Ha a kifejezésre, mint fliggvényre tekintiink,
akkor az egy parabola egyenlete. Feltehetjiik, hogy a < b <c.

Legyen f(x)=(x—a)x—b)+(x-b)fx—c)+(x—c)x—a).

Ha x =a, akkor f(a)=(a—b)a-c)>0.

Ha x = b, akkor f(b)=(b—a)b—c)<0.

Ha x = ¢, akkor f(c)=(c—a)c—b)>0.

Ha valamelyik egyenl6tlenségben teljesiil az egyenldség, példaul x = a esetén, akkor x =a
zérushelye a parabolanak, azaz megoldasa a masodfoku egyenletnek.

Az a lehet6ség maradt, hogy mindegyik egyenlétlenség éles egyenlétlenség. Ez azt jelenti,
hogy a parabola az x =a és x = ¢ helyeken pozitiv értéket vesz fel, és a kozottiik levé x = b
értékre negativ az értéke. Igy ez a folytonos fiiggvény elbjelet valt a és b kozott, emiatt a és b

kozott zérushelye van. Ugyanigy zérushelye van b és ¢ kozott is. Ezek a zérushelyek a masod-
foku egyenlet gyokei.

7. Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a valos szamok halmazan.

x+y+xy=7
a) 2 2
X +xy+y =13

x+y+z=4
b) xy +yz+zx=1
xyz =—6
Megoldas: a) Legyen a =x+y, b=xy,ekkor az egyenletrendszer az

a+b=7
a’-b=13

alakot 6lti. Innen kapjuk az a® +a—20=0, (a — 4)(a + 5) =0 egyenletet.
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Ha a=-5, b=12, akkor az x+ y = -5, xy =12 egyenletrendszerhez nem taldlunk x, y va-
16s megoldasokat. Ha a =4, =3, akkor x=3, y=1vagy x=1, y=3.

b) A gyokdk és egyiitthatok kozotti osszefiiggések alapjan x, y és za * —4t> +1t+6=0
egyenlet gyokeit jeldli.

Ha van egész gyoke az egyenletnek, az osztdja a 6-nak. Ezeket vizsgalva talalunk harom
gyokot: ¢, =—1,1,=2,1, =3.

Az egyenletrendszer (x; Vs Z) megoldasait a —1, 2, 3 szdmok kiilonb6z0 sorrendjei adjak.

8. a) Mutassa meg, ha a+b+c¢ >0, ab+bc+ca>0 és abc >0, akkor az a,b,c szamok
mindegyike pozitiv.

1 1 1
b) Mutassa meg, ha ab+ bc+ca >0 ¢és _b + b_ +— >0, akkor az a,b,c szamok azonos
a c ca

elojeliek.
¢) Az x’ + px* + gx + r polinom mindharom zérushelye 0 és 2 kdzott van. Bizonyitsa be,

hogy -2< p+q+r<0.

Megoldas: a) Legyen p=a+b+c, gq=ab+bc+ca, r=abc, f(x)zx3 —px> qx—r.
Az f (x) figgvény x <0 esetén negativ értékeket vesz fel, tehat a zérushelyei pozitiv sza-

mok, s ezek a zérushelyek a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések miatt az a,b,c

szamok.
b) L+L+L>O, azaz Lb+c>0.
ab bc ca abc

Két eset lehetséges. a+b+c >0, abc>0, ab+bc+ca>0;vagy a+b+c<0, abc<0,
ab+bc+ca>0.

Legyen p=a+b+c, g=ab+bc+ca, r=abc. Ekkor az x° — px* + gx —r =0 egyenlet

gyokei az a, b és ¢ szdmok.

Elsd esetben p>0, ¢ >0, r>0. Ekkor az x’ — px*> + gx —r = 0 egyenlet gydkei mind po-
zitivak, hiszen x <0 esetén x° — px> +gx—r<0.Tehdt a >0, 5> 0, c>0.

Masodik esetben p<0, ¢>0, r<0.Ekkor az x° — px*> + gx —r = 0 egyenlet gyokei mind

negativak, hiszen x >0 esetén x° — px* + gx —r>0.Tehat a <0, b<0, c<0.
¢) Legyenek a polinom zérushelyei a,b,c: x* + px® + gx +r = (x —a)(x —b)(x — ). Helyette-

sitsiink x =1-et: 1+ p+g+r=(1-a)l1-b)1-c). A szorzat a feltételek miatt —1 és 1 ko-
zOtt van, igy —2<p+qg+r<0.
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9. Oldja meg az egyenleteket a valos szamok korében.
a) |x—1|-|x+2[ = |x+1-]x-2|
b) |x—1|-|x+2|-|x—3| = |x+ l|-|x—2|-|x+3|

Megoldas: a) Szorzat abszolut értéke egyenld a tényezdinek abszolut értekébdl képezett szor-
zattal, és forditva, tehat az (x—1)fx+2)=x"+x-2 és (x+1)x—2)=x" —x—2 szorzatok
abszolut értéke egyenld. Ez kétféleképpen teljesiilhet: a két szorzat egyenld, €s igy a kiilonb-
ségiik 0, vagy a szorzatok értéke csak eldjelben 1iilonbozik, ezért az 6sszegiik 0. Az elsd eset-
ben x, =0. A masodik esetben x* +x—2 =—(x2 —x—2), azaz x° =2, X,; =1V2. Az
egyenletnek ez a hdrom gyoke van.

b) |a|-|b|-|c|:|a-b-c, tehat az (x—1)x+2)x-3)=x"-2x"-5x+6 ¢és az
(x+1)(x—2)x+3)= x> +2x> =5x—6 szorzatok abszolut értéke egyenls. Ez kétféleképpen

teljesiilhet: a két szorzat egyenld, igy a kiilonbségiik 0, vagy egymas ellentettjei, ezért az 6sz-
szegiik 0.

Az elsé esetben: x°’ —2x° —5x+6=x" +2x’ —5x—6,azaz 4x* —12=0, X, = +4/3.
A masodik esetben: x° —2x* —5x+6= —(x3 +2x* —5x— 6), azaz 2x° —10x=0, x; =0,

Xy5 = +4/5.

10. Egy tizes szamrendszerben felirt négyjegyli szambol kivonjuk azt a haromjegyli, majd
kétjegyli, végiil egyjegyli szamot, amelyet az eredeti szdm utolso, utolso kettd, végiil utol-
s6 harom szamjegyének elhagyasaval kapunk. Az eredmény: 2014. Mi volt az eredeti

négyjegyll szam?

Megoldas: Ha a keresett szam abcd (azaz abcd =1000a +100b + 10c + d ), akkor
abed — abe —ab—a = 2014, igy 8894 +89b +9¢ +d =2014 . Ha a > 3, akkor 889a > 2014 ;
ha a =1, akkor 889a+89b+9c+d <899+89-9+9-9+9<2014, techat a =2. Ezt behe-
lyettesitve a 889a +89bh+9c +d =2014 egyenletbe: 89b+9c +d =236. Ismét a nagysagi
viszonyokra figyelve kapjuk, hogy b=2. Az igy ad6d6 9c+d =58, ez csak ugy lehet, ha

c=6,d=4. Az eredeti négyjegyll szam a 2264.

11. Négy kiilonboz6 szamjegy alkalmas sorrendjével elkészitettiik a lehetséges legnagyobb ¢s
legkisebb négyjegyti szamot. A két szam 6sszege a) 10560; b) 10477.
Mik lehetnek ezek a szamok?

Megoldas: a) A négy kiillonbozo szamjegy: a < b < c <d . A feltételek szerint:

dcba + abed =10560, azaz 1001-(a +d)+110-(b+¢)=10560. A bal oldal oszthato 11-
gyel, osszunk 11-gyel: 91-(a+d)+10-(h+c)=960. A jobb oldal is, 10- (b +c) is oszthat6
10-zel, igy 91- (a + d) is oszthat6 10-zel, a +d =10. Ezutan kapjuk, hogy b +c =5. Tekin-

tettel a kiindul6 egyenldtlenségekre: a =1, b=2,c=3,d =9.
Valoban: 9321+1239=10560.
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b) Az egyenlet  jobb oldala valtozott: dcba + abcd =10477, azaz
1001-(a +d)+110-(h+c)=10477. A bal oldal oszthato 11-gyel, a jobb oldal nem.

Tehat nincs megoldas. (Ez nem meglepd. Nyilvan nem mindegy, milyen szdmot adunk meg
a két szdm Osszegeként, csak néhany esetben van megoldas.) A b) feladatnak még is van meg-
oldasa. Miért? Mit néztiink el, mit hibaztunk?

Két lehetdséget kell vizsgalni a feladat szovege alapjan, és mi csak az egyiket néztiikk meg.
A két lehetoség: a négy szamjegy kozott nem szerepel a nulla (ezt néztiik), vagy az egyik
szamjegy a nulla.

A masodik esetben az 0sszeg: dcb0 + b0cd =10477 .
1001d +101056 +110c =10477 , itt az 6sszeg utols6 szamjegye miatt d =7 . Ezt behelyettesit-
jik: 10106 +110c =3470, 10156 +11c =347. Mivel b és c szamjegyek, igy a nagysagi viszo-
nyok miatt b =3, és ezutdn ¢ =4 adodik. A megoldas: 7430 + 3047 =10477 .

Az a) feladat megoldasa is hidnyos, hiszen ott is meg kell vizsgélni azt a lehetoséget, ha a
négy szamjegy egyike a nulla, &m abban az esetben nincs megoldas.

12. Anna meglatogatja a hegy tiloldalan lako6 baratndjét, Hannat. Az ut felfele emelked6 sza-
kaszan 2 km/h sebességgel, a vizszintes szakaszon 3 km/h, a lejtds szakaszon 6 km/h se-
bességgel halad. Oda-vissza az ut 6 oraig tartott. Annatol hany km tavolsagra lakik Han-
na?

Megoldas: Az ut odavivod szakaszan az emelkedd szakasz hossza legyen x, a vizszintes y, a
lejtds z km. Ekkor az oda-vissza vivd ut megtételéhez sziikséges 1d6:

X y z x y z ,
—+=+—|+|-+=+=-|=6,azaz 4-(x+y+2z)=36,igy x+y+z=09.
(2 3 6) (6 3 2] (x+y+2z) gy X+y+z

Anna ¢és Hanna lakésa k6zott 9 km a tavolsag.

13. Oldja meg az (x2 +2x— 1)2 +2x° +3x =3 egyenletet a valos szamok halmazan.

1. megoldas: (x2 +2x— 1)2 +2x” +3x=3. A négyzetes kifejezés mellé keressiink egy masik
négyzetet, hogy az a® —b> azonossagot alkalmas médon alkalmazni tudjuk.

(¢ +2x—1f = x> +3x” +3x-3=0.

Az elsé kettdt alakitsuk szorzattd a nevezetes azonossag segitségével.

(x2 %rx—lkx2 +3x—1D)+3(x*+x-1)=0,

(x2 +x—1)(x2 +3x+2)=0, azaz (x+1)(x+2)(x2 +x—1): 0.

—1++/5 N —1-45

2 )

Az egyenlet megoldésai: x, =—1, x, =2, x; =

2. megoldas: (x2 +2x—1)2 +2x% +3x=3.

(x> +2x 1] —4+2x” +3x+1=0.
Az elso kettdt alakitsuk szorzattd, a masodfokut pedig irjuk fel gyoktényezds alakban.
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(x* +2x = 3)x” + 2x + 1)+ (2x +1)(x +1) = 0, azaz: (x* +2x =3 x+1)> + (2x +1)x+1)=0.
(x+1](* +2x =3k x+ ) +2x +1]=0,
(erl)[x3 +3x° +x—2]=0.

Alakitsuk szorzattd a harmadfoku kifejezést! Ha az x° +3x> + x—2 =0 egyenletnek van
egész gyoke, akkor az osztoja a konstans tagnak, a 2-nek. Az 1, —1, 2, —2 ¢értékeket behe-
lyettesitjiik, és azt talaljuk, hogy x =-2 gyoke az egyenletnek, igy az (x +2) gyoktényezd
kiemelhet6 a harmadfoku polinombol.

A3t x 2= 427 Xt 4 2x —x—2=x"(x +2)+ x(x +2) - (x +2),
x® +3x? +x—2:(x+2 x? +x—1)=0,

tehat (x + 1)(x3 +3x7 +x— 2)= (x+1)(x + 2)(x2 +x - 1): 0.

—1+4J5  -1-45

s Xy

2 )

Az egyenlet megoldasai: x, =—-1, x, =-2, x; =

3. megoldas: (x* +2x— 1) +2(x? +2x—1)+1=x+2,
a bal oldalon teljes négyzet all: [(x2 +2x— 1)+ 1]z = (x2 + 2x)2 =x+2.

Ez atrendezve, szorzatta alakitva: (x +1)(x + 2)(x2 +x- 1) =0.

_—1+45 N —1-+5
2 '

)

Az egyenlet megoldésai: x, =-1, x, =-2, x,
14. Mekkora b értéke, ha az x* —8x’ —8x” +96x + b =0 egyenletnek harom valos gyoke
van?

Megoldas: Vazoljuk fel az f(x)=x*—8x’ —8x” +96x fiiggvény grafikonjat! (Segit a
Geogebra, az Excel, vagy a fliggvényvizsgalat hagyomanyos eszkoze, a derivalas.)

Azt az y =—b egyenest keressiik, amely pontosan 3 pontban metszi ezt a grafikont. Ez a

vizszintes egyenes érintdje a fliggvénynek.
f'(x)=4x> —24x" —16x +96 = 4(x + 2)(x —2)(x = 6)=0
A keresett egyenes az x = 2 pontban érinti a fliggvényt: —b = f(2) =112, tehat b =-112.
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