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Pélus — polaris kapcsolat
a) P a k koron kiviil helyezkedik el
P

Ey

E,)
Befogé6tétel: OP - OP' = r?
P: pblus
p: polaris



Pélus — polaris kapcsolat

b) P rajta van a k koron

c) P a k koron belil helyezkedik el




1. La Hire elmélet:

Legyenek a k korre vonatkozéan az X és Y poélusokhoz
tartozo polarisok x és y. Ekkor
Xey & Yex/”

Bizonyitas:

0X -0X' =r%=0Y-0Y’

= X, X,Y,Y
egy koron vannak

XEy © XY'Y4=90° < XXY4=90 < Yex



Legyenek a k korre vonatkozéan az X, Y, Z pélusokhoz
tartozoé polarisok x, y, z. Ekkor

Z=xNy & z=XY
Bizonyitas:

Z=xNy & Z€xés Z€Ey & Xe€zésYez & z=XY



Pascal tétel specialis esete:

Legyenek egy korbe irt hatszog csucsai A, B, C, D, E, F. Ha
ABNDE =P,BCNEF =0 ésCDNFA=R,akkoraP, Q, R
pontok egy egyenesre esnek.




3. tétel:

Legyenek X, Y, Z, W egy k kor pontjai, XY NZW =P, XZNWY = Q
és XW NnZY =R. Ekkor a k korre vonatkozoéan a P pélushoz
tartozo p polaris athalad a @ és R pontokon.




3. tétel:
Bizonyitas:
XY =s, ZW=¢t, s— S, t—T
sNt=P 2. tétel > p=ST

XXZYYW hatszognél XX NYY =5, XZNnYW =0Q, ZY NnWX =R
Pascal tétel = S, Q, R egy egyenesre esnek

ZZYWWX hatszégnél ZZNnWW =T, ZY n\WX =R, YW N XZ = Q
Pascal tétel = T, R, Q egy egyenesre esnek = p = ST = QR

O




1. feladat:

Az AB atméroja félkornek P és Q két olyan pontja, melyekre
AP < AQ és AP + BQ. A félkor P és Q pontbeli érintoinek
metszéspontja R, AP N BQ = S.
Bizonyitsuk be, hogy RS 1 AB.




1. feladat megoldasa:

ABNPQ=C,APNBQ =S5
3.tétel = Sec

Az R-hez tartozoé polaris r = PQ
C er = R ec (La Hire elmélet)

SeEcés ReEc = c¢c=3SR
= RS1OC = RS 1AB




2. feladat:

Az ABCD érintonégyszog beirt kore k, amely az AB, BC, CD,
DA oldalakat az X, Y, Z, W pontokban érinti.

Legyen ABNCD =E,ADNBC =Fés XZNnYW =P.
Igazoljuk, ha a k kor kozéppontja K, akkor EF 1 KP.




2. feladat megoldasa:

E-hez tartozé polaris: e = XZ
F-hez tartozo6 polaris: f =YW

enf=P
2. tétel =

P-hez tartozé6 polaris:
p = EF L KP.




3. feladat:

Az ABCD hurnégyszog AB és CD oldalegyeneseinek metszés-
pontja P, BC és DA oldalegyeneseinek metszéspontja pedig Q.
A Q pontbdl a négyszog koriilirt koréhez érintoket huzunk,
az érintési pontok E és F.

Bizonyitsuk be, hogy a P, E, F pontok egy egyenesre esnek.

i (Kinai Matematikai Olimpia 1997)




3. feladat megoldasa:

Q polarisa q = EF
3. tétel =
ABNCD=Peg
ACNBD =ME€q
P, E, F a g egyenes pontjail
(s6t M 1s)




4. feladat:

Az A, B, C, D, E, F pontok a megadott sorrend szerint helyez-
kednek el egy k koron. A kor A és D pontbeli érintoi,
valamint a BF és CE egyenesek P pontban metszik egymast.
Bizonyitsuk be, hogy az AD, BC és EF egyenesek vagy
parhuzamosak, vagy egy pontban metszik egymast.

(Lengyel-Osztrak Matematikai Olimpia 1998)




4. feladat megoldasa:

a) BC || EF
BC || EF = BCEF hurtrapéz,
tengelyesen szimmetrikus OP =t-re
A és D 1s tengelyesen szimmetrikus t-re

BC1t,ADLt.EF1t = BCI|ADI|EF




4. feladat megoldasa: (folytatas)

b) BCNEF = Q
P polarisa p = AD
BCEF hurnégyszdg BF N CE = P
BCNEF =0

3.tétel Q €Ep
= A, D, Q egy egyenesre esnek




5. feladat:

Az ABCD bicentrikus négyszog korilirt korének kozép-

pontja K, beirt korének kozéppontja 0. Az AC és BD atlék a
P pontban metszik egymast.

Igazoljuk, hogy a K, O, P pontok egy egyenesre esnek.
! (IMO shortlist)




5. feladat megoldasa:

a) Segédtétel:
Bicentrikus négyszoghen a szemkozti érintési pontokat

Osszekotd szakaszok és az atlok egy pontban metszik
egymast. (KoMaL F.2793.)




5. feladat megoldasa: (folytatas)

D) ABNCD =E,BCNAD = F
3.tétel = p=FEF (a korilirt korre vonatkozoan)
EF 1L KP




5. feladat megoldasa: (folytatas)

c) 2. feladat p = EF (a beirt korre vonatkozbdan)
EF 1 OP
= KP||OP = K, O, P egy egyenesen vannak




6. feladat:

Az ABC haromszogben az A csucsnal levo szog 60°, AB # AC,
O a beirt, K a kortlirt kor kozéppontja.

Bizonyitsuk be, hogy az AO szakasz felezOmerolegese, a KO
és BC egyenesek egy kozos ponton haladnak at.




6. feladat megoldasa:

AFO0 A félszabalyos haromszog

X az AO felezopontja = X az AFO korilirt korének kozéppontja
= XF = XA = X0, XFO szabalyos A = X0 =0F =r

= k, felezi az A0 szakaszt

= A0 felezomerdlegese érintdje k;-nek

BOCs = 180° — (£ +Y) = 180° - = = 120°

= BO'C«<=120°=> 0" €k, = KA = KO’
OA=00=2r = KOAA=KOO A
= 0KA¥ = 0O'KO«x = KO 1 A0’

AO’0 A-ben = XD || A0’
= KO L XD
OX=0D=r

= KO az XD felezobmerolegese



6. feladat megoldasa: (folytatas)

k, korre vonatkozoan
XD poélusa rajta van
k, X pontbeli érintdjén (A0 felezomerdlegese)
k, D pontbeli érint6jén (BC oldalegyenes)

XD felezomerodlegesén (KO egyenes)




7. teladat:

Adott egy O kozéppontu k kor, és egy olyan [ egyenes, melynek
nincs kozos pontja k-val. E az | egyenes azon pontja, melyre OF
meroleges [-re. Legyen M egy E-tol kiilonbo6zo pontja [-nek, A és
B pedig az M-t6l a k-1g hiUzott érintoszakaszok egy-egy
végpontja. Legyen C és D az E pontbdl az MA és MB egyenesekre
allitott merolegesek talppontja és CD N OF = F. Hatarozzuk
meg az F pont mértani helyét, ha M befutja az | egyenest.

(Indonéz Matematikai Olimpia, 2012)




7. feladat megoldasa:
M pont polarisa m = AB

Az [ polarishoz tartozo L polusra
La Hire elmélet
= Mel=>Lem

OL1ll = ABNOE =1L

OAM<& = OBM<« = OEM<& = 90°
= 0, M, A, B, E pontok
rajta vannak az
OM atméroja koron




7. feladat megoldasa: (folytatas)

E-bol allitsunk merdlegest AB-re (talppont G)
D, C, (F), G egy egyenesre esnek (Slmson egyenes

BDEG hurnégyszégben:
FGEX = DGEX = DBE<£ MBE<X

BMEO hurnegyszogben i A
MBE< = MOEX | |

MO | EG = MOE<« = FEG% |

= FGE< = FEG4 ok

Az LEG derékszogl héromszégbén
F-et az EG felez6merdlegese ".‘
metsz1 ki az atfogobol %

= F a hdromszog koré irt kor kozeppon
= LF = FE b



8. feladat:

Az O kozéppontu k kor AB atmérojének B-n tuli meg-
hosszabbitasan felvesziink egy C pontot, és ezen keresztiil
huzunk egy olyan szelot, amely a k kort a D és E pontban
metszl. Az OBD haromszog koré irt k; kornek a kozéppontja
0., egyik atmérGje OF. X CF egyenes. k-val alkotott mésik
metszéspontja G. 2 :
Igazoljuk, hogy az !
0, A, E, G pontok :
egy koron \
helyezkednek el. '

(Nyugat-Kinai A
Matematikai
Olimpia 2006)




8. feladat megoldasa:

Az ABDE hurnégyszogben
AENBD =P, ADNBE =H,ABNDE =C

3. tétel = P polarisa k-ra vonatkozéan p = CH = CH 1 OP
OPNCH=Q

= P,H,D, E, (
pontok egy koron vannak

= 0,B,D, Q
pontok egy koron vannak

>0=G Al
= C, F, H, G kollinearisak
= 0, G, P kollinearisak




8. feladat megoldasa:

Szelotétel alapjan:
k korben PA - PE = PB - PD

k, kérben PO - PG = PB - PD :
= PA-PE = PO - PG

= 0, A, E, G pontok
egy koron vannak




9. feladat:

Az 0 kozéppontu k korbe irt ABCD négyszogben AC + BD, és az
atlok az E pontban metszik egymast. P a négyszog azon belso
pontja, melyre teljesiil, hogy PAB< + PCB¥ = PBCX + PDC<x = 90°.
Bizonyitsuk be, hogy az O, P és E pontok egy egyenesre esnek.

(Hong Kong-1 Matematikail Olimpia, 2006)




9. feladat megoldasa:

k korben:
AOC< =2 -ADC<x = 2(180° — ABC<x) = 360° — 2 - ABC<x
k. korben: 0

A0,Cx = 2(180° — APCZ) =
= 360° — 2[360° — (ABCX + P2

= AOC< + A0,C<x = 180°
0,A = 0,C,0A = OC

= 0AO0,C derékszogi deltoid

= 0; k-ra vonatkozo
polarisa AC




9. feladat megoldasa: (folytatas)

0, k-ra vonatkozo polarisa AC
Hasonloképpen O, k-ra vonatkozoé polarisa BD

\
01 N 02 — E
9. tétel = e = 0,0, = OE 1 0,0,

k, ki hatvanyvonala AC @ ;
k, k, hatvanyvonala BD

ACNBC =E k, kq, k, hatvanypontja
Pek,Pek, = ki, k, hatvanyvonala PE
= PE 1 0,0,,0E 1 0,0,

= 0, P, E egy egyenesen
vannak




10. feladat:

Az ABC haromszog beirt korének kozéppontja 0. Ez a kor a
haromszog BC, CA, AB oldalait a K, L, M pontokban érinti. A
C csucsra 1lleszkedd KL-lel parhuzamos egyenes az ML és
MK egyeneseket az R és S pontokban metszi.

Bizonyitsuk be, hogy ROS<« < 90°,
(IMO, 1998)




10. feladat megoldasa:

C-hez tartozo polaris:c =LK LKNOC =C
C'-ho6z tartozo polaris (C € ¢’, RS || LK): ¢’ = RS
B-hez tartozo polaris: b = MK

bnc =8, 2. tétel
= s=BC'" = 0S 1 B(C'

A-hoz tartozoé polaris: a = ML

anc =R, 2. tétel
= r=AC = OR L AC'
OS'C'R’ hurnégyszog
ROS< = 180° — AC'Bx




10. feladat megoldasa: (folytatas)
ROSx <90° < AC'B<x >90°

20F=CA+CB=CL+LA+CK+KB=LA+KB

LA+KB AM+MB AB

'F
CF< 2 2 2

= (' az AB atméro6jd koron
belil van

= AC'Bx >90°




Koszonom a figyelmet!
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