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1.

Koordinétageometria

1 @”\.\2 BBEN a fejezetben a célunk az elemi sikgeometria koordindtarendszer segitségével torténd vizsgila-
@}gw ta. Kordbban mér oldottunk meg koordindtageometriai feladatot vektorok segitségével. A koor-
UW/©70  dindtarendszer P(x; y) pontjai kdlcsdndsen egyértelm médon megfeleltethetsk voltak a p(ix; y)
helyvektorokkal, és ez a megfeleltetés néhdny probléma megolddséban mir gyiimoleséz8nek bizonyult. Most
tovabblépiink, és alakzatok egyenleteit vizsgaljuk.

L.1. Definicié. A koordindtarendszer egy « alakzatinak egyenlete olyan, a valés szimpdrok halmazin értel-
mezett kétismeretlen egyenlet, amelyet az (x; y) szimpar pontosan akkor old meg, ha P(x;y) € a.

1.2. Példa. Azy = 2x—3 egyenlet egy egyenes egyenlete (gondoljunk azf : R — R, x = 2x—3 fuggvény
grafikonjira). Az x* + y* = 25 egyenlet egy kor egyenlete, melynek kozéppontja az origé, a sugara pedig S,
hiszen pontosan azon pontok koordindtdi elégitik ki, melyek tdvolsdga az origétdl 5. Tovibbd, birmely f

tiuggvény grafikonja az y = £ (x) egyenletet definidlja, ami éppen az adott fiiggvénygorbe egyenlete.

1.1. Az egyenes koordindtageometridja

Motivicié. Az egyenes az elemi geometria alapfogalma, nem definidljuk. A koordindtarendszerben ugyan-
akkor lehetéségiink van az egyenes fogalmdt a vektorok segitségével megragadni. Mindez fizikai indittatdsu:
aklasszikus kinematikdban Newton I. térvénye torvénye szerint minden test nyugalomban van, vagy egyenes
vonald egyenletes mozgist végez mindaddig, mig valamilyen hatds ennek megviltoztatdsira nem kényszeriti.
A fizikusok az egyenes palydt szeretnénk megragadni, a kévetkez8képpen. Adott egy pont a koordindtarend-
szerben, legyen ez Py (x0; y0), és egy v(v1; v2) vektor, amely azt az irdnyt jelli ki, amerre a Py-bdl indul6 test
egyenes mentén mozog (ezt a vektort az egyenes irinyvektorinak nevezziik). Ekkor a pdlydjinak birmely P

pontjdra igaz, hogy m’ = 1 - v valamely alkalmas 4 € R konstanssal. Innen P helyvektorit kifejezve azt
kapjuk, hogy az egyenes birmely P pontjinak helyvektora teljesiti a

pP=pot+i-v (1.1)

egyenletet, ahol po a Py pont helyvektora. Az (1.1) egyenlet mér jellemzi az egyenes pontjait, a Py ponton
dtmend, v irdnyvektort egyenes parameéteres vektoregyenletének nevezziik.

1.3. Definicié. Az egyenes egy irdnyvektora birmely olyan nullvektortdl kiilonb6z8 vektor, mely az egye-
nessel pirhuzamos.
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Jelolés. Az e egyenes irinyvektora v,.

1.4. Megjegyzés. Definiciénkbdl kovetkezik, hogy egy egyenes irdnyvektora nem egyértelmd, viszont adott
egyenes birmely két irdnyvektora egymdssal pirhuzamos, igy egymdsnak szimszorosa.

Az imént littuk, hogy amennyiben adott az egyenes egy konkrét pontja (igy a hozz4 tartozé helyvektor),
tovibbd egy irdnyvektora, akkor paraméteres vektoregyenletet irhatunk fel az egyenes pontjainak helyvekto-
raira. Amennyiben a konkrét pont Py (x0; y0), az irdnyvektor v(vy; v2), az egyenes tetszéleges pontja pedig
P(x;7y), a paraméteres vektoregyenletbdl az egyenes pontjainak koordindtdira vonatkozé kovetkezd egyen-
letrendszer irhat fel:

x:x0+l-vl} (12)

Y=y +ld-v
Az (1.2) egyenletrendszert a Py(xo; yo) ponton dtmend, v(vi; v3) irdnyvektord egyenes parameéteres egyen-

letrendszerének nevezzikk. Amennyiben A befutja a valés szimok halmazit, az egyenletrendszer megolddsait
adé (x; y) szdmpdrok meghatdrozzék az egyenes pontjait.

1.1.1. Az egyenes egyenlete

A paraméteres vektoregyenlet, illetve egyenletrendszer még nem az egyenes egyenlete. Ha a paraméteres
egyenletrendszerbdl ki tudjuk kiiszobdlni a A paramétert, akkor mér tisztdn az egyenes pontjai 4ltal kiel¢-
gitett egyenletet kapunk. Ehhez valamelyik egyenletbdl kifejezziik A-t. Mivel az irdnyvektor nem nullvektor,
valamelyik koordindtdja — 1; — nem egyenl§ nulldval. Ekkor (1.2) els6 egyenletébdl

amit (1.2) médsodik egyenletébe helyettesitve kapjuk:

X — X0

Y=Y+ %)
U1
v1ry=v1-Yot+tv2rX— 02 Xp

Ugyanezt az egyenletet kapjuk akkor is, ha v, # 0, és a mdsodik egyenletbdl fejezziik ki A-t, majd azt
helyettesitjiik az elsé egyenletbe. Azismeretleneket tartalmazé kifejezéseket egy oldalra, minden mést a mdsik
oldalra rendezve, a kovetkezd dllitdst kapjuk:

L.5. Allitds. A Py(x0;y0) ponton dtmend, v(v;; v2) irdnyvektoru egyenes egyenlete
Vg =X —01) =10 Xp—01")o-
Az egyenes egyenlete mds irdnybdl is megkozelithetd.

1.6. Definicié. Azegyenes egy normdlvektora birmely olyan nullvektortdl killonb6z6 vektor, mely az egye-
nesre merdleges.

Jelolés. Az e egyenes normdlvektora n,.

1.7. Megjegyzés. Definicionkbdl kévetkezik, hogy egy egyenes normdlvektora nem egyértelmd, viszont
adott egyenes birmely két normilvektora egymdssal pirhuzamos, igy egymdsnak szimszorosa.
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Biér els6 korben a normalvektor kevésbé tlinik indokolt jellemzdnek, mint az irdnyvektor, az egyenlet
felirisa szempontjdbdl gytimélcs6z8bbnek bizonyul a haszndlata. Amennyiben egy egyenes normdlvektora

n(4; B), egy pontja Py (xo; yo), ugy barmely P(x; y) pontjira igaz, hogy ]W’ L n.

Emlék. A aésb vektorok pontosan akkor merdlegesek egymdsra, ha skaldris szorzatuk nulla. Amennyiben

a(ai;a2), b(bi;0,),Ggya-b = aiby +a3b,.

A széban forgé vektorok skaldris szorzata tehdt O:

—
P()p'l‘l:O
(p—po) n=0

A koordindtikra dttérve:

(x —x03y — yo) - (4;B) =0
A(x —x0) +B(y — ) =0
A-x—A-x+B-y—B-y=0

Az ismeretleneket tartalmazd kifejezéseket egy oldalra, minden mdst a misik oldalra rendezve, a kovetke-
z6 4llitdst kapjuk:

1.8. Allitds. A Py(xo; ¥0) ponton dtmend, n(4; B) normalvektort egyenes egyenlete
A-x+B-y=4-x+B-y.

A kapott egyenlet elGjelek szempontjibdl szimmetrikusabb, mint az irinyvektor segitségével felirt egyen-
let, tovibbd kénnyebben is megjegyezhetd, hiszen a normélvektor megfelel§ koordindtdi az adott pont (illetve
az dltalinos pont) megfelel koordindtdival szorzédnak 6ssze. Tuladjonképpen elegendd pusztin a normdl-
vektoros egyenletet ismerni, ugyanis irinyvektorbdl kénnyen szimolhaté normdlvektor, hiszen egymdsnak
90°-os elforgatottjai.

Emlék. A v(v;;v2) vektor 90°-os elforgatottja a v/ (—v2; 1) vektor, —90°-o0s elforgatottja a v’ (v2; —v1) vek-
tor.

Ennek kovetkezétben, ha egy egyenes normdlvektora n(4; B), akkor mind a (B; —4), mind a (—=B; 4)
vektor irdnyvektora lesz. Ugyanigy, ha egy egyenes irdnyvektora v(v;; v2), akkor mind a (v2; —v1), mind a
(—vy; v1) vektor alkalmas normdlvektor.

1.9. Megjegyzés. Az egyenes egyenletét tehdt fel tudjuk irni, ha ismert egy pontja, tovibbd egy irdnyvektora
vagy normdlvektora. Tovébbi nevezetes alakok is ismertek, példdul felirhatndnk formuldt két adott ponton
dtmend egyenes egyenletére is. Ez ugyanakkor mellézheté: amennyiben A és B az e egyenes két pontja, tgy

—
v, = AB = b — a, amibdl mdr normdlvektor is szimolhatd.

1.10. Példa. Az ABC hdromszog cstcsai A(—3;1), B(6;—2), C(0;6). A szokdsos jel6lések haszndlatdval
irjuk fel a ¢ oldal egyenesének, az 7, magassigvonalnak, az f, oldalfelez6 merélegesnek, az s, stlyvonalnak,
a kj, kozépvonalnak, illetve az £, szogfelez6nek az egyenletét!

Megoldds. Tekintsiik az 1.1a. dbra jeloléseit!
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* cegyenlete: ¢ egy irdnyvektora v, = AB=b-a-= (9;=3). Ehelyett tekinthetjitk a v = (3;-1)
vektort is (célszer(i mindig €lni a hasonlé egyszer(sitéssel). Ekkor ¢ egy normilvektora n, = (1;3).
Mivel A(—3;1) € ¢, ezért ¢ egyenlete a normalvektoros egyenlet alapjin: ¢ : x + 3y =1- (=3) +3 - 1,
vagyisc : x +3y = 0.

* m, egyenlete: m, egy normélvektora éppen ¢ egy irdnyvektora, vagyis példdul n,, = (3;-1). Mivel
C(0;6) € m,, ezért m, egyenlete: m, : 3x —y =3 -0 —1- 6, vagyis m, : 3x —y = —6.

* f.egyenlete: f; egy normélvektora ismét lehet ng = (3;-1). Legyen F, az AB oldal felez8pontja, ekkor

-3+6 1-2 3 1 3 1
E( 5 ,T) = (E’_E) Mivel F, € f., ezért f, egyenlete: f : 3x —y =3 - > -1- (—E),azaz

fe:3x—y=5.

3 13
* scegyenlete: s, egy irdnyvektorav, = C_FZ =f—c= (5’ -5 Ismétérdemes ehelyettav] = (3; -13)

irdnyvektort tekinteni, amibdl egy normdlvektor n, = (13;3). Mivel C(0;6) € s, ezért s, egyenlete:
s =13x+3y=13-0+3 - 6, vagyiss, : 13x + 3y = 18.

1
* ky egyenlete: az eddigi informdcidk birtokdban tébbféleképpen is dolgozhatunk. Mivel £, %; -3 €

kp, ezért elegendd meadni &, egy normalvektordt. Mivel kg || AC, ezért irdnyvektor azonnal adédik:

vy, = AC = ¢ —a = (3;5), amib8l ny, = (5;-3). [, € k; miatt k; egyenlete: &, : Sx — 3y =
3 1
5-5— ~(—5),Vagyis/eb:5x—3y=9.

— 6+0 -2+6
Megtehettiik volna azt is, hogy el6szor kiszdmtjuk a BC oldal F,, felez8pontjit: F, (T ; 5 ) =
sz ’ 3 5 . 7
(3;2). Ekkor k; egy irdnyvektora v, = EFF, =f,—f = > 5)’ ami helyett érdemes a (3;5)

irdnyvektort tekinteni. Innent8l megolddsunk az el8z6 gondolatmenettel megegyezd.

* /. egyenlete: Kordbban littuk, hogy adott vektorok dltal bezdrt szogtartomdny felezéjének irdnydba
mutaté vektort kaphatunk gy, hogy a széban forgé vektorokbdl veliik megegyez8 irinyt egységvek-
torokat készitiink, majd ezek 6sszegét tekingjiik. Ennek megfelel8en eljirva £, egy irinyvektordt fogjuk

kapni. Lissuk hdt: AB = (9; —3), amibdl

o AB __(%-3) (-3 _(3v10 VIO
e v (00 o)

ﬁ
Hasonldéan, AC = (3;5), amibdl

v ac (3;5)  _ (35) (3\/3_4 5«/3_4)
2 = = = = 35— .
)A_é‘ V32 452 \/3_4 34 34

6
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Ekkor f,, egy irdnyvektora:

15V34 +51V10  25V34+17V10
Vi, =V + vy = M ,
170 170

ami helyett tekinthetjiik a V} = (15\/3_4 +51V10; —25v/34 — 17\/5) irdnyvektort. f, egy normdl-
vektora ezdltal ns, = (25\/3_4 +17V10;15V34 + SIVE). Mivel A(=3;1) € f,, ezért f, egyenlete:

fe: (25V34+17V10) o+ (1534 + 51V10) y = (2534 +17V10) - (=3) + (15V34 + 5110 - 1,
wazf, - (25V35+ 1710) x + (1534 + 51V10) y = 6034,

y
4\"f

D>

1.1. 4bra

1.11. Megjegyzés. Az1.10. feladat megolddsa sorin néhdny 4ltaldnos elvet is alkalmaztunk, melyek a kovet-
kez8k:

* Szimoljunk a lehetd legegyszer(ibb irinyvektorral/normélvektorral, vagyis amennyiben tortek szerel-
nek a koordindtdikban, ugy lehetdleg a nevez8k legkisebb koz6s tobbszordsével szorozva a széban for-
g6 vektort dolgozzunk tovébb olyan vektorral, melynek koordindtdi mdr egész szimok.

* Azirinyvektorbdl tetsz8legs irdnyt +90°-os forgatdssal normalvektor kaphaté. Hogy melyik irinyba
forgatunk, ott ismét az egyszer(iség elve alapjin dolgozunk: ha az irinyvektornak csak az egyik koor-
dindtdja negativ, érdemes annak az el6jelét megvdltoztatni.

1.12. Feladat. [[2] 3543] Igazoljuk, hogy az « és b tengelymetszetekkel megadott egyenes egyenlete:

f+Z =1, aholab # 0.
a b

A koordindta-rendszer tengelyeivel pirhuzamos egyenesek egyenlete: x = «, illetve y = b.

7
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Megoldds. Legyen a széban forgé egyenes e. Ha valéban van mindkét tengellyel metszet, akkor ismerjik az
egyenes két pontjit. Legyenek ezek 4(4; 0), B(0; b). Ekkor v, = 279 =b-a=(-a;b),amib8l n, = (b;a).
Figyelembe véve, hogy 4(a; 0) € ¢, azegyenesegyenlete: ¢ : b-x+a-y = b-a+a-0,azaze: b-x+a-y=a-b.
Ezt az egyenletet 2b # 0-val osztva a kivént alakot kapjuk.

HamostA4(a;0) € eésepirhuzamosaz y-tengellyel, gy egy irdnyvektorav, = (0;1),amib8ln, = (1;0).
Ekkor e egyenletee : 1-x+0-y=1-2+0 - 0, vagyis valéban ¢ : x = 4 alaku.

Ugyanigy, ha B(0;5) € ¢ és ¢ pirhuzamos az x-tengellyel, ugy egy irdnyvektora v, = (1;0), amibdl
n, = (0;1). Ekkor e egyenletee : 0-x+1-y=0-0+1- b, vagyis valéban ¢ : y = b alaku.

1.13. Megjegyzés. Az egyenes egyenletének az 1.12. feladatban szerepld alakjit az egyenes tengelymetszetes
egyenleténck nevezziik.

1.14. Definicié. Legyen az ¢ egyenes v, irdnyvektordnak elsé koordindtdja nemnegativ. Az ¢ egyenes iriny-
szoge alatt a v, és az (1; 0) vektor dltal bezdrt elGjeles szoget értjiik, amelynek nagysdga a v, és az (1; 0) vek-
torok sz6ge, tovibb4d nemnegativ, ha v mdsodik koordindtdja nemnegativ, és negativ, ha v masodik koordi-
ndtdja negativ.

A definiciébdl kovetkezik, hogy egyenes irdnyszge —90°-ndl nagyobb, és legfeljebb 90° lehet. A defini-
cié pongyoldbb (im szemléletesebb) megfogalmazisa: egy egyenes irdnyszoge az egyenes dltal a vizszintessel
bezdrt irdnyitott szog. Berajzolt irdnyszogek ldthatdak az 1.1b. dbrdn: az ¢ egyenes irdnyszoge pozitiv, az [
egyenes irdnyszoge 0°, a g egyenes irdnyszdge negativ, mig a b egyenes irdnyszoge 90°. Altaldnosan megil-
lapithaté, hogy az x-tengellyel pirhuzamos egyenesek irdnyszoge 0°, az y-tengellyel pirhuzamos egyenesek
irdnyszoge 90°.

1.15. Definicié. Azeegyenesirdnyszogének tangensét — amennyiben Iétezik — aze egyenes irinytangensének
vagy meredekségenck nevezzik.

Jelolés. Az e egyenes meredekségének jelolése: .
1.16. Megjegyzés. Az y-tengellyel pirhuzamos egyeneseknek nincs meredeksége.

Az egyenest nemcsak egy pontja és irdnyvektora/normdlvektora, hanem példdul egy pontja és a meredek-
sége is meghatdrozza. Erdemes meggondolnunk, hogy milyen kapcsolatban vannak 4j fogalmaink a kor4b-
biakkal, illetve milyen egyenletet irhatunk fel az egyenes egy pontjinak, illetve meredekségének ismeretében.

Emlék. Legyenek a(a1;42), b(&; b2) vektorok. Ekkor az dltaluk bezdrt sz6g koszinusza:

a-b ﬂlbl + élzbz
cosa = =

S NN

Legyen a vizsgdlt egyenes egy irinyvektora v(vi;07), ahol v; > 0. Ekkor az egyenes « irdnyszogének
nagysdgit a v és az (1; 0) vektorok skaldris szorzatdnak segitségével szimolhatjuk:

(o) - (LO) v
cos |a| = =

1
2., .2 [2, 2
vy + 05 1 vy + 05

8
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A kérdéses szog nagysigdnak szinusznégyzete:

2 2
v 0

. 2 2
sin“ |a| =1 —cos” |¢| =1 — =
v+l o+

179
amibdl
. |02
sin || = ———.
[2, .2
vy + U5
Az irdnyszog definicidja szerint @ = |a|, havy > 0,és @ = —||, ha v, < 0. Eszerint:

* Hauv, > 0, akkor |v2| = vy, ezért

U1
cosa = cos |a| = ———
[2, 2
vy + 05
és
. . |02 U2
sina = sin |2| = = ,
2., .2 2., .2
\/1)1 + 05 \/”1 + 05
amibdl
sine vy
m=1tga= ==,
cosa v
* Hav, <0, akkor |v,| = —v,, ezért
U1
cosa = cos(—a) = cos |z| =
2., .2
vy + 05
és
. . . |02 U2
sing = —sin(—a) = —sin 2| = — = ,
\/vlz + 03 \/uf + 03
amibdl
sinae v,
m=1tga= ==
cosa v

Akdrhogyan is, a kovetkezd eredményre jutottunk:

. v
1.17. Allitds. Ha egy egyenes irdnyvektora v(vy;v2), v # 0, akkor meredeksége 7 = =,
U1

1.18. Megjegyzés. Az1.17. dllitdst valéjiban csak akor igazoltuk, hav; > 0. A meredekségre felirt formuldnk
ettdl fiiggetleniil viszont igaz akkor is, ha az irdnyvektor elsé koordindtija negativ. Legyen ugyanis példdul

az egyenes egy irdnyvektora v(v;v2), v1 < 0. Ekkor v/ (—vy; —v,) is irdnyvektor, tovabbd els6 koordindtdja
., ) )
pozitlv. Emiatt m = — = —.
—U U1
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A meredekség a normdlvektor koordindtdival is meghatdrozhat6. Ha egy egyenes normélvektoran(4; B),

akkor egy irdnyvektora v(B; —A4), vagyis meredeksége 7 = —— (ami természetesen csak akkor értelmezhetd,

ha B # 0). Ebben az esetben irjuk fel a normdlvektoros egyenletet, és végezziink ekvivalens dtalakitdsokat
ugy, hogy megjelenjen a meredekség:

A-x+B-y=A4-x9+B-y
A A
_E.x_y:_E. 0= %0
m-x—y=m-xo— )0

y=9y0=m- (x—xp)

A kovetkezd allitdst kaptuk:

1.19. Allitas. A Py(xo; ¥0) ponton dtmend, 7 meredekségli egyenes egyenlete
Y=y =m-(x—xp).

1.20. Megjegyzés. Mint littuk, az y-tengellyel pirhuzamos egyeneseknek nincs meredeksége. Az 1.19. dlli-
tés a teljes pompdjiban emiatt a kovetkezéképpen hangzik: ha egy egyenes valamely pontja Py (xo; 7o), akkor
amennyiben az egyenesnek nincs meredeksége, gy egyenlete x = x. Ha az egyenesnek Iétezik 7 mere-
deksége, ugy egyenlete y — yo = m - (x — xp) alakd. Ez az egyenlet az egyenes egyenletének zrinytényezds

alakja.

1.21. Feladat ([2] 3560). Igazoljuk, hogy az origén dtmend, az x-tengellyel 60°-o0s szoget bezdrd egyenes
nem megy 4t — az origdn kiviil — egyetlen egy olyan ponton sem, melyek koordinitdi raciondlis szimok.

Megoldds. Az e egyenes irdnyszoge +60°, amibdl meredeksége m = +V3. Mivel (0;0) € ¢, ezérte : y =
+V3 - x alakt. Hamostx € Q, x # 0, akkor +\V3-x¢ Q), ami bizonyitja az llitdst.

1.22. Feladat ([7] 3568). Mi annak az egyenesnek az egyenlete, amely 4tmegy a P(3;7) ponton, és P felezi
az egyenesnek a koordindtatengelyek kozotti szakaszdr?

Megoldds. Messe az ¢ egyenes az x-tengelyt az 4(a;0) pontban, az y-tengelyt a B(0; ) pontban. Mivel
P(3;7) azAB felez8pontja, ezért

a+0 . 0+5
> =3 és =7.

Ebbéla = 6, b = 14. Az egyenes egyenletének tengelymetszetes alakja szerinte : g + 1)}—4 =1.

1.23. Feladat ([2] 3570). {rjuk fel a P(3;1) ponton 4tmend azon egyenes egyenletét, amely a koordinata-
tengelyek pozitiv felével 8 egység teriilet haromszoget hatérol!

10
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Megoldds. Messe az ¢ egyenes az x-tengelyt az 4(a; 0) pontban, az y-tengelyt a B(0; b) pontban! Ekkor az

3 1 b
egyenlete ¢ : ud + % = 1 alakd. Mivel P(3;1) € e, ezért — + 5 = 1. A teriiletre vonatkozd feltétel: 29 8.
a a

igy a kovetkezd egyenletrendszert nyerjiik:

3 1
-—+-=1
a b
a-b=16
. . 3b+a . . , ,
Az els§ egyenletbdl = 1, azaz a médsodik egyenlet szerint 36 + 2 = 16, s igy 2 = 16 — 3b. Beirva ezt a
midsodik egyenletbe:

(16 - 3b) - b =16
30> +16b—-16=0

4
Megoldva a mdsodfoku egyenletet: b; = 3 by = 4. A megfelel$ a értékek: a1 = 12, a, = 4. Ennek

megfelel8en két egyenes is j6 megoldast ad, melyek egyenletei:

x 3y , x
e —=+—=—=1¢ e:—+
12 4 4

=1

SN

1.24. Megjegyzés. Azeddigi tapasztalataink alapjén aztlitjuk, hogy birmely egyenes egyenlete Ax+By = C
alakra hozhaté, ahol 4 és B egyszerre nem lehet 0. Ezt a feltételt algebrailag a kovetkezdképpen fogalmaz-
hatjuk meg egyszer(ien: A% + B> # 0. S8, ha az egyenes normilvektora n(4; B), akkor egyenlete éppen
Ax + By = C alaku.

Megforditva a kérdést: milyen alakzatot hatdroz meg a koordindtasikon egy Ax + By = C egyenlet, ahol

C
A% + B> # 02 Ha B = 0, akkor szitkségképpen 4 # 0, amibdl az x = = egyenletet nyerjik. Ez éppen

C
egy olyan egyenes egyenlete, melynek normélvektora n(4;0). Ha B # 0, akkor a P (O; E) pont rajta

van az egyenesen, mint arrél behelyettesitéssel meggyéz8dhetiink. Irjuk fel az n(A; B) normdlvektord, Py-ra
illeszkedd e egyenes egyenletét!

C

e:A-x+B-y:A~O+B~E,

azaz éppen az Ax + By = C egyenletet kapjuk.
Igazoltuk tehdt a kovetkezd dllitdst.

1.25. Allitds. Az Ax + By = C, A>+ B> # 0 egyenlet egyenes egyenlete, melynek egy normdlvektora
n(4;B).

1.26. Kovetkezmény. Az Ax+ By = C alakt egyenletrdl azonnal leolvashaté az egyenes egy normdlvektora:

(A; B). Ebbdl az egyenes irdnyvektora (B; —A) vagy (—B;.A), illetve meredeksége = (amennyiben B # 0).

1.27. Feladat ([2] 3592). Irjuk fel a P(—3;2) ponton dthalad és az Sx — 9y = —43 egyenlet(i egyenessel
45°-0s szoget bezdrd egyenes egyenletét!

11
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Megoldds. Legyenf : Sx—9y = —43. A feltételnek két egyenes felel meg, legyenek ezek ey; ¢5. f egyenletébd]
ny = (5;-9), amibél v¢ = (9;5). Forgassuk le a vy vektort £90°-kal, igy a vy = (5; =9), illetve v, = (=5;9)
vektorokat nyerjiik. Mivel ezek hossza megegyezik vy hosszdval, ezért a vy + \72 illetve vo + vr vektorok 45°-0s
szget fognak bezdrni a v vektorral. Ezen sszegek egyben a kérdéses egyenesek irdnyvektorait adjik meg:

Vo =V1+Vr=(5-9) +(95) = (14,-4); Ve, = V2 +vr = (=5;9) +(9;5) = (414).

Egyszer(ibb irinyvektorokra dttérve: v, = (7;-2), v, = (2;7). Ebbdl a kérdéses egyenesek normalvektorai
n, = (2;7),illetve n,, = (7; -2). Mivel P(3;2) € ey; ¢5, ezért a keresett egyenletek:

e 2x+7y=2-347-2 = ¢ :2x+7y=20,

illetve
e :7x=2y=7-3+(-2)-2 = ¢:7x-2y=17.

1.1.2. Két egyenes metszéspontja

Amennyiben egy P(x;y) pont az ¢, illetve f egyenesnek is pontja, ugy P kielégiti ¢ és / egyenletét is. Eb-
bél kovetkezik, hogy P(x;y) pont pontosan akkor metszéspontja az e és f* egyenesnek, ha az (x; y) szdmpér
megoldja az e és f egyenletébdl 116 egyenletrendszert.

1.28. Példa. Hatdrozzuk meg az 1.10. példa 4BC hdromszoge esetén a hdromszog koré frhaté kor kozép-
pontjanak koordindtdit!

Megoldds. Tekintsiik az 1.1a. dbra jeloléseit. A hdromszog koré irhaté kor K, kozéppontja az f,, illet-
ve f, oldalfelez8 merélegesek metszéspontja. Azt mér az 1.10. példa megolddsa sordn kiszimoltuk, hogy

fe 1 3x =y =5, szitkkséglink van még f, egyenletére. f, egy normdlvektora: ny, = C_'>B =b-c=(-63),
aminél egyszerdibb a nj’[a = (—3;4) vektort tekinteni. Szintén kordbban kiszimoltuk, hogy F(3;2). Mivel
F, € f5, ezért f; egyenlete: [, : —=3x + 4y = (=3) - 3+ 4 - 2,azazf, : —3x+4y = -1

Mivel K}, = £, N £, ezért megoldandé a kovetkezd egyenletrendszer:

3x—y=5
—3x+4y = -1

4 4
Az egyenleteket Gsszeadva: 3y = 4, amib6l y = 3 Visszahelyettesitve példdul az els6 egyenletbe: 3x — 3" 5,

19 19 4
amibdl x = 35 A korirhaté kor kozéppontja tehit K, (3 ; g)

1.29. Feladat ([1] 195/5). Egy hiromszog két csucspontja 4(3;1), B(5;9). A hdromszég magassigpontja
M (0;6). Szamitsuk ki a harmadik cstics koordindtdit!

Megoldds. Tekintstik az1.2. dbrajeloléseit! C-takovetkez8képpen hatdrozzuk meg: elészor felrjuk 2., majd
b egyenletét. Ezutdn C az m, és b egyenesek metszéspontjaként adédik.
H
m, egyenlete: m, egy normélvektora: n,,, = AB = b —a = (2;8). Egyszer(ibb normdlvektor: n:%[ =
(1;4). Mivel M € my,ezértm, : x+4y=1-0+4-6,azazm, : x + 4y = 24.

12
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1.2. 4bra

begyenlete: begy normalvektora: n, = ]ﬁ =b-m = (5;3). Mivel 4 € b,ezértb : Sx+3y =5-3+31,
azaz b : Sx + 3y = 18.
Mivel C = m, N b, ezért megoldandé a kovetkezd egyenletrendszer:

x+4y =24
Sx +3y =18

Szorozzuk az els egyenletet Sttel:
Sx + 20y = 120
Sx+3y =18

Vonjuk ki a fels8 egyenletbdl az alsét: 17y = 102, amibdl y = 6. Visszahelyettesitve az elsé egyenletbe:
X +4 -6 = 24,amibdl y = 0 adédik. Azt kaptuk, hogy a keresett pont: C(0;6). Ez éppen a megadott M

magassigpont, vagyis a széban forgé hiromszog deréksz6g(, és éppen a deréksz6gli csticsot hatdroztuk meg.

1.30. Feladat ([2] 3615). Hatdrozzuk meg az ABC hiromsz6g csucsainak koordindtdit, ha az 4C oldal
— 5 1
egyenlete 3x—10y = —16, azA4-bdlindulé stlyvonal egyenlete y = 1ésazAB oldal felez6pontja FF (— > ——).

S 1
Megoldds. Tekintsiik az 1.3. dbra jeloléseit: & : 3x — 10y = =165, : y = 1, tovdbbd F, (—z; ——).

Mivel 4 = b N s, ezért elsé korben megoldjuk a kévetkezd egyenletrendszert:

3x — 10y = —16
y=1

13
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1.3. dbra

A misodik egyenletet az elsébe helyettesitve: 3x — 10 = —16, amibdl x = —2 adédik. Eszerint 4(—2;1).

Mivel F, az AB szakasz felez8pontja, ezért ha B(by; b7), akkor
-2+ bl _ 5 1+ bz 1

2 2 2 2
Az egyenleteket megoldva: by = =3, by = =2, vagyis B(—3; —2).

C meghatdrozisihoz el6szor aBC oldal F, telez8pontjit hatdrozzuk meg. Ehhez irjuk fel a &, k6zépvonal
egyenletét! &, || b, igy egy normélvektora ny, = n, = (3; —10) a & egyenletébdl leolvasva. Mivel F, € k;,

1
ezért ky : 3x — 10y = 3 - (—é) - 10 - (_5)’ azaz ky : 3x — 10y = —%, 2-vel szorozva mindkét oldalt:

2
ky : 6x — 20y = =S.
F, =k N s,, igy megoldjuk a kévetkezd egyenletrendszert:

6x — 20y = -5
y=1

5 5
A misodik egyenletet az els6be helyettesitve: 6x — 20 = -5, amibdl x = > vagyis [, (E ; 1).

Végiil, ha C(cy; ¢2), akkor mivel F, a BC szakasz telezGpontja, ezért

—3+61_5 —2+62_

1.

2 2 2
Az egyenleteket megoldva: ¢ = 8, ¢y = 4, azaz C(8;4). Ellendrzésuil arrdl is meggydz8dhetiink, hogy C

valéban rajta van a b egyenesen.

Emlék. Ha A(a1;a,), B(b1; b2), akkor az A és B pontok tévolsiga (egyben az AB szakasz hossza):

d(4; B) = ‘E‘ = V(a1 — )2 + (a2 — by)2

14
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1.31. Feladat ([2] 3639). Az x + y = b egyenletl egyenesnél hatdrozzuk meg & értékét gy, hogy az egye-
nesbdla —x + 2y = 6 és az Sx — y = 2 egyenlet(i egyenesek egység hosszu szakaszt vigjanak ki.

Megoldds. Legyene: x+y=0b,f : —x+2y=06,g: Sx —y = 2. Hatdrozzukmegaz4 :=eNf ésB:=¢Ng

metszéspontok koordindtiit.
A = e N f meghatdrozdsihoz megoldjuk a kovetkez8 egyenletrendszert:

x+y=0b
—x+2y=6

b+6 b+6
Az egyenleteket Gsszeadva: 3y = b+6, amibdl y = ; Beirva ezt az els§ egyenletbe: x+ % = b, amibdl
2h-6 _ 26 b+6
x = —. Eszerint 4 | ——; ——
3 3
B = ¢ N g meghatérozdsihoz megoldjuk a kovetkezd egyenletrendszert:
x+y=0b
Sx—y=2
.. . ” b + 2 /7 " . ”
Az egyenleteket 6sszeadva: 6x = b + 2, amibdl x = ——. Befrva az els6 egyenletbe: c +y = b, amibdl
S5b-2 ) (b+2 Sb—Z)
y=——:Eszerint B ——; ——
6 6
A feltétel szerint ‘/ﬁ‘ = 1. Ennek alapjin
26-6 b+2 2+ b+6 Sb-2 2_1
3 6 3 6 -
Mivel mindkét oldal nemnegativ, emelhetiink négyzetre:
4h-12-b-2\" (26+12-5p+2)*
6 6 B
3b—14\> (=3b+14)>
+ =1
6 6
(319 —14\?
2 - =1
6
(36 -14)* =18
14 + 3V2 14 — 3V2
Ennek megolddsibdl két megfelel & értéket kapunk: b = +T\/_ vagy by = —\/_ A széban forgé

egyeneseket az 1.4. dbrdn dbrizoltuk.

1.32. Feladat ([2] 3641). [rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek a 3x—5y = 6 ésa 4x+y+6 =
0 egyenletdi egyenesek kozé esé darabjit az origé felezi.

15
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1.4. 4bra

Megoldds. Legyen f : 3x — Sy = 6¢ésg : 4x +y+ 6 = 0. A keresett ¢ egyenes egyenletét a meredekség
segitségével irjuk fel. Mivel (0;0) € ¢, ezérte : x = 0 vagy e : y = mx alaku.

6
El8szor vizsgiljuk meg, megoldja-e a feladatot azx = 0 egyenes. Ennek metszéspontja f-fel az 4 (O; —g)

pont, g-vel a B(0; —6) pont (ldsd az 1.5. dbrit).
6
— 0+0 ~5©
Az AB szakasz telez8pontja F T = (

18
0; —;) # (0;0), igy azx = 0 egyenes nem megol-
ddsa a feladatnak.

Ezek utdn feltehetjiik, hogy ¢ : y = mx alakt. Legyen 4y := ¢ N f, By := ¢ N g az 1.5. dbrdn ldthaté
modon.

Ay = e N f meghatdrozisihoz megoldjuk a kévetkezd egyenletrendszert:

y = mx}
3x—=5y=6
Az els8 egyenletet a mésodikba frva:
3x=S5S-mx =06
(3-5m)-x=6

3
3—5Sm# 0,azazm # > ekkor ugyanis az egyenletrendszernek nincs megolddsa (geometriailag ez azt jelen-

addédik. Visszairva e

tené, hogy ¢ || /). Haviszont 3 — Sm # 0, akkor a kapott egyenletbdl x =
6m y 6 6m
)1 ; .
3-5Sm &1 3—-Sm 3—-5Sm

—Sm

egyenletébe: y =

16
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1.5. dbra

B; = ¢ N g meghatdrozdhoz megoldjuk a kovetkez8 egyenletrendszert:

y = mx
4x+y+6=0

Az els8 egyenletet a mésodikba frva:

4x+mx+6=0
(4+m) -x=-6

44 m # 0,azaz m # —4, ekkor ugyanis az egyenletrendszernek nincs megolddsa (ekkor ¢ || g teljesiilne). Ha
6m

viszont 4 + m # 0, akkor a kapott egyenletbdl x = —
, ( 6 6m )
igy B |———;— .

A feltétel szerint az 4 By szakasz felez8pontja az origd. Amennyiben ez teljestil, tgy igaznak kell lennie a
kovetkezd két egyenletnek:

adddik. Visszairva e egyenletébe: y = —
+m 4+m

bl

6 6 6m 6m
3—5m 4+m_0 . 3-5m 4+m
=0 és

2 2

=0.

17
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Oldjuk meg el8sz6r az elsé egyenletet:
6(4+m)—6(3-5m) 3

(3 = Sm) (4 + m)
2% +6m — 18 +30m = 0

36m = —6

1

m=——

6

1
A misodik egyenlet az elsének m-szerese, igy megolddsai m; = ~Z ; my = 0. Akett8nek egytitt kell telje-
1
siilnie, amibél az m = ~Z érecket kapjuk, mely a kikétéseknek megfelel. A keresett egyenes egyenlete pedig
1
e:y= —gx.

1.33. Feladat ([2] 3642). Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(3; —2) ponton, és
P felezi az egyenesnek az x + 3y = 6 és a 2x — y = 3 egyenlet(i egyenesek kozé es szakaszdt.

Megoldds. Legyen f : x4+ 3y = 6¢ésg : 2x —y = 3. A keresett ¢ egyenes egyenletét irdnytényez3s alakban
irjuk fel. Mivel P(3;—=2) € ¢, ezérte : x = 3vagy e : y — (=2) = m(x — 3) alaka.

El8szor vizsgéljuk meg, megoldja-e a feladatot az x = 3 egyenes. Ennek metszéspontja f-fel az 4(3;1)
pont, g-vel a B(3; 3) pont (lisd az 1.6. dbrit).

J

1.6. dbra

— 343 1+3
Az AB szakasz felez8pontja F (—; —) = (3;2) # P, igyazx = 3 egyenes nem megolddsa a

2 2
teladatnak.
Ezek utdn feltehetjiik, hogy ¢ : y = mx — 3m — 2 alaka. Legyen 4y : e N f, By := ¢ N gaz 1.6. dbrin
lithaté médon.

18
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Ay = e N f meghatdrozdséhoz megoldjuk a kovetkezs egyenletrendszert:

y=mx—3m~—2
x+3y=6

Az els6 egyenletet a mésodikba frva:

x+3-(mx—-3m-2)=6
Bm+1) - x=9m+12

1
3m+1+# 0,azazm # -3 ekkor ugyanis az egyenletrendszernek nincs megoldésa (ekkor ¢ || f lenne). Ha

Im+12
viszont 3m + 1 # 0, akkor a kapott egyenletbdl x = 3m 1 adddik. Visszairva e egyenletébe:
m
Im +12 Im® +12m —9m?> =3m—6m—2  3m—2
y=m- -3m—-2= = 3
3m+1 3m+1 3m+1

oy A Im+12 3m—2
it ; .
&y 1 3m+1 3m+1

By = ¢ N g meghatdrozdséhoz megoldjuk a kovetkez egyenletrendszert:

y=mx—3m—2
2x—y =3

Az els6 egyenletet a mésodikba frva:

2x— (mx—3m—2)=3
(-m+2)-x=-3m+1

—-m+2 # 0,azaz m # 2, ekkor ugyanis az egyenletrendszernek nincs megolddsa (ekkor ¢ || ¢ lenne). Ha

3m—1
viszont —m + 2 # 0, akkor a kapott egyenletbdl x = " adddik. Viszzairva e egyenletébe:
m —
3m—1 3m>—m—3m*+6m—-2m+4 3m+4
y=m- —3m -2 = = s
m—2 m—2 m—2
v B 3m—1 3m+4
it ; .
&y o1 m—2" m-2

A feltétel szerint az 41 B szakasz felez8pontja P(3; —2). Amennyiben ez teljesiil, Ggy igaznak kell lennie
a kovetkezd két egyenletnek:

Im+12 3m-—1 3m—2 3m+4

+ +

3m+1 m—2 _3 ¢ 3m+1 m—2
=3 és
2 2

= -2
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Oldjuk meg el8sz6r az elsé egyenletet:

Om+12)(m-2)+(Bm-1)Bm+1) _ ‘
Bm+1)(m—2)
Im* —18m +12m — 24+ 9m* —1=6- 3m* — 6m +m — 2)
18m* — 6m — 25 = 18m* — 30m — 12

24m =13
13
=
Behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink, hogy ez megolddsa a médsodik kapott egyenletnek is, mely a kikotések-

1 29
nek megfelel. A keresett egyenes tehit a kovetkezd: ¢ : y = —3x - —.
g gy Y % g

m

1.34. Feladat ([2] 3643). Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(5;3) ponton, és
a3x+ 2y = 16 ésa3x + 2y = 11 egyenletd egyeneseket olyan pontokban metszi, melyek abszcisszdinak
kiilonbsége 1.

Megoldds. Legyen f : 3x+ 2y =16 és g : 3x + 2y = 11. Keressiik az ¢ egyenes egyenletét, melyre P(5;3) € ¢
teljestil. Ismét az irdnytényezGs alakkal érdemes dolgozni. A keresett egyenes egyenlete ¢ : x = S vagy e :
y =3 =m(x—5) alaku.

A feladatot az x = 5 egyenes biztosan nem oldja meg, hiszen ekkor az f-fel, illetve g-vel vett metszéspon-
tok mindkét abszcisszdja 5, igy az abszcisszdk kiilonbsége 0.

e egyenlete tehdte : y = mx — Sm + 3 alakd. Legyen 4 :=e¢Nf,B:=eNg.

A = e N f meghatdrozdsihoz megoldjuk a kovetkez8 egyenletrendszert kellene megoldanunk:

y=mx—5m+3
3x+2y =16

Vegyiik észre, hogy most csak a kérdéses metszéspontok els koordindtdira van sziikségiink, azaz y meghatd-
rozdsa nélkiil elegendd x-et kiszimolnunk. Az els6 egyenletet a masodikba frva:

3x+2-(mx—5m+3) =16
(2m+3)-x=10m+10

3
2m+3 # 0,azazm # =5 ellenkezd esetben az egyenletrendszernek nincs megoldésa (ekkor ¢ || £ teljestilne).

1072 + 10
Ha viszont 2m + 3 # 0, akkor a kapott egyenletbdl x = 2m—+3 kovetkezik.
m

B = ¢ N g meghatdrozdsihoz megoldjuk a kovetkezd egyenletrendszert kellene megoldanunk:

y=mx—5Sm+3
3x+2y =11

Ismét elegendd x-et kiszimolnunk. Az elsé egyenletet a mdsodikba frva:

3x+2-(mx—-5m+3) =11
2m+3)-x=10m+5
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3
2m+3 # 0,azazm # — > ellenkezd esetben az egyenletrendszernek nincs megolddsa (ekkor e || g teljesiilne).

10m + 5

kovetkezik.

Ha viszont 2m + 3 # 0, akkor a kapott egyenletbdl x = 3
m

A feltétel szerint 4 és B abszcisszdinak kiilonbsége 1, vagyis felirhatjuk a kévetkez8 egyenletet:

10m+10 10m+5S _q
2m+3 2m+3|
5
=1
|2m + 3|
S =|2m+ 3|

Ebb&l 2+ 3 = 5 vagy 2m + 3 = =5 kovetkezik, amib8l m; = 1; my = —4 adédik. Két lehetséges megolddst
kaptunk: e; : y =x — 2, ¢y : y = —4x + 23, melyeket az 1.7. dbrdn dbrézoltunk.

1.7. dbra

Emlék. Ha A(ay;a5), B(by; by), akkor az AB szakaszt n - m ardnyban oszt6 P pont koordindtdi

p may + nby mar + nby
n+m = n+m |

Emlék. Ha A(a1;a2), B(b1; b2), C(c1;2), akkor az ABC hdromszog sulypontjdnak koordindtdi

g 41+b1+61.42+bz+62
3 ’ 3 '
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1.35. Feladat ([2] 3649). Az ABC hiromsz6g B csucsdt 6sszekotjitk az AC oldal A-hoz kozelebbi harma-
dolépontjival. Az igy kapott szakasz és az 4-bdl indulé stlyvonal metszéspontjit jel6lje P, a hiromszog
sulypontjit.S. Milyen arinyban osztja P az AS szakaszt?

Megoldds. Helyezziik el a hdromszoget az dltaldnossig megszoritisa nélkiil kényelmes helyzetben a koordini-
tarendszerben, és szdmitsuk ki a széban forgd pontok koordindtdit. Tekintsiik az 1.8. dbrdt: legyen 4(0;0),

B(by;by), C(3¢;0), az AC szakasz A-hoz kozelebbi harmadolépontja H(¢; 0).

1.8. dbra
N . . bl + 3¢ bz ; . s
A BC szakasz F, felez6pontja ekkor F, — 5 Az AF, silyvonal legyen s,. Ekkor s, egy irdny-
by+3c b by bi+3
vektora: v, = A—>Fﬂ =f, —a = ! 5 C; 52), igy egy normélvektora n,, = (32;—1—[), illetve

n] = (by;—b1 — 30). Mivel 4(0;0) € s,, ezérts, egyenlete: 5, : byx + (=b; — 3¢c)y = 0.

Legyen a BH egyenes e. Ekkor ¢ egy irdnyvektora: v, = BH =h-b = (¢ = b3 —b3), amibdl egy
normélvektoran, = (by;¢c — by). Mivel H(c; 0) € e, ezért e egyenlete: ¢ : byx + (¢ — by)y = bye.

P =5, Ne. Pkoordindtdinak meghatdrozdsihoz megoldjuk a kovetkez egyenletrendszert:

byx+ (=by = 3c)y =0
byx + (¢ = by)y = byc

A misodik egyenletbdl kivonva az elsSt:

(c=b1+b1+3c)y = bac

4c-y=byc
_b
YT

Az utolsé dtalakitisban oszthattunk c-vel, hiszen most ¢ # 0, mivel 4 és H nem esnek egybe. Visszahelyette-
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sitve az elsé egyenletbe:

b
b2x+(—b1—3c)~2220

_b1+36
4

X

Az egyenlet rendezése sordn b,-vel oszthattunk, hiszen most &, # 0, mivel B nincs rajta az 4C egyenesen.

by +3c b by +3c b
Azt kaptuk tehdt, hogy P ( 1t C; ZZ) Misfeldl az ABC hiromszég stlypontja S ( L+ ; —2), illet-

ve A(0;0). Az osztédpont koordindtdira vonatkozé Gsszefiiggés szerint kapjuk, hogy P az AS szakasz S-hez

kozelebbi negyedel8pontja, vagyis P az AS szakaszt 3 : 1 ardnyban osztja.

1.36. Feladat ([2] 3653). Az ABC egyenld szérd hdromszogben AC ‘ = |R‘ Az A cstcs koordindtdi

(=2;1), a C csucs koordindtdi (4;3). A B cstcs azx + 2y = 10 egyenlet(i egyenesre illeszkedik. Szdmitsuk
ki a B cstics koordindtdit!

Megoldds. Legyen B misodik koordindtdja &, ekkor mivel B rajta van az x + 2y = 10 egyenlet( egyenesen,
B els§ koordindtdja 10 — 24, azaz B(10 — 2b;4). Az ‘A_C = ‘B_C
kapunk:

feltételt felirva b-re vonatkozé egyenletet

V(=2 -4)2+(1-3)2=+(10 - 2b— 4)2 + (b - 3)%

Mivel mindkét oldal nemnegativ, emelhetiink négyzetre:

40 = (6 —2b)* + (b—3)?

40 = 36 — 24b + 40> + b* — 6b+ 9
0=56*—-30b+5
0=0"-6b+1

Az egyenletet megoldva by = 3 + 2V2, by = 3 — 2V2 adédik. Belss koordinitiit is kiszdmolva kapjuk, hogy
két megoldds lehetséges: By (4 —4V2;3+ 2\/2), illetve B, (4 +4V2;3 - 2\/5)

1.1.3. Parhuzamos és merdleges egyenesek

Egyenesek parhuzamossdga/merdlegessége egyszertien megragadhatd az egyenesek koordindtageometriai jel-
lemzGivel. A definiciokbdl egyszertien kévetkezik, hogy (a szokdsos jeloléseket haszndlva)

* ¢ pontosan akkor pirhuzamos f-fel, ha

- v |lvy © v.=1-vpvalamely A € R \{0} esetén;

- n.|[nf & n,=1 nyvalamely A € R\{0} esetén;
* ¢ pontosan akkor merdleges f-re, ha

- Velv & Vg'Vf:();
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-nln & ng-nf:O.

A meredekségek segitségével még egyszertibb feltételeket nyerhetiink. Egyfeldl e és f egyenesnek sincs me-
redeksége, akkor e || / (és mindkett8 pirhuzamos az y-tengellyel), masfeldl ha e-nek nincs meredeksége és f
meredeksége 0 (vagy forditva), akkore L f.

Tegytik fel ezutdn, hogy e és / meredeksége is 1étezik. Ekkor, ha v,(v1;02), Vf(v3; v4), akkor a meredek-

; (A V4
ségek m, = —, illetve mp=—.
(31 U3

Ha moste || f, akkor v, = 4 - vy valamely A € R \{0} esetén, igy

m_vz_lv4_v4_m
67____—__ .
U1 203 U3 /

Gondolatmenetiink megfordithatd, igy a kovetkezd dllitdst kaptuk.

1.37. Allités. ¢és f egyenesek pontosan akkor pirhuzamosak egymadssal, ha 7z, = my vagy egyik egyenes
meredeksége sem Iétezik.

Hae 1 f, akkor v - vr =0, amibdl

vy + 004 =0

03 = —0204
V2 U4
l1l=—=.=
v U3

—1=m, - my
Atalakitdsaink ekvivalensek, igy a kovetkezd dllitdst igazoltuk.

1.38. Allitds. ¢és f egyenesek pontosan akkor merdlegesek egymdsra, ha m, - my = —1 vagy egyik egyenes
meredeksége nem létezik, a masik egyenes meredeksége pedig 0.

1.39. Feladat ([2] 3677). Azax + by = a* + b* egyenlet(i egyenesre az origdbdl merdlegest dllitunk. Sz-
mitsuk ki a merdleges talppontjdnak koordindtdit, ha ab # 0.

Megoldds. Legyen f : ax+by = a”> +b?, akeresett egyenes e. f egy normélvektorans = (a;b). Mivele L f,
ezértn, L ny, igy példdul n, = (b;—a). Mivel (0;0) € e, ezérte : bx —ay = 0.
A keresett talppont: 7" = ¢ N £, igy megoldandé a kovetkezd egyenletrendszer:

ax+by:az+bz
bx —ay =0

Mivel a feltétel szerinta # 0, b # 0, ezért az els6 egyenletet szorozzuk b-vel, a misodik egyenletet a-vel:

abx + bzy =a22b+ b
abx — ozzy =0
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Vonjuk ki a felsé egyenletbdl az alsét:
(42+b2) y=b- (42+b2)
y=b

Az utolsé lépésben a2 + b*-tel oszthattunk, mert nem lehetz = b = 0. Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe
kapjuk, hogy x = 4. A keresett talppont koordindtdi tehdt 7'(a; b).

1.40. Feladat ([2] 3701). AzABC hiromszogben

AB| = )E .Jelolje Da BC oldal felez8pontjit, a D-bdl

indulé és az 4 C-re merdleges egyenes talppontjit £, végil F a DE szakasz felez8pontjit. Bizonyitsuk be,
hogy AF 1 BE.

Megoldds. Helyezzik el a hdromszoget a derékszogli koordindta-rendszerben az 1.9. dbrdn lithaté médon:
a hdromszog csticsai 4(0; 4), B(—¢; 0), C(c;0), ahola > 0, ¢ > 0. Ekkor a BC oldal felez8pontja D(0;0).

Célunk megmutatni, hogy f L g: ehhez elegendé megmutatni, hogy példdul irdnyvektoraik merélegesek
egymdsra.

1.9. 4bra

El8szor b egyenletére van sziikségiink. & egy irdnyvektora: v;, = A_C)' = c—a = (¢—a), amibdl egy
normélvektora: n, = (a;¢). Mivel 4(0;4) € b, ezért b : ax + ¢y = ac.

Mivele L b, ezértn, = (¢; —a). Mivel D(0;0) € ¢, ezérte : cx —ay = 0.
E = bNe,igy E meghatdrozdsihoz megoldjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

ax+cy = ac
cx—ay=0
Az els8 egyenletet ¢-vel, a mdsodik egyenletet a-val szorozva:

acx + CZ_)/ = 462 }

acx—azy =0
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A felsé egyenletbdl kivonva az alsét:

(412 +cz) Y= ac”
ac®
) a2 + 2

Az osztist megtehettiik, hiszen most a4 # 0, ¢ # 0. Visszatérve az els6 egyenletre:

ac*
ax+c- m =ac
C3
SRR
B a’c+c =73
o a% + 2
3 a’c
Tar 2
2 2
Azt kaptuk tehdt, hogy £ (%; %)
ac+c a-+c
— a’c ac*
F a DE szakasz felez8pontja, igy F (2 D) 22t )

Ezek utdn az f egyenes egy irdnyvektora:

— ac ac® 28+ act
VfZBEZC—b: + = 553 |
ac+c a“+c

G
a? + 2 a2 + 2

illetve v} = (2612 + % ac).
A g egyenes egy irdnyvektora:

ﬁ £ a*c ac® a*c —24% — ac?
Vg = =f—a-= al = ,

22+ 2(2+32) 22+ 2) 2(2+2)

illetve Vé = (ac; —24% - cz).
Végiil

A Vzg = (242 +cz) ~ac+ac - (—242 —cz) =0,

ami éppen azt jelenti, hogy / L g.

1.41. Feladat ([2] 3713). Az ABC hiromszog magassigpontja A (0;2), az AB oldal telez8pontja F(-2;1),
az AM magassignak a BC oldalra esé talppontja 4 (2; —2). Szdmitsuk ki a hdromszog cstcsainak koordi-
natait.

Megoldds. Tekintsiik az 1.10. dbra jeloléseit.
Erdemes megragadnunk a hdromszog valamely csticsit egyetlen paraméter segitségével. Mivel 4 € m,,
és m, egyenletét fel tudjuk irni, ezért érdemes ezzel prébilkoznunk.
—
Az m, egyenes egy irinyvektora: v,,, = MA; = a; — m = (2; —4), illetve vaa = (1;-2). Ebbdl m, egy
normédlvektora: n,,, = (2;1). Mivel M(0;2) € my,, ezértm, : 2x+y=2-0+1-2,vagyism, : 2x+y = 2.
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1.10. 4bra

Mivel 4 € m,, ezért ha példiul 4 elsé koordindtdja 2, akkor misodik koordinitdja 2 — 24, vagyis
A(a;2 — 2a) alaka.

Legyen B(by; by). Mivel F(=2;1) az AB szakasz felez8pontja, ezért

d+b1 , 2—24+b2
5 =-2 4 ————= =1

Ebbdl by = —4 — a, by = 2a, azaz B(—4 — a;2a).

Ennél tobbet direktben nem tudunk kiszimolni, ugyanakkor tudjuk, hogy A4, L E Emiatt skaldris
szorzatuk 0, és felirhatjuk a kévetkezd egyenletet:

(ay—m)-(a;—b)=0
(2;—4) - (6+a;-2—24) =0
2-(64+a)+(-4)-(-2-2a)=0
124+24+8+82=0

102 = =20

a=-2

Eszerint A(—2;6), illetve B(—2; —4).
A C cstcs el8dll, mint az 7, magassigvonal és az a egyenes metszéspontja, és ezen egyenesek egyenletét
—>
mir fel tudjuk frni. 2 egy irdnyvektora: v, = B4y = a;—b = (2; -2) — (=2; —4) = (4;2), illetve v/, = (2;1).
Innen « egy normélvektora: n, = (1;-2). Mivel 41(2;-2) € a,ezérta : x — 2y =1-2—2- (=2), vagyis
a:x—2y=6.
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m, egy normdlvektora: n,, = AB=b-a= (=2;—4) = (=2;6) = (0;-10), illetve n}, = (0;1). Mivel
M(052) € my,ezérem, : y = 2.
Célegyenes: C = a N m,, igy megoldjuk a kovetkez8 egyenletrendszert:

x—2y26
y=2

A misodik egyenletet az els6be helyettesitve: x — 2 - 2 = 6, amibdl x = 10. Azt kaptuk tehdt, hogy C(10;2).

1.1.4. Pont és egyenes tivolsiga

Emlék. Pont és egyenes tdvolsiga a pontbdl az egyenesre bocsdtott merdleges szakasz hossza.

Ennek megfelel6en jarhatunk el, ha a koordindtarendszerben szeretnénk meghatdrozni adott pont és
egyenes tdvolsigit. Legyen adott egy ¢ : Ax + By = C egyenes és egy P(xo;y0) pont. Legyen a P-n dt-
mend, e-re mer6leges egyenes . Ekkor n, = (4; B), amibdl ny = (B;—A4). Mivel P(xo;y0) € f, ezért
f : BX—A)’ = on —Ay().

Legyen Py := f N e. Ekkor megoldandé a kévetkezd egyenletrendszer:

Ax+By=C
Bx — Ay = Bxy — Ayo

Az els6 egyenletet 4-val, a mdsodikat B-vel szorozva:

A*x + ABy = AC
B?x — ABy = B*xy — AByq

Adjuk 6ssze a kapott két egyenletet:
(4% + B*) x = AC + B*xo — AByj.
Mivel egyenes egyenletérdl van sz6, 4 24 B2 +0, igy oszthatunk vele:

AC + Bzxo - AB)IO
v A% + B?

Térjiink vissza az (1.3) egyenletrendszerhez, és most szorozzuk az els§ egyenletet B-bel, a mdsodik egyenletet
A-val:
ABx + B%y = BC }

ABx — Azy = ABxy — Azyo
Vonjuk ki a felsé egyenletbdl az alsét:
(4% + B*) y = BC — ABxq + A%y,
amibél ismét az 4> + B> # 0 kifejezéssel torténd osztissal

_ BC — ABxy +A2_)/0
)= A2+ B2
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AC + B*xy — AByy BC — ABx + A?
adédik. Eszerint tehdt P ( 0 00, Yo T4 o )

A* + B? ’ A* + B?
P és e tavolsiga ekkor P és Py tivolsigival egyezik meg, vagyis

AC + B2x) — ABy,\’ BC — ABxy + A%y \*
+ — =
A% + B2 )0 A%+ B2

d(Pse) = d(P; Po) = \/(xo -

Azxo + Bzxo —AC - Bzxo +AB}/0 2 Azyo + Bzyo — BC + ABx, —Azy() 2
= + =
A* + B? A* + B?

A (dxo + Byo — C) 2 B (Axo + Byy — C) 2 (4% + B?) - (Axo +By0—C')2
= + = =
A?* + B? A% + B? (A2 + B2)?

_ |dxo + Byo - C|
VAZ+ B

Igazoltuk a kovetkezd dllitdst.

1.42. Allitis. A P(xo; o) pont tivolsigaaze : Ax + By = C (4> + B> # 0) egyenestdl:

|4 + Byo — C|
VA2 4B
1.43. Megjegyzés. Azegyenes Ax + By = C egyenlete mindig

A N B C 0
X - =
NP+ B NP+B VPP

alakra hozhatd, hiszen VA? + B2 # 0 (eza mennyiség éppen azegyenes egy (A; B) normélvektordnak hossza).
Az igy kapott egyenletben az egyenes egy olyan normdlvektora szerepel, melynek hossza egységnyi. Az (1.4)
egyenletet az egyenes normdlegyenleténck szokds nevezni.

Osszevetve ezt a kapott formuldval, a kévetkezt is mondhatjuk: P és e tdvolsigdt megkapjuk, ha P ko-
ordindtdit ¢ normdlegyenletének bal oldaliba helyettesitjiik, majd a kapott kifejezés abszolutértékét vessziik.

Abszolutéreek nélkiil egyébként P és e eldjeles tavolsdgidt kapjuk meg. Ez a tvolsdg pozitiv, ha P az ¢ dltal
meghatdrozott azon félsikban van, mely felé az (4; B) normalvektor mutat, e tivolsig negativ, ha P az ¢ dltal
meghatdrozott mésik félsikban van, végtil éppen 0,ha P € e.

d(Pse) =

(1.4)

1.44. Feladat ([2] 3769). Bizonyitsuk be, hogy a 3x — 4y + 4 = 0 egyenlet(i egyenes a stk birmely récs-
pontjitdl raciondlis tdvolsigra van.

Megoldds. Legyen a sik tetsz8leges ricspontja P(n; m), ahol n;m € 7. A széban forgé ¢ egyenes normdl-

egyenlete:
3 4 N 4 0
—x——=y4+—-=0.
Y7577

3 4
gn - gm + 5| Mivel n;m € Z, a racionilis szimok halmaza az 6sszeaddsra, szorzdsra,

Ekkor d(P;e) =

kivondsra nézve zirt, tovdbba raciondlis szim abszolutértéke is raciondlis, ezért ez a tévolsg is mindig racio-
nalis.
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1.45. Feladat ([2] 3771. a)). [rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely pirhuzamos azx — y = 6
egyenlet( egyenessel, és az orig6tdl 6 egység tivolsigra vagy 26 egység tavolsdgra halad!

Megoldds. Legyen a keresett egyenes egyenlete ¢ : x — y = C alakt. Ekkor ¢ normalegyenlete:
1 1 C

AR
Amennyiben ¢ az orig6tdl 6 egység tivolsigra halad, ugy
1 1 C
) — .0 —
AR A
IC| = 6V2,

=6

amibdl C; = 6V2 vagy Cy = -6V2.
Ha ¢ az orig6tdl 246 egység tévolségra halad, 4gy

_ 0__ 0-—

V2 \/_‘
IC] = 2V12,

amibdl C3 = 43 vagy Cy4 = —44/3.
Négy lehetséges egyenest kaptunk tehdt, melyek egyenletei:

elzx—yzé\/z; ezzx—y:—é\/z; €3:x—y:4\/§; e4zx—y:—4\/§.

1.46. Feladat. [[2] 3773] Fektessiink a (—1;2) ponton 4t egyenest, amely a (6; 1) ponttdl 5 egység tdvol-
sdgra van. frjuk fel az egyenes egyenletét!

Megoldds. Legyen a keresett egyenes egyenlete ¢ : Ax + By = C. Feladatunk meghatdrozni az 4; B; C valds
paramétereket.

Mivel A(—1;2) € e, ezért —4 + 2B = C.

Tudjuk tovdbbi, hogy a B(6;1) pont S egység tivolsigra van e-tdl, igy

A B o
bt 1=
VA? + B> VA?* + B? VA? + B>
Ez iddig két egyenlet. Ugyanakkor feltehetjiik, hogy 4 24 B2=1, vagyis az ¢ egyenletében szerepl$ normal-

vektor egységnyi hosszisiga. Ez nemcsak a masodik kapott egyenleten egyszer(sit, hanem tovdbbi dsszeftig-
gést hatiroz meg két ismeretlen kozott. Eszerint a kovetkezd egyenletrendszert kaptuk:

—-A+2B=C
l6A+B-C| =5 (1.5)
A*+ B> =1

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert. Az els8 egyenletbdl kifejezett C-t a mésodik egyenletbe irjuk:

|6A+B+A—2B| =5
|74-B| =5

Esetszétvélasztdssal dolgozunk tovébb.
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1. eset: 74 — B = S, vagyis B = 74 — S. Irjuk ezt be az (1.5) egyenletrendszer harmadik egyenletébe:
A*+(74-5)* =1
A* + 4947 =704 +25 =1
504% =704 +24=0
254% —354+12=0

3 4
A midsodfoka egyenletet megoldva 4; = S vagy Ay = —

)
3 3 4 3 4 11
(a) Hady = —,akkorB =7 = -5 = ——, illetve (1.5) els6 egyenletébdl C = —= -2 - = = ——.
S S 3 ) 4 1 S S S
A megfelel egyenes egyenlete: ¢; : gx - gy = -5 azazey : 3x — 4y = —11.
4 4 3 4 3 2
(b) Had, = 3 akkor B =7 - 3~ S = 3 illetve (1.5) elsé egyenletébdl C = -3 +2- i A
3 2
megfelel8 egyenes egyenlete: ¢, : gx + gy = S azaze) : 4x + 3y = 2.

2. eset: 74 — B = =5, vagyis B = 74 + 5. [rjuk ezt be az (1.5) egyenletrendszer harmadik egyenletébe:

A*+(74+5)% =1

A* + 4947 + 704 +25 =1
504> +704+24=0
254% +354+12=0

4 3
A misodfoku egyenletet megoldva A3 = -3 vagy A4 = —5

4 4 3 4 3 2
(a) Had; = -3 akkor B= -7 S +5= 3 illetve (1.5) elsd egyenletébdl C = = -2 - = =

5 5 5
4 2
A megfelel§ egyenes egyenlete: ¢3 : —gx - g Y = 3 azaz az el6z6 g e, egyenesét kapjuk.
4 4 11
(b) Hady = —g, akkor B=-7- g +5 = 3 illetve (1.5) elsd egyenletébdl C = 2 +2- s=3 A
3 4 11

megfelel$ egyenes egyenlete: ¢; : —5% + Sy =5z el6z8 4g €1 egyenesét kapjuk.

A feladatnak tehdt két két megolddsa van, a fentebbi ¢y, illetve ¢, egyenesek.

1.47. Feladat ([2] 3779). Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dtmegy a P(2;5) ponton, és
az A(5; 3) ponttdl kétszer akkora tévolsdgra van, mint a B(—1; 0) ponttdl.

Megoldds. Legyen a keresett egyenes egyenlete ¢ : Ax + By = C alakt. Az 1.46. fealdat megolddséhoz
hasonldan itt is eleve feltessziik, hogy A*+ B> =1.

Mivel P(2;5) € e, ezért 24 + 5B = C is teljestil.
Végiil a tavolsdgfeltétel szerint a harmadik egyenletiink:

ISA+3B-C|=2-]-4-C|.
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A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

24+5B=C
[SA+3B-C|=2-|4+C| (1.6)
A*+ B> =1

Az els6 egyenletbd] C-t a masodik egyenletbe helyettesitve:

154 +3B—24 —SB| = |2| - |4 + 24 + 5B|
134 — 2B| = |64 + 103

Két szam abszolutértéke megegyezik, ha a két szim megegyezik, vagy a szimok egymds ellentettjei. Ennek
megfelel6en két eset van.

1. eset: 34 — 2B = 64 + 108, amibdl 34 = —12B, azaz A = —4B. Beirva ezt az (1.6) egyenletrendszer

1 1
harmadik egyenletébe: 17B%> =1, amib8l By = — vagy By = ——.

N N

(a) HaB L kkord  illet (1.6) elsé egyenletébsl C; = —2 % st 5
a a = —,a or :——,ICVC . elso egvyenletebo = —4 . = - .
N TV & TV NG VT

1 3
——,azaze; - —4x +y = 3.

4
—xt—=y=-——,
VIz V17 N7

1 4 4 1 3
(b) HaB; = ———, akkor 4, = —, illetve (1.6) elsd egyenletébdl C; = 2 -5 = .
R AN i UV UV Vp

4 1 3
A megfeleld egyenes egyenlete: ¢, : X — = s
g gy gy 2 N \/ﬁ)’ N

A megfelel egyenes egyenlete: ¢ : —

azaz ugyanazt a megolddst kapjuk,

mint az el8z8 4g e; egyenese.

8
2. eset: 34 — 2B = —6A4 — 10B, amib8l 94 = —8B, azaz A = —§B. Beirva ezt az (1.6) egyenletrendszer

145 9 9
harmadik egyenletébe: — B* = 1, amib8l B; = vagy By = ———.
& 81 V145 & V145
(a) HaB 2 kkor A 8 illetve (1.6) els8 letébdl C: 2 8 +5 2
a) HaB; = ——, akkor A3 = ————, illetve (1.6) els8 egyenletébdl C3 = —2.- . =
NV T V1S & ’ ViEs | Vi
2 A felel§ let 8 + ? 29 8x+9 29
——. A megfelel§ egyenes egyenlete: e3 : — X = ,azazes : —8x =29.
Vids | EEEOterEe sy Y i Vi NS vl &
9 8 9
(b) Ha By, = ———, akkor 44 = -2, illetve (1.6) els8 egyenletébdl Cy = 2 - -5 =
YT Viss Vis & Viis  Viss
29 A felels let 8 2 29 t
———. A megfelel$ egyenes egyenlete: ¢4 : X — = ———, azaz ugyanazt a
Vids S0 ceyene Y Y VG V@ Viss &

megolddst kapjuk, mint az el6z8 4g e3 egyenese.
A feladatnak tehdt két megolddsa van, a fentebbi e, illetve ¢3 egyenesek.
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1.1.5. Pirhuzamos egyenesek tivolsiga

Emlék. Pirhuzamos egyenesek tivolsiga valamelyik egyenes tetszéleges pontjinak a misik egyenestdl vald
tdvolsiga.

Ennek alapjin kiszdmithatjuk egyenleteikkel adott pirhuzamos egyenesek tivolsigdt is. Legyen e : Ax +
By = C,illetve f : Ax + By = D két pirhuzamos egyenes a stkon (4> + B> # 0).

D
* Ha B # 0, akkor az f egyenesre illeszkedik a P (O; E) pont. Ekkor a kordbbiak szerint

A-0+B-2—C
B _|C-D]

W =deP = ~VEem

C D
* HaB = 0,akkor 4 # 0,és¢ : x = 7 fix= = az y-tengellyel pdrhuzamos egyenesek. Ekkor

egyszerlien

C D‘_lC—Dl_ IC-D| _ |C-D|

e = ‘1_4 Al W Nz IR

Mindkét esetben a kovetkezd llitdst kapjuk.

1.48. Allités. Aze: Ax+ By = Césazf : Ax + By = D (4> + B> # 0) pirhuzamos egyenesek tivolsiga

|C - D|

d(gf) = ———.
/ VA? + B?
1.49. Feladat ([1] 197/3). Szdmitsuk kia12x — S5y = 1ésa12x — Sy = —12 egyenesek tdvolsigit!

Megoldds. A felirt formuldt alkalmazva:

1= (-12)]
N = sy

1.2. A kor koordinidtageometridja

=

1.2.1. A kor egyenlete

Emlék. A kor azon pontok halmaza a sikon, melynek a sik egy adott pontjatdl mért tdvolsdga dllandd. Az
adott pont a kér kozéppontja, az adott tivolsig a kor sugara.

Ennek megfelel8en, legyen most a koordindtarendszerben egy kor kozéppontja K (#; v), sugara » > 0.
Ekkor a kérén pontosan azon P(x; y) pontok vannak rajta, melyekre d(P; K) = 7, azaz

\/(x—u)2+(y—v)2:r.

Mivel mindkét oldal nemnegativ, emelhetiink négyzetre. A kovetkezd 4llitdst kapjuk:
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1.50. Allitds. A K (u;0) kozéppontd, 7 > 0 sugart kor egyenlete
(x—u)2+(y—v)2 =7
1.51. Feladat ([2] 3827). Egy kor dtmér8jének végpontjai

2) (1;1), (55 —1)s b) (41), (253); c) (=554), (3;2); d) (2 1), (=3:5).

3’ 4
frjuk fel a kor egyenletét!

Megoldds. a) Legyen A(1;1), B(5;-1). A kor kozéppontjanak koordindtdi legyenek K (#;v). A kor ko-

1+5 1-1
zéppontja az drmérd felezpontja, igy # = — = 30 = — = 0, azaz K(3;0). A kor sugara:

r_:‘@) = \/(3 -1)2+(0-1)2%= ﬁ Eszerint a kor egyenlete: £ : (x — 3)* + 9> = S.

4+ 2
b) Legyen A(4;1), B(2;3). Ha a kor kozéppontja K (#; v), akkor az el8z8ekhez hasonléan # = L 3;

2
1 — ,
v= %3 = 2,azaz K (3;2). A kor sugara: » = ‘KA =JB3-42+(2-1)2= ﬁ Igy a kor egyenlete:

k:(x=3)2+(—-2)?=2,

—S5+3
=
@, azaz a kor

c) Legyen A(=5;4), B(3;2). Az el6z6ekhez hasonléan a kor K (#; v) kozéppontjira u =
442 -
v = % = 3, azaz K (-1;3). A kor sugara: r_:‘KA = (-1 = (=5))2 + (3 — 4)2

egyenlete: £ : (x+1)*+ (y - 3)* =17.

-1,

2 1
-=3 ——+5
2 1 7 19
d) Legyen 4 (5;—2),8(—3; 5). A kor K (u; v) kozéppontjira u = 3T = o v = 42 = e azaz

2 2
1 — 2 1 1 0s .
K —Z; —9 . Akor sugara: V_:‘KA‘ = —Z -5 t —9 |- = \/ﬁ Igyakéregyenlete:
6 8 6 3 8 4 576
7\? 19\* 5905
kilx+-) +|ly——=| =—.
6 8 576

1.52. Megjegyzés. A K (u;v) kdzéppontd » sugart kor egyenlete (x — #)* + (y — v)* = 2. Ezt az egyenletet
tehdt azon P(x; y) pontok koordinatdi teljesitik, melyek a kérvonalon vannak. A tévolsigformuldbdl adédik,
hogy amennyiben P(x; y) a nyilt kérlapon van, dgy P koordinitdira az (x — #)* + (y — v)? < 7%, ha pedig
P(x;) a koéron kiviil taldlhaté, gy P koordindtiira az (x — #)* + (y — v)* > r* egyenl8tlenség teljesiil. Ez
algebrai lehetéséget ad annak ellendrzésére, hogy adott korhoz képest hol helyezkednek el adott pontok: a
korvonalon, a kéron beliil, vagy a koron kivil taldlhatdk. A kérvonalon belili pontok a kor belsd pontjaz, a
korvonalon kiviili pontok a kor kélsd pontjas.

1.53. Feladat ([2] 3829). frjuk fel az » = 5 egység sugarti K (—1;2) kézéppontt kor egyenletét! Hogyan
helyezkednek el az 4(—3;0), B(3; -3), C(4;2), D(2;7), E(—4;6), F(3; —1) koordindtiji pontok az adott
korhoz viszonyitva?
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Megoldds. Legyen a széban forgé kor k. Ekkor & : (x+1)> + (y — 2)* = 25. Helyettesitsiik be a pontok

koordindtdit az egyenlet bal oldaldba!
A(-3;0): (=3 +1)*+ (0 — 2)> =8 < 25, igy 4 a k koron beliil van.
B(3;-3): (3+1)% + (-3 —2)? = 41 > 25, igy Ba k koron kiviil van.
C(4;2): (4+1)* + (2 — 2)* = 25, igy C a kdrvonalon van.
D(2;7): (2+1)* + (7 — 2)* = 34 > 25, igy D a koron kiviil van.
E(—4;6): (—4+1)* + (6 — 2)* = 25, igy E a kérvonalon van.
F(3;-1): (3+ 1)+ (-1 —2)* = 25, {gy F is a kérvonalon van.

1.54. Feladat ([2] 3839. a)). Irjuk fel annak a krnek az egyenletét, amely a (2;9) ponton halad t, és
mindkét koordindtatengelyt érinti.

Megoldds. Legyen a keresett kor k. Mivel (2;9) € &, és k& mindkét koordindtatengelyt érinti, ezért a kor
K kozéppontja az els6 siknegyedben taldlhaté, tovdbbad K (u;#) alakd, ahol # > 0, és 7 = u. Eszerint &
egyenlete: & : (x — u)* + (y — u)* = u* alaka.

Mivel P(2;9) € k, a kovetkezd egyenletet nyerjitk #-ra:

2-u)?+(9-u)?=u*
4—4u+u*+81 —18u+u* = u”
u —22u+85=0
Megoldva az egyenletet, #; = S, u; = 17 adédik. Két megoldast kaptunk, k; : (x — 5)* + (y — 5)* = 25,
b : (x —17)% + (y — 17)* = 289, melyeket az 1.11. dbrin dbrizoltunk.

351

30 |

25 |
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15

X

5 10 15 20 25 30 35

1.11. dbra

1.55. Feladat ([] 3844. a)). Hatdrozzuk meg annak a kdrnek az egyenletét, amely dthalad a P;(3;0) és a
P,(—1;2) pontokon, és a kdzéppontja azx — y + 2 = 0 egyenlet(i egyenesre illeszkedik.
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Megoldds. Legyene : x —y+ 2 = 0, a keresett k kor kézéppontja K (#;v), sugara . Mivel K € e, ezért
u—v+2=0,amibél # = v — 2. Ezt beirva £ egyenletébe adddik, hogy

k (x—v+2)2+(y—v)2:rz.

Mivel P;(3;0) € k, ezért

G-v+2)2+(0-0)2=r = G-v)+*=r"

Mivel P,(—1;2) € k, ezért

(-1-04+2)*+2-0)?=r" = (1-0*+2-0v)?=r"

A két kapott egyenletben elvégezve a bal oldali miiveleteket, a kévetkez8 egyenletrendszer adédik:

1.7
S—6v+20% =7 A7)

25 — 100+ 202 = rz}
Kivonva az els§ egyenletbdl a mdsodikat: 20 — 4v = 0, amibdl v = 5. Az (1.7) egyenletrendszer elsd egyen-
letébe helyettesitve kapjuk, hogy 72 = 25, amib8l » > 0 miatt » = 5 kovetkezik. Helyettesitstik vissza &
egyenletébe, és kapjuk, hogy a keresett kor egyenlete: £ : (x — 3)* + (y — 5)* = 25. A szdban forgé kort

az 1.12. ibran dbrizoltuk.

1.12. dbra

1.56. Feladat ([7] 3873). Mi az egyenlete annak a kornek, amely az x-tengelyt az (5; 0) pontban érinti, s az
y-tengelybdl 10 egység hosszi hurt metsz ki?
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1.13. 4bra

Megoldds. Legyen akeresett kor k. Mivel E£(5S; 0) pontban érinti a kor az x-tengelyt, ezért a kor kdzéppontja:
K (5;v) alakd, és sugara » = v vagy » = —v. Emiatt a keresett kor egyenlete

/e:(96—5)2+()/—v)‘2:v‘2

alakd. Messtik el ezt a kort az y-tengellyel, igy kapjuk az 4, illetve B pontokat (1dsd az 1.13. 4brét).

Mivel az y-tengely egyenlete: x = 0, ezért a metszéspontok koordindtdi megoldjik a kovetkezs egyenlet-
rendszert:

(x=5)*+(y—v)? = o*
x=0

A misodik egyenletet az elsébe helyettesitve:

25+ (y—v)* = v*
@—0)2202—25

A keresett kor csak akkor metszi el az y-tengelyt, ha v> — 25 > 0. Ebbdl y—v = £Vv? - 25, vagyis y =
v+ Vo> —25. A kor az y-tengelyt tehdt az 4 (0; v— Vov? — 25), illetve a B (0; v+ Vo2 — 25) pontokban

metszi el.
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A feltétel szerint ‘A_B ‘ = 10, vagyis

\/(0 02+ (0= Vo2 — 25 — v = Vo2 —z) - 10
Va2 —25) =10

0> —25=25
v:iS\/E

2 2
Két megolddst kaptunk: 4 : (x — 5)* + (y - S\/Z) =50, illetve by : (x —5)* + (y + S\/E) =

1.2.2. A kétismeretlenes masodfoku egyenlet és a kor egyenlete
Motivicié. A K (u; v) kozéppontd, r sugart kor egyenlete (x— %)%+ (y—v)* = r>. A bal oldalon a ziréjelek

felbontisdval az

x‘z—.’lux+u2+y2—21))/+z)2:V2

egyenletet nyerjiik. Tetsz8leges A4 # 0 szimmal szorozva ekvivalens egyenletet kapunk, melynek alakja:
Ax* +Ay2 — 2A4ux — 2Avy + Au® + Av* — Ar* = 0. (1.8)
Forditsuk meg a kérdést! A kétismeretlenes masodfoku egyenlet dltaldnos alakja:
Ax* + By* + Cxy+ Dx+Ey+F =0 (1.9)
alakd, ahol 4, B, C nem mindegyike nulla (A + B> + C? # 0). Mikor lehet ez kor egyenlete?

Az(1.9) egyenlet akkor lesz kér egyenlete, ha (x—u)?+(y—v)* = * alakdra hozhaté. Az (1.8) egyenlettel
osszevetve ebbdl kovetkezik, hogy az (1.9) egyenlet csak akkor lehet kor egyenlete, ha 4 = B # 0, tovibba
C=0.

Az (1.8) egyenlettel 6sszehasonlitva az is adédik, hogy sziikségképpen teljestilnie kell a

2Au=D; —24Av=EFE; Au*+ Av* — Ar*=F

egyenleteknek. Némi rendezés utin adédik, hogy

Alakitsuk az 7%-re kaportt kifejezést:

2 2
A PN 4 (EY _p D*+E*—44F
) 24 24 y, D? + E2 — 4AF
= = — )

A A - 442

Amennyiben D* + E* — 44F < 0, 4gy r-re nem kapunk értelmezheté értéket. Ekkor az (1.9) egyenlet nem
kor egyenlete. Ellenkezd esetben viszont azt kapjuk, hogy az (1.9) egyenlet kor egyenlete. Az alédbbi tételt
igazoltuk.
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1.57. Tétel. Az Ax* + Byz +Cxy+Dx+Ey+F =0, A +B+C*#0 egyenlet pontosan akkor kor
egyenlete, ha

e C=0;
e 4A=25;

* D>+ E?>—4A4F > 0.

D E
A széban forgé kor kozéppontja K (——; - ﬂ)’ sugara 7 =

VD2 + E2 — 44F
- :

24

1.58. Megjegyzés. A gyakorlatban a feladatok megolddsa sordn igen ritkdn alkalmazzuk ezt a tételt. A két tri-
vidlis feltétel teljesiilése (C = 0,4 = B) azonnal leolvashaté az egyenletbdl, ezutin teljes négyzetté alakitdssal
igyeksziink az (1.9) egyenletet a kor egyenletének kanonikus alakjira hozni.

1.59. Feladat ([2] 3863). Vizsgdljuk meg, hogy a kévetkezd egyenletek koziil melyik lehet kor egyenlete?
Hatdrozzuk meg a kor kézéppontjanak koordindtdit és a kor sugardt.

a) x> +y* = 25; m) 3x* +3y* — 4x — 6y — 15 = 0;
b) #* +»* ~10 = 0; n) 2x% +2y% = 3x -5y +3 = 0;
2 2
o) Y 10 0) x* +9* +ax=0;
2 2 7
5 9 ) %% +y? — ax = 0;
d) x> +9* —2x— 4y +1=0; P 7 ’
e) &% +y* — 6x+4y+12 = 0; q) 3x° +4y” —12 = 0;
f) &%+ 92 + 4x — 6y — 36 = 0 r) x% +y* +4x — 9y + 40 = 0;
g) ¥+ +6x+2y—6=0; s) %%+ 9% +2xy — 3 = 0;

h) «* +% =8y +7 = 0; t) &% +y* +ax + by = 0;

N 2y a2 _ 0.
i) % +y” +10x = 0; 0) £ = 24y 0
g 2 2

x“+y +24x—3y—2,56 = 0;
Ve ’ v) 2% +y% — 6x + 8y +25 = 0
k) 4x* +4y* —20x — 75 = 0; 2

2

X Yy _

1) 16x* +16y* — 24x — 16y — 243 = 0; W) St =L

Megoldds. a) A kanonikus alakbdl kapjuk, hogy kér egyenletérdl van sz6, melynek kézéppontja K(0;0),

sugara 7 = 5.

b) Atrendezve: x% + y* = 10, vagyis korr8l van sz6, kozéppontja K (05 0), sugara » = V10.

¢) Atrendezve: x* + y2 = 20, vagyis kor egyenlete, kozéppontja K (0; 0), sugara » = 24/5.
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d) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozd szerint:
= 2x+l—1+y —hdy+4—4+1=0
(x—1)%+(y-2)>-4=0
(x-1)2+(y-2)"=4

Eszerint korrél van szé, kézéppontja K (15 2), sugara » = 2.

e) Alakitsunk teljes négyzetté , illetve y vdltozd szerint:
-6+ 9= 9+ +hy+4—4+12=0
(x—=3)2+(y+2)°-1=0
(x=3)2+(y+2)° =1

Eszerint kérrél van szé, kézéppontja K'(3; —2), sugara 7 = 1.

f) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozd szerint:
A +h—h+y —6)+9-9-36=0
(x+2)%+(y-3)>-49=0
(x+2)%+(y-3)" =49

Eszerint k6rrél van szé, kozéppontja K (—2;3), sugarar = 7.

g) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltoz6 szerint:
W H6x+9-9+9 +2y+1-1-6=0
(x+3)2+(y+1)°=16=0
(x+3)2+(y+1)° =16

Eszerint korrél van sz6, kézéppontja K (—3; —1), sugara » = 4.

h) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltoz6 szerint:
F+y -8y +16-16+7=0
P4 (y-4)°-9=0
2+(y—4)>=9

Eszerint korrél van szd, kozéppontja K'(0; 4), sugara » = 3.

i) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozd szerint:
K +10x+25-25+9"=0
(x+5)*+y*—=25=0
(x+5)*+9* =25

Eszerint k6rrél van szé, kozéppontja K (—5;0), sugara» = S.
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j) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y vltoz6 szerint:
2 hr ] dh— 1,44+ )0 — 3y 42,25 2,25 - 2,56 = 0
(x+1,2)%+(y-1,5)°-625=0
(x+1,2)%+(y—1,5)" =625

Eszerint korrél van szé, kozéppontja K(—1, 251, 5), sugarar» = 2, 5.

k) Osszuk az egyenlet mindkét oldaldt 4-gyel, majd alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozé szerint:

75

2 2
+y—sx—22=0
SR S
X — DX - - - =
s 47V T

5 2
(x—z) +y* =100 =0

5\2
2

-—=| +y =100

(x 2) Y

5
Eszerint korrdl van sz6, kozéppontja K (E ; 0), sugara 7 = 10.

1) Osszuk az egyenlet mindkét oldaldt 16-tal, majd alakitsunk teljes négyzetté «, illetve y viltozd szerint:

P B U
YTV T e T
3,9 9, 5 11 243
CUYTETET) TV T T 16
3\ 1\> 283
x—=| +ly—=| ——=0
2 2 16
3\? 1\> 283
x—=| +|y-=| ==—
2 2 16
31 283
Eszerint korrél van sz6, kozéppontja K (z ; E)’ sugara 7 = >

m) Osszuk az egyenlet mindkét oldaldt 3-mal, majd alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozé szerint:

4
x2+y2—§x—2y—520
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bl

23 V277
Eszerint korrél van sz6, kozéppontja K (—- —), sugara 7 =

n) Osszuk az egyenlet mindkét oldaldt 2-vel, majd alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y vdltozd szerint:

305 3

2, 2

+y = Zx—y+==0
Y TS

, 03 9 9 , 5 25 25 3

X" - —=x+

———+)y —-Zy+——-—+=-=0
2 16 16 2 16 16 2
5

b

35 10
Eszerint kérrél van szé, kézéppontja K (—- —), sugara 7 = \/_

o) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozé szerint:

X tax+—-—-——+y"=0
4 4
( + ﬂ)z +9° a 0
x4+ — - — =
2) TV T
RERN-
X+ = = —
2) TV T
o, e, . a ||
Eszerint korrél van szé, kézéppontja K (_5; 0), sugarar = —.
p) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltoz6 szerint:
2 2
Poaxt—-L i2=0
4 4
(- 2) 47 =% =0
X — — - =
2) T T
ot o
x— = = —
2) T T

e e . a |4|
Eszerint korrél van sz6, kozéppontja K (5, O), sugara 7 = —-.

q) Mivel x* és y* egyiitthatdja nem egyezik meg, ezért nem kor egyenlete.
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r) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y viltozd szerint:

, , 81 8l
X +4x+4—4+y —9y+z—z+4020
2
9 63
+2)°+(y-=| +—=0
(x+2) (y 2) 4
2
9 63
(x+2)+[y-2| =—=
2 4

Mivel ellentmonddsra jutottunk, ez nem lehet kér egyenlete (sét, egyetlen olyan pont sincs a koordindta-
stkon, mely ezt az egyenletet teljesitené).

s) Mivel az egyenletben szerepel xy tag, ezért nem lehet kor egyenlete. Ekvivalens dtalakitdsokat végezve:
K+ + 20 -3=0

(x+y)" =3

Ezzel ekvivalens, hogy x + y = \V3 vagy x +y = —/3. Az egyenlet dltal megadott ponthalmaz tehdt egy

merdleges egyenespar.
t) Alakitsunk teljes négyzetté , illetve y viltozd szerint:

5 a A, A
¥ tax+———+y +by+——-—=0
4 4 4 4

(x+g)2+(y+§)2—ﬂz+b2 “o

4
a\2 ( /9)2 a* + b*
(x+—) +ly+=| =
2 2 4

Va? + b?

2

u) Mivel x? és yz egylitthatéja nem egyezik meg, ezért nem kor egyenlete.
v) Alakitsunk teljes négyzetté x, illetve y vdltozé szerint:

= 6x+9—9+y"+8y+16—16+25=0

(x—=3)2+(y+4)°=0
Ezt az egyenletet egyetlen pont, a (3; —4) elégiti ki. NézSpont kérdése, hogy ez kor egyenlete-e, amennyi-
ben egy kortdl elvirjuk, hogy pozitiv legyen a sugara (valljuk be, ez a hagyomdnyos értelmezés), akkor ez

nem egy kor egyenlete. Tekinthet8 ugyanakkor a (3; —4) kozéppontd, 0 sugart kor egyenletének is.

w) Mivel 42 és yz egylitthatdja nem egyezik meg, ezért nem kor egyenlete.
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1.2.3. Egyenes és kor kolcsonos helyzete

Amennyiben egy P(x; y) pont az ¢ egyenesnek, illetve a £ kornek is pontja, agy P kielégiti ¢ és k egyenletét is.
Ebbdl adédik, hogy P(x;y) pont pontosan akkor metszéspontja az ¢ egyenesnek és a k kornek, ha az (x; y)
szimpar megoldja az e és k egyenletébdl 4ll6 egyenletrendszert.

Ennek megolddsa sordn nehezebb dolgunk van, mint egyenesek metszéspontjinak megkeresésekor, u-
gyanakkor a széban forgé egyenletrendszer masodfoku, melyben az egyik egyenlet — az egyenes egyenlete —
elséfokd. A standard stratégidnk emiatt az egyenletrendszer megolddsdra a kovetkezd: az egyenes egyenleté-
bél kifejezziik valamely ismeretlent, majd ezt a kor egyenletébe helyettesitjitk. Mdsodfoku egyenletet kapunk,
melynek megolddsai adjik a metszéspontok egyik koordindtdjit. A legegyszertibb ezek utdn, ha a széban for-
g6 koordindtikat az egyenes egyenletébe helyettesitjiik, ezzel megkapva a metszéspontok mésik koordindtdit
is.

1.60. Kovetkezmény. Mivel egyenes és kor metszéspontjainak meghatdrozasakor végsé soron médsodfoku
egyenletet kell megoldanunk, ennek lehet 0, 1 vagy 2 megolddsa diszkrimindnsinak el§jelétdl fiiggéen. Ennek
megfelel8en kor és egyenes is legfeljebb csak 2 pontban metszheti egymist, és lehet 0, vagy 1 metszéspontjuk
is. Utébbi esetben a kor és az egyenes érintik egymdst, a megfelel8 masodfoku egyenlet diszrkimindnsa pedig
0.

1.61. Feladat. [[2] 3846. a)] Hatdrozzuk meg annak a kdrnek az egyenletét, amely dthalad a (0; 4) ponton,
ésazy = x — 3 egyenlet(i egyenest a 4 abszcisszdju pontjdban érinti.

Megoldds. Tekintsiik az 1.14. dbra jeloléseit: 4(0;4), ¢ : y = x — 3, ennek a 4 abszcisszdju pontja E£(4;1). A
keresett kor legyen 4.

1.14. 4bra

Mivel k-t érinti ¢ az E pontban, ezért a kor K kozéppontja rajta van az e-re E-ben llitott merdleges /
egyenesen. Misfeldl, mivel 4 és E ugyanakkora tdvolsdgra van k-tdl, ezért K rajta van az AE szakasz ¢ fele-
zémerdlegesén is. A kor kozéppontjit ezdltal az f és ¢ egyenesek metszéspontjaként szimolhatjuk.

Irjuk fel el8szor f egyenes egyenletét! Mivel e : x —y = 3, ezértn, = (1;-1). f L ¢, igy ny = (1;1).
Mivel E € f,ezértf :x+y=4+1,azazf : x+y=S5.

44



KOORDINATAGEOMETRIA

[rjuk fel ¢ egyenletét! ¢ egy normélvektora: n, = Af=e—a= (4;—3). Az AE szakasz F felez&pontja:

0+4 4+1 S5 5 1
F (T, T) = (2; E) Mivel F €g, ezértgegyenlete:g t4x—3y=4-2-3- > azaz g : 4x —3y = >
2-vel szorozva az egyenlet mindkét oldaldt: g : 8x — 6y = 1.

K = f N g, megoldandé tehdt a kovetkezs egyenletrendszer:

x+y=5
8x—6y =1

Az els6 egyenletet 6-tal szorozva:

Gx+ 6y = 30
8x—6y=1
Adjuk 6ssze az egyenleteket:
l4x =31
31
x=—
14
31 39 31 39
Példdul £ egyenletébe visszahelyettesitve: y = 5 — G- 1% A kor kézzéppontja tehdt K (ﬂ’ E)

A kor sugdrnégyzete:
o ] 2 2 5%
ﬂ:kﬂ (o) +(2o4) =&
— 14 14 928
Ebbdl kovetkezik, hogy a keresett kor egyenlete:

31\? 39\% 625
Eele—22| +|y= 2| =222,
14 14 98

1.62. Megjegyzés. Az1.61. feladat megolddsa sordn elemi geometriai meggondoldsok utdn tértiink ré a ko-
ordindtageometriai szimoldsra. A koordindtageometriai feladatok megolddsdnak ez az egyik lehetséges ird-
nya: meggondoljuk, hogy hagyomanyos médon hogyan szerkesztenénk meg a keresett alakzatot, majd ennek
mentén végigszimoljuk a megfelel egyenesek/korok egyenletét, a metszéspontok koordintdit, stb.

1.63. Feladat. [[7] 3850] Egy kor 4tmegy a P(0;1) ponton ésérintiazy = x + 3 ésazy = x — 1 egyenletd
egyeneseket. frjuk fel a kor egyenletét.

Megoldds. Legyene:y=x+3,f :y=x—1. Afeladat megolddsa sordn az 1.48, illetve az 1.42. dllitdsokat
hasznéljuk fel. A széban forgé egyenesek parhuzamosak, hiszen mindkett8nek 1a meredeksége. Emiatt aze-t
és f-etis érinté kor dtmérdje a két egyenes tdvolsdga. Atrendezve az egyenleteket: ¢ : x—y = =35/ :x—y =1
A pirhuzamos egyenesek tévolsigdra vonatkoz6 formula szerint a keresett kor dtmérdje
d=d(ef) = B2 L
V12 + (-1)2

amibdl a keresett kor sugara: » = V2.
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Misrészt, ha a kor kézéppontja K (#; v), akkor K ugyanolyan messze van a P ponttdl, mint az ¢, illetve
az [ egyenestdl, és mindkét tdvolsdg sugdrnyi. K és P tdvolsiga:

[BP| = V= 02+ -7 = Vil + (- 12 = V2,
amibdl
W+ (v-1)7% =2 (1.10)
f egyenlete egy picit egyszeribb, mint ¢ egyenlete, igy irjuk fel £ és K tavolsigit. f normélegyenlete:
x—y—l_

V2

0,

igy
u—v-—1
d(K;f) = |———| = V2,
(Ksf) N ‘
amibdl
lw —v—1| = 2. (1.11)

Az (1.10) és az (1.11) egyenletek alapjdn a kor kozéppontjinak koordindtdira a kévetkezd egyenletrendszert
kaptuk:

w?+(v-1)>%=2
lu—v—1] =2

A miésodik egyenlet alapjdn esetszétvilasztdst végziink.

1. eset: hau — v —1=2,azazu = v + 3: irjuk ezt be az els6 egyenletbe:

(v+3)+(v-1)*=2

P+ 60+9+0F —20+1=2
208 +40+8=0

V¥ +20+44=0

Ennek a mdsodfoku egyenletnek nincs megolddsa, innen tehdt nem kapunk megolddst.

2. eset: han —v—1=-2,azazu = v — 1: irjuk ezt be az elsé egyenletbe:

(v-1*+(w-1)>%=2
20-1)%=2
(v-1)*=1

Ebb8lv — 1 = 1, azazv; = 2vagy v — 1 = —1, azaz v, = 0. El6bbi esetben #; = 1, utébbi esetben
Uy = -1.

Két lehetséges kort kapunk tehdt, melyek kézéppontjai K;(1;2); K»(=1;0), sugaruk » = V2. Ezek
alapjan a keresett korok egyenletei:

b (x—12+ (=22 =2 k:(x+1)2+)> =2
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1.15. 4bra

A kapott megolddsokat az 1.15. dbrdn dbrazoltuk.

1.64. Megjegyzés. Az 1.63. feladat megolddsa sordn is eljirhattunk volna az elemi geometriai mddszerek
koordindtageometriai megfelelSinek alkalmazésival. A keresett korok kézéppontjai ugyanis rajta vannak e és
f kézéppdrhuzamosin, tovdbbi tdvolsiguk P-t8l éppen e és f tivolsigdnak fele.

1.65. Feladat ([2] 3859). Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az x + y = 0 egyenlet egyenest az
origéban érinti, és érinti az x = 1 egyenlet(i egyenest is.

Megoldds. Legyenek az adott egyenesek: ¢ : x +y = 0,/ : x = 1, tovibbd O(0; 0). Mivel ¢ érinti k-t az O
pontban, ezért a kor K (#; v) kozéppontja rajta van az O-ban e-re dllitott merdleges ¢ egyenesen. n, = (1;1),
ezértn, = (1;-1),sigy O € g szerint g egyenlete: g : x — y = 0. Mivel K € g, ezért ebbbl # = v, vagyis
K (u; u) kovetkezik.

Misfeldl, mivel a keresett kor érinti az ¢ és az f egyenest is, ezért kozéppontja ugyanolyan tévol van e-tdl

= 0, f normil-
NG f

és f-t8lis. Az 1.42. dllitdsban igazolt képletet fogjuk hasznilni. ¢ normdlegyenlete:

egyenlete: /' : x =1 = 0, amibdl

u+u

d(K;e) = = V2 lul; d(Kf) = |u—1].

A feltétel szerint megoldandé a
V2 |u| = |u 1]

egyenlet. Mivel # # 0, ezzel ekvivalens:

u—1

V=

Két eset lehetséges.

1. eset: = V2, amibdl

u
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Gyoktelenités utdn ebbdl # = —1 — V2 kovetkezik. A kor sugara: 7 = d(K;f) = V2 + 2 koribbi
formuldnkba t6rténd behelyettesités alapjan. Ekkor tehdt a megfeleld kor egyenlete:

/el:(x+1+\/§)2+(y+1+\/§)2: (\/§+2)2.

2. eset: = —V2,amibdl

u

n—1=-\2u
(1+\/§)u:1
1

T 1+\2
Gyoktelenités utdn ebbdl # = -1 + V2 kovetkezik. A kor sugara: 7 = d(K;f) = V2 — 2 koribbi

formuldnkba t6rténd behelyettesités alapjan. Ekkor tehdt a megfelel$ kor egyenlete:

u

/ezz(x+1—\/§)2+(y+1—\/5)2: (\/5—2)2.

A kapott megolddsokat az 1.16. 4brdn dbrdzoltuk.

1.16. 4bra

1.66. Feladat. [[2] 3883] Irjuk fel annak a kérnek az egyenletét, amely a 2x + y = 19 egyenlet(i egyenest a
P(7;5) pontjiban érinti és a koordindtatengelyekbdl egyenld hosszt hirokat metsz ki.
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Megoldds. Legyene : 2x +y = 19. A keresett kor kozéppontjinak rajta kell lennie az e-re P pontban éllitott
merdleges / egyenesen. frjuk fel ennek egyenletét! Mivel n, = (2;1), ezért ny = (1, =2). Mivel P € f, ezért
fix=2y=1-7=2-5azazf : x — 2y = -3.

Ha a kér kozéppontja K (#, v), akkor K € f miatt ebbdl # — 20 = =3, vagyis # = 2v — 3 kovetkezik. Ez
azt jelenti, hogy K (2v — 3; v), azaz a kor kozéppontja egy paraméterrel felirhatd.

A kor sugdrnégyzete:

12
rzz‘KP‘ =(20-3-7) 2+ w-57=(2v-10)2+ (v -5)* =
= 40% — 400 + 100 + v — 100 + 25 = Sv*> — SOv + 125.

A keresett kor egyenlete tehdt

k:(x—20+3)%+ (y—0)" =50* —500+125 (L12)

alakd. Mivel az egyenlet egyetlen paramétertd] fligg, tovibbi egy informaci6 v-re vonatkozé egyenletet szol-
galtat nekiink.

Nézzik meg k-nak az y-tengellyel valé metszéspontjait! Ehhez a kvetkezd egyenletrendszert kell megol-
danunk:

x=0
(x—20+3)%+(y-0)° = sz—SOz)+125}

Az elsé egyenletbdl x-re kapott értéket a mdsodikba helyettesitve:

(—20+3)* + (y—v)z =5v* — 500+ 125
42 — 12049+ (y—0)” = 50> = 500 + 125
(y—0)* = v* - 380 +116

Ebbdl

ylzv—\/vz—380+116 vagy y2:v+\/vz—38v+116

adddik. Kikotést most a kovetkez8k miatt nem tesziink: amennyiben létrejon a kor és az y-tengely metszés-
pontja, gy ezen gyokos kifejezéseknek van értelmiik. A gyok alatti mennyiség pontosan akkor negativ, ha
a kornek és az y-tengelynek nincs kézos pontja, ekkor viszont eleve nem tudjuk értelmezni a feltéeelt. A
szdmolds geometriai hdttere tehdt azt mutatja, hogy amennyiben van megoldésa az egyenletnek, Ggy az szitk-
ségképpen a kikotésnek is megfelel, hiszen a geometriai feladatnak is van megoldésa.

Azt kaptuk tehdt, hogy a kor és az y-tengely metszéspontjai:

A(O;v—\/vz—380+116); B(v+\/vz—380+116).

Az AB htir hossza:

_ 2
‘AB‘ :\/(O—O)2+ (U—V02—380+116—v— \/02—380+116) =

= 4 (12 — 380 + 116) = 22 — 380 + 116.
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Hatdrozzuk most meg k-nak az x-tengellyel valé metszéspontjait! Ehhez a kévetkez8 egyenletrendszert

kell megoldanunk:

y=0
(x—21)+3)2+(y—v)2 = 502—500+125}

Az els6 egyenletbdl y-ra kapott értéket a masodikba helyettesitve:

(x—20+3)% + 0% = 50> =500 +125
(x —20+3)> = 40” — 500+ 125

Ebbdl

X =20—3— Vo2 —S00+125 vagy x, = 20— 3 + V4o? — 500+ 125,

Kikotéseket a kordbbi megjegyzések szerint nem tesziink, mivel feltessziik, hogy a kornek és az x-tengelynek
van metszéspontja. A lehetséges metszéspontok ekkor

C(Zv—3—\/4vz—500+125;0); D(Zv—3+\/402—500+125;0).

A CD hr hossza:

- 2
‘CD|: (20—3—\/402—50“125—20+3—\/402—500+125) +(0-0)2=

= V4 (402 — 500 +125) = 2V402 — 500 + 125.

A feltétel szerint ‘E‘ = ’@

, igy a kovetkezd egyenletet nyerjiik:

2402 — 380 + 116 = 2V402 — 500 + 125.
Mivel mindkét oldal nemnegativ, emelhetiink négyzetre:

0> — 380+ 116 = 40° — SO0v + 125
0=30>—120+49
Ozvz—4v+3

A kapott mdsodfoku egyenletet megoldva v; = 1; v, = 3 addédik. Az (1.12) egyenletbe visszahelyettesitve
kapjuk a két megolddst:

by (x+ D>+ (y=1)2 =80; kay: (x—3)*+(y—3)* = 20.

A kapott megolddsokat az 1.17. dbrdn dbrdzoltuk.

1.67. Megjegyzés. Az1.66. feladat megolddsa igen technikds, szimunkra a legfontosabb tanulséga, hogy
adott egyenest adott pontjiban érint8 kor egyenletét egyetlen paraméterrel tel tudjuk irni. Ezzel az 6sszes
ilyen tulajdonsigt kort egyetlen paraméterrel jellemezhetjiik, igy tovibbi egy informacié (példdul a kor egy
tovabbi pontja, érintési tulajdonsdg, vagy akdr a feladatban szerepld el6irt hiirhossz) egyismeretlenes egyen-
letre vezet. Ezen egyenlet megolddsdval a paraméter, s igy a kérdéses kor egyenlete meghatdrozhatd.
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1.17. dbra

1.68. Megjegyzés. Az 1.66. feladat megolddsa egy tigyes észrevétellel lerévidithets. A feltétel alapjin ki-
alakulhat az a megérzésiink, hogy ha egy kor azonos hosszisigi hirokat metsz ki az x-, illetve y-tengelybdl,
akkor kozéppontjinak koordinitdi vagy megegyeznek, vagy egymis ellentettjei — ez azt jelenti, hogy az 1.17.
dbrdn lithaté médon a kézéppont az y = x vagy az y = —x egyenlet(i egyeneseken taldlhaté. Igazoljuk ezt
az dllitdst! Legyen a kor egyenlete £ : (x — n)? + (y— 0)2 = r2. Ekkor az y-tengellyel valé metszéspontokat
megkapjuk, ha ebbe az egyenletbe x = 0-t helyettesitiink:

Ebbély; = v — Vr? — u?, 5 = v+ Vr? — u?, vagyis az y-tengellyel valé metszéspontok 4 (O; v—Nr:— uz),
B (O; v+ Vr? — uz), és az y-tengelybdl kimetszett htr hossza:

‘E‘:\/(0—0)2+(v— Vr2 —u?2 — v — Vrz—uz)zzx//t(rz—uz):2‘/72—u2.

Ez a kifejezés természetesen csak akkor értelmes, ha r? —u? > 0,azazr > |u|, ami pontosan akkor teljestil,
ha a kor elmetszi az y-tengelyt.

Analdg szdmoldssal ad6dik, hogy amennyiben a kor az x-tengelyt a C, illetve D pontokban metszi, tgy

C (u —Vr2 — 2, 0), D (u + Vr2 — 2 0), és az x-tengelybdl kimetszett har hossza: ‘@‘ = 2Vr2 — 2.
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Az )ﬁ | = ‘@ feltétel a kovetkezd egyenletre vezet:
2Vr2 — 42 = 2Vp2 — 2
222
u? = o?
|| = o]
Tehdt valdban # = v vagy # = —v teljestl.

Ez a tény jelentSsen leréviditi a feladat megolddsat: tudjuk ugyanis, hogy a keresett kér kézéppontja az
|+ x—=2y = =3 egyenesen is rajta van, vagyis # — 2v = —3. Ez azt jelenti, hogy a keresett kor kézéppontjinak

koordinitdi vagy az
u=uv
u—2v=-3

u=—v
u—20=-3

egyenletrendszer megolddsaként adédnak. Innen kapjuk a megolddst adé korok K (—1;1), K5 (3; 3) kozép-

vagy az

pontjait, melyek tivolsigit meghatirozva P-tél adédnak az 1 = V80 és 7, = V20 sugarak. Innen mir a
koregyenletek felirhatdk.

1.69. Feladat. [[2] 3932] Mekkora szoget zirnak be azx* +y* = 36 kér —S abszcisszdjt pontjaihoz tartozé
érint8k?

Megoldds. Ak : x>+ y2 = 36 egyenlet kor kozéppontja K (0; 0), sugara » = 6.

El6sz6r meghatdrozzuk a széban forgd érintési pontokat. A kér —5 abszcisszdju pontjainak mésodik ko-
ordindtii teljesitik a (—5)*+y* = 36 egyenletet, melybél y = +V11. Azérintési pontok tehdt E; (—5 ; —\/ﬁ) ,
B> (-s;v1).

Legyen a kort Ej-ben érintd egyenes ¢y, a kort E,-ben érintd egyenes e;. Az érintési pontba hdzott sugir

—
merdleges az érintdre, igy ¢; egy normalvektora: n, =OF; = ¢; = (—S; —\/11). Ugyanigy, ¢, egy normal-

vektora: n,, :O—E2> =€ = (—S; \/ﬁ)

Vegytik észre, hogy az egyenesek szoge megegyezik normélvektoraik sz6gével, vagy annak kiegészits sz6-
gével. Hatdrozzuk meg tehdt n,, és n,, sz6gét! Ha az dltaluk bezdrt sz6g @, akkor

ospe Pathe _(25)-(=5)-VII-VII _14 7
P ol o] 66 T 36 18

a szdmolds sordn felhaszndltuk, hogy a normélvektorok hossza épp a kor sugardval egyenld. Eszerint @ =

7 ) .
arccos 8 ~ 67, 11°, ez tehdt az érintSk dltal bezdrt sz6g is.
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1.70. Megjegyzés. Az1.69. feladat megolddsa sordn fontos észrevételt tettiink: egyenesek dltal bezdrt sz6g
meghatdrozhaté a normélvektoraik 4ltal bezdrt sz6g segitségével. Valdban: az egyenesek szdge az irinyvek-
tor definicidjdbdl kovetkez8 médon vagy megegyezik irdnyvektoraik szogével, vagy annak kiegészit8 szogével
(elképzelhetd, hogy az irinyvektorok tompaszdget zdrnak be egymadssal, két egyenes hajldssz6ge ugyanakkor
legfeljebb derékszog lehet). 90°-o0s forgatdst végezve, ez az illitds igaz lesz a normélvektorokra is, és ezt haszndl-
tuk a feladat megolddsdban. Fontos egyszer(isits 1épésrdl van szé: az egyenesek hajlisszogét anélkil sikertilt
meghatdroznunk, hogy fel kellett volna frnunk az egyenletiiket.

1.71. Feladat ([2] 3938. a), d)). Keressitk megazx? + y* = 25 egyenletl kornek a 4x — 2y = 7 egyenletl
egyenessel pirhuzamos érintéit, illetve az y = 3x — 7 egyenlet(i egyenesre merdleges érint4it!

Megoldds. Legyenk : x> +y* =25,¢: 4x—2y=7,f : y = 3x — 7. Legyenek az e-vel pirhuzamos érinték
e1, €2, az ff-re merdleges érint8k f1, f2.
A feladat megolddsa sordn az 1.37, illetve az 1.38. dllitdst hasznéljuk fel.

Rendezziik dt ¢ egyenletét: ¢ : y = 2x — —, vagyis ¢ meredeksége m, = 2. Mivel ey || e2 || e, ezért

Mme, = me, = 2,s1igy ey, illetve e; egyenlete y = 2x + b alakd, ahol b egyel6re ismeretlen paraméter. Mivel
viszont érint8krdl van szd, azt tudjuk, hogy egyetlen pontban metszik a £ kort. Tekintsiik emiatt a kévetkezd
egyenletrendszert:

y=2x+b
x+y* =25

Az els6 egyenletbdl kapott y értéket a mésodik egyenletbe helyettesitve:
22+ (2x+ b)* =25
X%+ 4x> + 4bx + 0> —25=0
Sx* + 4bx + b* —25=0
Az egyenes akkor érinti a kort, ha ennek a mdsodfokd egyenletnek a diszkrimindnsa 0, azaz
16> —4-5- (6> —25) =0
166* = 206* +500 = 0
4b* = 500
b =125
Ebbél &, = =575, by = SVS. Az e-vel parhuzamos két érintd tehdt

elzy:Zx—S\/g, 62:y=2x+5\/§.

Nézzitk most az f-re merdleges érint8k esetét. Mivel f : y = 3x — 7, ezért ms = 3. Miveles L féses L f,
7 1 7 . 1 ’ " . 7
ezért me, = m,, = —=, s igy e3, illetve ¢4 egyenlete y = —gx + ¢ alakd, ahol ¢ egyel8re ismeretlen paraméter.

Mivel e3, illetve ¢4 esetén is érintérdl van szd, ismét az a kérdés, hogy mely paraméteréreékek esetén fogjik
egyetlen pontban metszeni a kort. Tekintsiik a kovetkezd egyenletrendszert:

- +

= ——x+c
’=73
x2+y2:25
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Az els6 egyenletbdl kapott y értéket a mésodik egyenletbe helyettesitve:

2
2 1
X +(—§x+c) =25

1 2
x2+—x2——cx+cz—2520

9 3

10 , 2

- x+2-25=0
9 3

10x* — 6ex + 9¢* — 225 = 0

Az egyenes akkor érinti a kort, ha a kapott mdsodfokd egyenlet diszkrimindnsa 0, azaz
36¢* — 410+ (9% —225) =0
36¢* = 360c> + 9000 = 0

324¢* = 9000
2
220
9
5vV10 SV10
Ebb8l ¢ = — \;_, 0= T\/_ f-re merdleges két érintd tehdt:
1 s5vV10 L. 5v10
e3:)=——X———, €4:)=——Xx+—.
3T TR T Ty AT

A kapott megolddsokat az 1.18. 4brdn dbrdzoltuk.

1.2.4. Korhoz kiilsé pontbdl huzott érinté

1.72. Feladat. [[2] 3935. b)] frjuk fela (7;1) pontbdl az x* + y* = 25 egyenletti korhoz htizhatd érintsk
egyenletét. Szdmitsuk ki az érintési pontok koordindtdit, az érintSszakaszok hosszdt és az érintdk hajldsszo-
gét.

Megoldds. Legyen k : x* +y* = 25, P(7;1). Keressiik az érinték egyenletét irinytényez6s alakban. Ekkor az
érintd egyenlete vagy x = 7, vagy ¢ : y — 1 = m (x — 7) alaku.
Nézziitk meg, érintSje-e a kornek az x = 7 egyenlet(i egyenes. A kozos pontok koordindtdi az aldbbi
egyenletrendszer megolddsaiként adédnak:
x=7
¥+ yz =25

Az elsd egyenletbd] kapott x-értéket a masodik egyenletbe helyettesitve az y* = —24 egyenletet kapjuk, mely-
nek nincs valés megolddsa. Az x = 7 egyenlet( egyenes tehdt nem metszi a kort.
Ezutdn feltehetjiik, hogy a keresett érint egyenlete a fentiek szerinte : y = mx — 7m + 1 alak. Nézziik

ennek metszéspontjait k-val! A kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

y=mx—7m+1
x2+y2:25
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1.18. 4bra

Az els6 egyenletbdl y-ra kapott értéket a misodik egyenletbe helyettesitve:
x* + (mx —7m +1)* =25
X% + m?x? + 49m® + 1 — dm*x + 2mx — 14m = 25
(1+ m?) &% + (—=14m> + 2m) x + 49m* — 14m — 24 = 0 (1.13)
Mivel érintd egyenletét keressiik, a kapott masodfoku egyenletnek egy megolddsa kell, hogy legyen. Ez pon-
tosan akkor teljesiil, ha diszkrimindnsa 0:
(=14m? + 2m)” = 4 (1+ m?) (49m* — L4m — 24) = 0
196m* = S6m> + 4m* — 4 (49m” — 14m — 24 + 49m* — 14m> — 24m*) = 0
196m* = 56m> + 4m* — 4 (49m* — 14m> + 25m* — 14m — 24) = 0
196m* — 56m> + 4m* — 196m* + 56m> — 100m* + S6m + 96 = 0
~96m* +56m + 96 = 0
12m* —7m-12=0

3 4
A kapott mésodfokua egyenlet megolddsai: m; = e my = —. Visszahelyettestve ezeket ¢ egyenletébe,
3 25 4 25
kapjuk a keresett érinték egyenleteit: ¢; : y = —Zx + = azaz ey : 3x + 4y = 25, illetve ey : y = gx Y

azaz ey : 4x — 3y = 25. A kapott egyeneseket az 1.19. dbrin dbrazoltuk.
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1.19. 4bra

A megfelel6 meredekségek esetén tehdt az egyeneseknek és a kornek egy-egy kozos pontjuk van, ezért
az (1.13). mdsodfoku egyenletnek egyetlen megolddsa van, mely a megfelel6 meredekséggel felirva

14m? = 2m

Yo 2(1+m?)’

Behelyettestve m és my éreékée, x1 = 3,x, = 4 adddik, amibdl példdul e egyenletébe helyettesitve, a megfelels
yérickek: y; = 4, y2 = —3. Az e; egyenes tehdt a kort az E1(3; 4), az e egyenes a kort az E» (4; —3) pontban

metszi.
Az érint8szakaszok egyenld hosszuak, elegendd példdul P(7;1) és E1(3; 4) tévolsdgit meghatdrozni:

‘P_El‘ =\(7-3)2+(1-4)2=5,

vagyis az érintészakaszok 5 egység hossziak.

Végiil, mivel az érint6k meredekségeinek szorzata —1, igy merdlegesek egymdsra, az dltaluk bezdrt szog
90°.

1.73. Megjegyzés. Az1.72. feladat megolddsa sordn felirtuk adott korhoz kiilsé pontbdl hazott érint8inek
egyenletét. Az alkalmazott stratégia 4ltaldinos: amennyiben algebrai megolddst szeretnénk adni a feladatra,
ugy érdemes az adott ponton dtmend egyeneseket irdnytényezds alakjuk segitségével paraméterezni (egyben
ellendrizni, hogy az y-tengellyel pirhuzamos egyenes lehet-e érint8je a kérnek). Ha igy tesziink, a paramé-
teres alakot a kor egyenletébe helyettesitve, mindig mésodfokd egyenletet kapunk. Erintdt pontosan azon
paraméteréreékek mellett fogunk kapni, melyeknél a kapott masodfokt egyenlet diszkrimindnsa 0, hiszen
ekkor van az egyenes és a kor egyenletébdl 4116 egyenletrendszernek egyetlen megolddsa.

A feladatot elemi geometriai gondolatok alkalmazdséval is megoldhatjuk, ldsd az 1.80. példdc, illetve az
elStte 1év8 emléket.
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1.74. Feladat. [[2] 3940] Egyenld szdrd hiromszog alappal szemkozti csticsa (65 8), a beirt kor egyenle-

te x% + y2 = 64. frjuk fel a hdromszog alapegyenesének egyenletét, és szdmitsuk ki a hidnyzé két csucs
koordindtiit.

Megoldds. Legyen 4 (6;8),k : X+ yz = 64. Tekintsiik az 1.20. dbra jel6léseit!

1.20. dbra

A héromszogbe irt kor kozéppontja O (0; 0), sugara » = 8. Mivel a hdromszog egyenld szird, a szdrak
A metszéspontjibdl hazott m, magassig az BC alap oldalfelez8 merdlegese. El6szor tehdt felirjuk az m,

egyenes egyenletét, meghatdrozzuk ennek a £ korrel vett ' metszéspontjit, majd felirjuk az F-en dtmend
m,-ra merdleges egyenes egyenletét: ez lesz a.

H
Lissunk hozzd: az m, egyenes egy irdnyvektorav,,, = O4 = a = (6;8), illetve v:%d = (3;4), amibdl egy
normélvektoran,,, = (4;—3). Mivel O (0;0) € m,, ezért m, : 4x — 3y = 0.

F € m, N k, akét metszéspont kozil szimunkra az a megfeleld, amely a harmadik stknegyedben van.
Léssunk hdt neki a kovetkezd egyenletrendszer megolddsdnak:

4x—-3y=0 }

X" 4y = 64

Az els8 egyenletbdl x = Zy, amit a mdsodik egyenletbe helyettesitve:

9 2
2 =64
16
S 2
(—y) — 64
4
2 24 24 2
Ennek negatfv megolddsa y; = ——, a megfelel§ x éreék pedig x = z . (—3?) = 5 azaz (—? ; —3?)
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a egyenes egy normdlvektora: n, = v:m = (3;4), tovibbd F € a, igy a egyenlete: a : 3x + 4y =

24 32
3. (—? +4 - —?),azaza : 3x + 4y = —40.

A misik két oldal egyenesét megkapjuk, ha felirjuk a £ kor 4 ponton dtmend érint8inek egyenletét. Ke-
ressiik az érintd egyenletét irdnytényezds alakban! Az 4-n dtmend egyenesek vagy ¢ : y — 8 = m(x — 6), vagy
¢ : x = 6 alakdak. Utébbi esetben nem kapunk érint8t, mert az x = 6 egyenlet(i egyenes az X+ yz = 64
egyenletl kort két pontban metszi (ezek elsé koordindtdja x = 6, mdsodik koordindtdja +24/7).

Az érint8k egyenletét tehdte : y = mx — 6m + 8 alakban kereshetjiik. Tekintsiik az ¢ és a k egyenleteibdl
all6 egyenletrendszert:

y=mx—6m+38
X%+ y* = 64 }
A ko6z6s pontok meghatirozisihoz az elsd egyenletbdl kifejezett y-t a mdsodik egyenletbe frjuk:
x> + (mx — 6m + 8)* = 64
x% + mx? + 36m* + 64 — 12m*x + 16mx — 96m = 64
(1+m?) &* + (—12m* + 16m) x + 36m> — 96m = 0
Amennyiben ¢ érinti a £ kort, Ggy ennek a mésodfokd egyenletnek egy megolddsa van. Ez pontosan akkor
teljestil, ha a diszkrimindnsa 0, azaz
(=12m% +16m)” — 4 (1+ m?) (36m> — 96m) = 0
(4m (=3m+4))> =4 (1+m?*) - 12m (3m —8) =0
16m* (=3m +4)> =16 - 3m (1+m*) 3m —8) = 0

A kapott egyenletnek 7 = 0 megolddsa. Ebb&l az érint8re az ¢ : y = 8 egyenletet kapjuk, amely az 1.20.
dbrdval 8sszevetve azt jelenti, hogy & : y = 8.

Dolgozzunk tovibb! Ha m # 0, akkor a kapott egyenletet oszthatjuk 1672-mel:
m(—3m+4)2—3(1+m2) (3m—-8)=0
m (9m* — 24m +16) — 3 (3m — 8 +3m> — 8m?) =0
Im® — 24m* +16m — 9m + 24 — 9m> + 24m* = 0

7m = —24
24
m=——
7
. 7. e 24 /7 7 7 /7
Visszahelyettesitve ¢ egyenletébe: ¢ : y = —7x + — ez az 1.20. dbrdn ldthatd ¢ egyenes egyenlete. Felszo-

rozva és rendezve: ¢ : 24x + 7y = 200.

B = a N, igy megoldandé a kovetkezs egyenletrendszer:

24x+7y = 200
3x +4y = —40

Szorozzuk a misodik egyenletet 8-cal:

24x +7y = 200
24x +32y = —320
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Vonjuk ki a mésodik egyenletbdl az elsSt:

25y = =520

. 72 104
Eszerint B | —; ——|.
S S

Végiil C = a N b, vagyis megoldandé a kovetkezd egyenletrendszer:

y=23
3x + 4y = —40

Az els8 egyenletbdl az y-ra kapott értéket a masodik egyenletbe helyettesitve:

3x+4-8=-40
x=-24

Eszerint C(—24;8).

1.2.5. Kor adott pontbeli érintdje

1.75. Feladat. [[2] 3943. a)] [rjuk fel az (x — 1)* + (y — 2)2 = 25 kér (55 5) pontjdhoz tartozé érint8jének
egyenletét.

Megoldds. Legyen A(5;5). Ak : (x —1)* + (y - 2)2 = 25 egyenletd kor kozéppontja K (15 2), sugara:
r = 5. Az érinté merdleges az érintési pontba htzott sugdrra. Emiatt a keresett ¢ érint8 egy normdlvektora:

ngzla =a—k =(43). Mivel 4 € ¢, ezérteegyenlete: ¢ : 4x+3y=4-5+3-5,azaze : 4x + 3y = 35.

1.76. Megjegyzés. Az1.75. feladat gondolatmenete dltalinosithatd, és igen szép eredményre vezet. Legyen
egy k kor egyenlete:

k: (x—u)2+()/—v)2:r2,
ekkor kézéppontja K (#; v), sugara . Legyen P(xo; y0) a k kor tetsz8leges pontja, ekkor

(%0 —#)> + (yo —0)> = 72 (1.14)

is teljestil. frjuk fel a P-beli ¢ érint8 egyenletét! ¢ egy normdlvektora: n, = ]5)) =p-k= (xo — ;90 — v).
Misteldl P(xo; y0) € e, igy e egyenlete:

(xo—%)x+(yo—v)y=(xo—%)-xo+(yo—v)-yo
(x0 —2) (x—x0) + (o — ) (y—y0) =0 (1.15)
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Adjuk 6ssze az (1.14) és az (1.15) egyenleteket:

(0 —)> + (o = 0)" + (0 =) (x = x0) + (o =) (y = 30) =77
(xo—u)(xo—u+x—x0)+(yo—v) (yo—v+y—y0):rz

(xo—u)(x—u)+(yo—v)(y—v):r2

A kapott egyenlet nevezetes, és konnyen megjegyezhetd: a kor egyenletében a bal oldali masodik hatvinyok
felébe az érintési pont koordindtdit {rjuk, és igy az adott pontbeli érinté egyenletét kapjuk. Az eljirdst felébe-
belyettesitésnek nevezik. Erdemes 6nmagéban is dllitisként megfogalmazni.

1.77. Allits. [felébehelyettesités] Az (x — u)2+(y - 0)2 = 7 egyenletl kor P(xo; 7o) pontbeli érintdjének
egyenlete:

(x0 —2) (x—u) + (yo—v) (y—0) = 72,
Az1.75. teladatban példdul a felébehelyettesitéssel az
G-D@x-1)+(55-2)(y-2)=25

egyenletet nyerjiik, amely a szorzdsok elvégzésével és rendezéssel a 4x + 3y = 35 egyenletet adja.

1.2.6. Két kor kolcsonos helyzete

Amennyiben egy P(x;y) pont a k; kornek, illetve a £, kornek is pontja, ugy P kielégiti k; és k2 egyenletét
is. Ebbdl adddik, hogy P(x; y) pont pontosan akkor metszéspontja a k; és a ky kornek, ha az (x; y) szdmpir
megoldja a k; és k; egyenletébdl dll6 egyenletrendszert.

Ez az egyenletrendszer mdr két kétismeretlenes masodfokd egyenletbdl dll. Megoldasi stratégidnk a ko-
vetkezd:

1. Hozzuk a korok egyenletét Ax*+ A yz + Bx+ Cy+ D = 0 alaktra, ahol mindkét egyenletben ugyanaz
x>-ek egytitthatdja.

2. Vonjuk ki egymdsbdl az egyenleteket, ezzel linedris egyenletet kapva.
3. Fejezzik ki a kapott egyenletbd] valamelyik viltozét, majd helyettesitsiik be valamely kor egyenletébe.

4. Igy mésodfokd egyenletet kapunk. Oldjuk meg, majd a linedris egyenlet segitségével hatdrozzuk meg
a megolddsokhoz tartozé mdsik ismeretlen értékét is.

1.78. Kovetkezmény. Mivel korok metszésponjainak meghatdrozdsakor végsd soron masodfoku egyenletet
kell megoldanunk, ennek lehet 0, 1 vagy 2 megolddsa diszkrimindnsinak elGjelétdl fiiggden. Ennek megfe-
leléen két kor is legfeljebb csak 2 pontban metszheti egymast, és lehet 0, vagy 1 metszéspontjuk is. Utdbbi
esetben a korok érintik egymdst, a megfelel6 misodfoka egyenlet diszrkimindnsa pedig 0.

Emlék. Tekintsiik az Oy, illetve O, kozépponta koroket a sikon, sugaraik rendre 74, illetve 5. Ekkor ha a
0,0,

|1 = r2|. Mivel pontok tdvolsdgira van képlettink, ezek a feltételek is szimolhatdk koordindtageometriai
eszkozokkel.

korok kiviilrdl érintik egymist, akkor ’Ol 02‘ = 71 + 7, ha pedig beliilrdl érintik egymadst, akkor
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1.79. Feladat ([2] 3980). Vizsgiljuk meg, hogy van-e k6z6s pontja a kévetkezd egyenletekkel megadott
koroknek? Szamitsuk ki a k6z6s pont (pontok) koordindtdit, miutdn ellendriztiik, hogy az adott egyenlet
valdban kor egyenelete-e.

a) x2+y2—2x—4y—3=0;x2+y2—4x—6y—5:0;
b) x*+y* —2x+4y—1=0;x* +y* — 6y — 3 =0;
c) x2+y2—10x—8y—4:O;x2+y2—2x—4y:0;
d) ¥ +y* +2x=0;4" +y* —6x—6y+2=0.
Megoldds. a) Legyen k :x2+y2—2x—4y—320,/e2 :x2+y2—4x—6y—5 =0.
k1 valéban kor egyenlete:
x2+y2—2x—4y—320
=2 +1-1+y —dy+4—-4-3=0
(x-1)2+(y-2)" =8
vagyis kozéppontja K (15 2), sugara 7y = 242.
ky valéban kor egyenlete:
x2+y2—4x—6y—520
X —bdx+4hd—4+yY —6y+9-9-5=0
(x-2)2+(y-3)" =18
vagyis kozéppontja K> (2; 3), sugara 7 = 3v2.

A metszéspontok koordindtdi a kvetkezd egyenletrendszer megolddsaiként adédnak:

x2+y2—2x—4y—3:0
x2+y2—4x—6y—5:0

Vonjuk ki az els8 egyenletbd] a mdsodikat:
2x+2y+2=0
y=-x-1 (1.16)
Helyettesitsiik ezt be £; egyenletébe:
4 (—x—-1)*-2x—-4(-x—-1)-3=0
A2 +1—2x+4x+4-3=0

26> +4x+2=0

2 +2x+1=0

(x+1)*=0
x+1=0
x=-1
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Behelyettestve ezt az (1.16) egyenletbe: y = —(—1) —1 = 0 adddik, vagyis k; és k; korok az4(—1; 0) pont-

ban metszik egymadst, azaz érintkezd korok. Hogy beliilrdl vagy kiviilrdl értinik egymadst, az kozéppontjaik
tévolsdgdtdl fugg.

‘Kle‘ _ \/(1 24+ (2-3)2=V2=rm—n,
azaz beltilrdl érintik egymdst.
Legyen k; :x2+y2—2x+4y—1=0,k2 :x2+y2—6y—320.
k1 valéban kor egyenlete:
x2+y2—2x+4y—1:0
P =2x+ -1+ +4y+4-4—-1=0
(x-1)%+(y+2)° =6

vagyis kézéppontja K (1; —2), sugara r; = V6.

k> valéban kor egyenlete:
x2+y2—6y—320
x2+y2—6y+9—9—320
“+(x-3)=12

vagyis kozéppontja K5 (0; 3), sugara 7 = 24/3.

A metszéspontok koordindtdi a kévetkezd egyenletrendszer megolddsaiként adédnak:

x2+y2—2x+4y—1 =0
x2+y2—6y—3 = 0}
Vonjuk ki az als6 egyenletbd] a fels6t:
2% — 10y —2 =0
x—=5-1=0
x=5y—1 (1.17)

Helyettesitsiik ezt be &, egyenletébe:

(5y—1)°+»*—6y-3=0
25y =10y +1+9* =6y -3 =0
26y* =10y -2 =0

13> —Sy—1=0

Ennek megoldésai:
_S=N77 5 +NT77
N="0He > 2T T
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Az (1.17) egyenletbdl kapjuk a megfelel§ x értékeket:

-1-5vV77 -1+5V77
X|=—, Xp=—.
26 26

A két kor metszéspontjai tehdt

—1—5\/ﬁ5—\/ﬁ) B(—1+5«/7_7.5+«/7_7

A
26 26 26 26

Legyen k; :x2+y2—10x—8y—4=0,k2 :x2+y2—2x—4y=0.
ky valéban kor egyenlete:
x2+y2—10x—8y—4:0
x* —10x+25-25+y* —8y+16—-16-4=0
(x—=5)2+(y—4)° =45
vagyis kozéppontja K (5; 4), sugara r; = 34/5.
ky valéban kor egyenlete:
x2+y2—2x—4y:()
P -2x+1-1+y* —4y+4-4=0
(x-D*+(y-2)%*=5
vagyis kozéppontja K> (1;2), sugara r = 5.
A metszéspontok koordindtdi a kévetkezd egyenletrendszer megolddsaiként adédnak:
x2+y2—10x—8y—4 =0
x2+y2—2x—4y =0

Vonjuk ki az als6 egyenletbd] a fels6t:

8x+4y+4:O
2x+y+1=0
y=-2x-1

Helyettestsiik ezt be & egyenletébe:
X+ (=2x—1)% - 2x—4(-2x-1) =0
4 +4x+1—-2x+8x+4=0
5x* +10x+5=0

W +2x+1=0

(x+1)>=0
x+1=0
x=-1
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d)

Behelyettestve ezt az (1.18) egyenletbe: y = =2 - (=1) — 1 = 1 adddik, vagyis 4y és &, korok az 4(—1;1)

pontban metszik egymdst, azaz érintkezd korok. Kozéppontjaik tévolsdga:

)Kle‘ =G -12+(4-22=2V5=r —m,
vagyis beliilrdl érintik egymist.

Legyenkl:x2+y2+2x:O,/e2:x2+y2—6x—6y+220.

ky valéban kor egyenlete:

x2+y2+2x:O
P H2x+1-1+y"=0

(x+1)2+y2:1

vagyis kézéppontja K; (=15 0), sugara ry = 1.

ko valéban kor egyenlete:

x2+y2—6x—6y+220
=6 +9-9+) —6y+9-9+2=0
(x-3)2+(y-3)7 =16

vagyis kozéppontja K> (3; 3), sugara r; = 4.

A metszéspontok koordindtdi a kévetkezd egyenletrendszer megolddsaiként adédnak:

*+y P +26=0
X+ —6x—6y+2 =0

Vonjuk ki a fels§ egyenletbdl az als6t:

X=——y+= (1.19)

Helyettesitsiik ezt be £; egyenletébe:

(3 1)2 (3 1)
——y+ - +y +2 |- %

92_§+_+ 23 l_

I Yo pts=
252 5 9
2yt =0
AT

25y —30y+9—0
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3
A kapott médsodfoku egyenletnek egyetlen valés megolddsa van, y = > amit az (1.19) egyenletbe helyette-
1 13
sitve x = -3 adédik, vagyis k1 és ko korok az A (— = g) pontban metszik egymadst, azaz érintkez8 korok.

Kézéppontjaik tdvolsdga:

’Kle‘ = \/(—1 - 3)2 + (0 - 3)2 =S=r+r,
vagyis kiviilrdl érintik egymadst.

Emlék. Korhoz kiilsé pontbdl érintét a Thalész-tétel alkalmazdsival szerkeszthetiink: mivel kor érintéje
merdleges az érintési pontba hdzott sugdrral, ezért vegyiik a kiils6 pont és a kor kézéppontja ltal meghati-
rozott szakasz Thalész-korét. Ezen kor és az eredeti kor metszéspontjai kijelolik az érinték metszéspontjait,
és két pont ismeretében mdr az érintd szerkeszthetd. Ennek az eljirdsnak koordindtageometriai kérnyezetbe
tltetésével tjabb mddszert nyeriink korhoz kiilsé pontjdbdl torténd érinté egyenletének felirdsdra.

1.80. Feladat. [[2] 3935. b)] [rjuk fel a (7;1) pontbdl az x> + y* = 25 egyenlet’ korhoz htizhaté érintdk
egyenletét. Szdmitsuk ki az érintési pontok koordindtdit, az érintSszakaszok hosszat és az érintdk hajldsszo-
gét.

Megoldds. Ezt a feladatot mir megoldottuk (ldsd 1.72. feladat). Most mdsik megolddst mutatunk rd. Ez
a megoldds az elemi geometriai gondolatok koordindtageometriai kornyezetbe torténd attiltetése. Legyen
k : x* +y* = 25, a kor kézéppontja K (05 0), a kiils§ pont P(7;1) (lisd az 1.21. dbrit).

1.21. 4bra

1. Felirjuk a KP szakasz k1 Thalész-korének egyenletét.
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2. Meghatdrozzuk k és kt korok metszéspontjait, ezek az £, illetve E; érintési pontokat adjék meg.

3. Felirjuk a P, illetve £; pontokon dtmend, tovédbbd a P, illetve £5 pontokon dtmend egyenesek egyen-
letét: ezek éppen az érinték egyenleteit adjik.

_ — 7 1
Lissunk hozzd: a KP szakasz Thalész-korének kozéppontja az KP szakasz F felezpontja: F (E’ 5)’ sugdr-

négyzete:

2

P AR AR
T : | X 2 y 2 —2.

Ezutin meghatdrozzuk & és k1 metszéspontjait. Ehhez a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

—p2 (7 2 (1 95
r%:‘FK) :(5—0) +(——o) -2

fgy a Thalész-kor egyenlete:

x2+y2:25
A R A
TR TV T2 T

Bontsuk fel a zérdjeleket a mdsodik egyenlet bal oldaldn, majd rendezziik az egyenletet:
x? + yz =25
x2—7x+y2—y: 0
Vonjuk ki a fels§ egyenletbd] az alsét:

7Xx+y= 25
y=-7x+25 (1.20)
irjuk ezt be k& egyenletébe:
X+ (=7x+25)2 =25
x% + 49x% — 350x + 625 = 25
50x> — 350x + 600 = 0
¥ —7x+12=0

Ennek megolddsai: x; = 3, x, = 4. A megfelel§ y értékek az (1.20) egyenletbdl: y1 = 4, y, = =3, igy a
megfeleld érintési pontok £ (3; 4), £ (4; —3).

Az e; érint8 legyen az, amelyik az E; és a P pontokon megy it. Ennek egy irdnyvektora: v, = E_1]>) =
p—e1 = (4;—3), egy normélvektoran,, = (3;4). Mivel P € ¢, ezérte; egyenlete: ¢ : 3x+4y =3-7+4-1,
azaz ey : 3x + 4y = 25.

Az ¢, érint8 menjen dt az E,, illetve a P pontokon. Egy irdnyvektora: v,, = ]:75 =p-—e = (34),
egy normdlvektora n,, = (4;-3). Mivel P € e, ezért ¢; egyenlete: ¢ : 4x — 3y = 4-7 — 3 -1, azaz
e : 4x — 3y =25.

A feladat megolddsinak tovibbi része megegyezik az 1.72. feladat megolddsaval.

66



KOORDINATAGEOMETRIA

1.81. Megjegyzés. Az1.72. feladatban tisztdn algebrai, mig az 1.80. feladatban elemi geometriai médszere-
ket is felhasznalva irtuk fel kérhoz kiilsé pontbdl hizott érintd egyenletét. [z1és kérdése, melyik megolddst
tartjuk célravezet8bbnek, az algebrai megoldis tisztin koordindtageometriai, de jellemz&en technikds szimo-
lds, az elemi geometriai médszer koordindtageometriai végigszamoldsa korok metszéspontjainak meghatéro-
zdsit is igényli, ami pusztdn az érintdk egyenletének szempontjabdl nem szitkséges.

1.2.7. Két kor hatvinyvonala

Motivicié. Korok metszéspontjainak meghatirozdsakor a korok egyenleteit kivontuk egymdstdl, majd az
igy kapott linedris egyenletbdl az egyik ismeretlent kifejezve, azt a mdsik egyenletbe irva dolgoztunk tovdbb.
Amennyiben két kér kézéppontja nem esik egybe, a kordk egyenleteinek kiilonbségeként eléillé egyenlet
linedris, tehdt egyenes egyenlete. Mit mondhatunk errdl az egyenesrdl?

Emlék. A kiilonbo6z kozépponta korok kézéppontjai dltal meghatdrozott egyenest a kordk centrilisinak
nevezziik.

1.82. Feladat ([!] 205/6 nyomdn). Bizonyitsuk be, hogy ha két kilonbo6z6 kézéppontt kér kanonikus
egyenletét kivonjuk egymdsbdl, akkor olyan egyenes egyenletét kapjuk, amely a korok centrélisira merdle-

ges!

Megoldds. Legyen akétkorkanonikus egyenlete: £y : (x — u1)2+(y - 01)2 = riz,/ez s (x— u2)2+(y - 02)2 =
r%, ekkor a k1 kor kozéppontja K (u15 v1), sugara 71, a kp kor kdzéppontja Ky (#2; v2), sugara r,, és tegyiik fel,
hogy u1 # uy vagy v # v;. Bontsuk fel a zdrdjeleket a korok egyenleteiben:

x2—2u1x+uf+y2—201y+vlz :rlz
x2—2u2x+u%+y2—202y+v§ :r§

Vonjuk ki az alsé egyenletbd] a felsét! Rendezés utin a kovetkezd egyenletet kapjuk:
h:2(m—u)x+2(vy—v2)y= r% —712+u12—u%+012—v§. (1.21)

b valéban egyenes egyenlete, mivel #1 — u5 és v; — v; koziil legaldbb az egyik nem nulla. 5 egy normdlvektora:
ny, = (u1 — uz;v1 — v2) — az egyenletbdl leolvashaté értéket 2-vel osztottuk.

Misrészt a korok kozéppontjai dltal meghatdrozott vektor: Kz—Ki =k —ky, = (ug — u2;01 — v2), ami
éppen ny,. Mivel m a korok centrdlisinak egy irdnyvektora, ebbdl mdr kévetkezik, hogy b meréleges a
centralisra.

1.83. Definici6. A kiilonb6z8 kézéppontd korok kanonikus egyenleteinek kitlonbségeként adédé b egye-
nest a korok hatvdnyvonaldnak nevezzik.

Motivicié. Miért hivjuk a kapott egyenest a két kor hatvinyvonaldnak? Meg fogjuk mutatni, hogy a hat-
vinyvonal pontjai pontosan azon a pontok a stkon, melyeknek a két kérre vonatkozé hatvinya megegyezik.

Emlék. Adott a stkon egy k kér és egy P pont. A P pont kirre vonatkozd hatvanyinak a by (P) = d* — r*
kifejezést nevezziik, ahol 7 a kor sugara, d a P pont és a kor kozéppontjinak tédvolsdga. bp(P) = 0, ha P
a koron van, by (P) < 0, ha P a koron beliil van és by (P) > 0, ha P a koron kiviil van. Ez utdbbi esetben
Pitagorasz-tételébdl kovetkezik, hogy by (P) éppen a P-bdl a kérhoz hiizott érint8szakasz hosszdnak négyzete.
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Nézziik mindezt a koordinita-rendszerben: legyen P(x0; 70), & : (x — #)* + (y — v)* = 7%, kozéppontja
K (u, v), sugara r. Ekkor

2
b (P) = ‘PK‘ — = (xg—u)* + (o — 0)2 - (1.22)
Emiatt érdemes a kor kanonikus egyenletét 0-ra rendezni, és ebben az alakban tekinteni:
(x—u)2+(y—v)2—7220.

Ezt az alakot a kor normadlegyenleténck nevezik. Az (1.22) szimoldsbdl kovetkezik, hogy egy pont korre vo-
natkozé hatvinydt megkapjuk, ha a pont koordindtdit a kér normdlegyenletének bal oldaliba helyettesitjiik.
Ismert egyenlet( kor esetén tehdt birmely pont kérre vonatkozé hatvinydnak szimoldsa puszta behelyette-
sités. Ezt az észrevételt hasznidljuk fel a kovetkezd tétel bizonyitdsiban.

1.84. Tétel. Tekintstink két kiilonboz8 kozéppontd kort a stkon. A stk azon pontjainak halmaza, melyek-
nek a két korre vonatkozé hatvinyai megegyeznek, éppen a korok hatvinyvonala.

Bizonyitds. Legyenek a széban forgd korok kanonikus egyenletei: 41 : (x — m)? + (y— vl)z = ;’12, illetve
byt (x—u2)? + (y— 02)2 = rg‘, ekkor a korok kézéppontjai rendre K (#15 v1), K (#2; v2), sugarai rendre
1, r2, és uy # up vagy v # v. Tegylik fel, hogy P(xo; 7o) olyan pont a sikon, melynek 4y, illetve £, korre
vonatkozé hatvinya megegyezik. Ebbdl a feltételbdl kiindulva végezziink ekvivalens dtalakitisokat:

by (P) = by, () (1.23)

(w0 — 21)* + (yo = 01)* = 17 = (w0 — w2)> + (3o — 02)* = 13

2

2 2,2 2 2 2,2 22
Xy — 2u1x0 + uy +y; — 20190 + vy — 1] = Xy — 2upx + us + Yy — 205)0 + 05 — 75

r%—rf‘+uf—u%+vf—v% =2 (u1 —uz) %0+ 2 (v1 — v2) %o (1.24)

Az (1.21) egyenlettel Gsszevetve az (1.24) Gsszefiiggés éppen azt jelenti, hogy P a kérok hatvinyvonaldn van.
Az (1.23) 6sszefiiggést viszont azt jelenti, hogy P-nek a ki, illetve £, korokre vonatkozé hatvinya megegyezik.
Mivel minden dtalakitdsunk ekvivalens volt, e két tulajdonsdg valéban ekvivalens egymdssal, azaz a sik pontjai
kozul éppen a hatvinyvonal pontjai azok, mely pontoknak a krokre vonatkozé hatvinyai megegyeznek. O

1.85. Kovetkezmény. Ha a két kornek van kozos pontja, akkor a hatvinyvonal illeszkedik a k6z6s pontra
(hiszen a k6z6s pontok korokre vonatkozé hatvinyai éppen 0-k). Ebbél adédik, hogy amennyiben a két kor
két pontban metszi egymist, gy a hatvinyvonal a metszéspontokra illeszked8 egyenes. Ha a két kor kiviilrdl
érinti egymdst, akkor a hatvinyvonal a k6z6s belsé érinté. Ha pedig a két kor beliilrdl érinti egymdst, akkor

” 7 ” 7

a hatvinyvonal a k6z6s kiilsé érintd. Tovibbi nevezetes kovetkezmény a kovetkezd dllitds.

1.86. Allitds. Tekintsiink két kiilonbozs sugaru kort a stkon. A sik azon pontjainak halmaza, melyekbdl a
korokhoz azonos hossziisdgu érintdszakaszok hizhatdak, a korok hatvinyvonaldnak korokon kiviili része.

Bizonyitds. Vegytink egy P pontot a két kor hatvinyvonaldrdl. A kérok hatvinyvonalinak kérokon kivii-
li részére is igaz, hogy az itteni pontoknak a két korre vonatkozé hatvinya ugyanaz. Mivel most a P pont
mindkét koron kiviil taldlhatd, ezért ez a hatviny éppen a P-bdl a korokhoz hzott érintdszakasz hoszzanak
négyzete. Ha az érint8szakasz hosszdnak négyzete megegyezik mindkét kor esetén, akkor természetesen maga
a P-bdl a két korhoz huzott érintdszakasz is egyenld hosszisdga.
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Ha most P olyan pont a stkon, melybdl a kérokhoz azonos hosszasigt érintészakaszok hizhatdk, akkor
e pont egyrészt a korokon kiviil taldlhatd, mdsrészt az érintdszakaszok hosszanak egyenl6ségébdl a szakasz-
hosszak négyzetének, s igy a P korokre vonatkozo hatvinyainak egyenl8sége kovetkezik. Azt pedig kordbban
littuk, hogy ha P hatvinya a két korre egyenld, akkor P rajta van a két kér hatvanyvonaldn. O

1.87. Allitds. Tekintsiink hirom kiilonb6z8 kozéppontt kort a stkon, melyek kozéppontjai nem esnek
egy egyenesre. Ekkor a korok paronként vett hatvinyvonalai egy pontban metszik egymdst.

Bizonyitds. Legyenek ki, k2, k3 kiilonbozd, nem egy egyenesre esé kozépponta korok. Legyen kg és k; hat-
vanyvonala b3, k» és k3 hatvinyvonala by, k3 és k1 hatvinyvonala k,. Mivel a kézéppontok nem esnek egy
egyenesre, ezért by és by egy pontban metszi egymist, legyen ez a pont H. Mivel H € by, ezért H-nak a k
és a k3 korokre vonatkozé hatvinya egyenld. Mivel H € by, ezért H-nak a & és a k3 korokre vonatkozé
hatvénya is egyenl6. Ekkor viszont H-nak a k; és k» kérokre vonatkozé hatvinya is egyenld, vagyis H € b3 is
igaz. A hirom hatvdnyvonal tehdt egy pontban metszi egymist. O

1.88. Definicié. Tekintstiink hdrom kiilonbozé kozéppontt kort a stkon, melyek kozéppontjai nem esnek
egy egyenesre. Ekkor e hirom kor pironkénti hatvinyvonalainak metszéspontja a hirom kor hatvinypont-

Jja.

1.89. Kovetkezmény. A hatvinypont a sik egyetlen pontja, melynek a hirom kér mindegyikére vonatkozé
hatvinya ugyanaz. Amennyiben a hatvinypont mindhdrom kéron kiviil helyezkedik el, gy a hatvinypont
a stk egyetlen pontja, melybdl a hdrom korhoz egyenld hosszisdgu érintdszakaszok hizhatdak.

1.90. Megjegyzés. Figyelembe véve, hogy egymdst két pontban metsz6 korok hatvinyvonala éppen a met-
széspontokra illeszkedd egyenes, az1.87. dllitds egy szép specilis esete a kovetkezd: tekintsiink a stkon hirom
kalonbozé kozéppontd kort, melyek koztl birmely kettd két pontban metszi egymast. Ekkor a pdronkénti
metszéspontokon 4t illesztett egyenesek egy pontban metszik egymadst (1.22. 4bra).

1.91. Megjegyzés. A hatvinyvonal természetesen koordindtageometriai eszk6zok nélkiil is definidlhaté, ami-
kor is azon pontok halmazit keressiik a sitkon, melyeknek két adott korre vonatkozé hatvinyuk megegyezik.
Kidertl, hogy a széban forgé alakzat egy egyenes, mely a centrdlisra meréleges. Ugyanakkor a koordindtageo-
metria egyik legszebb eredménye szimunkra, hogy ez az — egyébként elemi geometriai — dllitds koordindtageo-
metriai eszk6zokkel elemi algebrai szdimoldssal igazolhatd. Az 1.87. éllitdst mdr eleve koordindtageometriai
eszk6zok nélkiil bizonyitottuk.

1.2.8. Erintkezd korok

Motivicié. Az érintkezd korokre vonatkozé feladatok megolddsa sordn tobbnyire korok egyenleteit keres-
sitk. Amennyiben a kor sugara, illetve kézéppontja ismert, a feladatot megis oldottuk. A kézéppontkeresésé-
hez egyrészt felhaszndlhatjuk, hogy érintkez8 korok kézéppontjainak tavolsiga a sugarak 6sszege/kiilonbség-
abszolutértéke, attdl figgben, hogy a korok kiviilrsl/beltlrdl érintik egymdst. Mdsrészt tigyes trikk annak
kihasznaldsa, hogy mikézben nyilvinvald, hogy egy kor adott pontja sugdrnyi tdvolsigra van a kézéppont-
tol, az is igaz, hogy a kézéppont sugdrnyi tivolsdgra van a kor valamely ismert pontjitél. A még ismeretlen
kor sugardnak és egy adott pontjdnak ismeretében igy a kdzéppontot egy adott sugart, kézéppontd kéron

kereshetjiik.
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A

1.22. dbra

1.92. Feladat. [[2] 3988] Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amelynek sugara V8, 4thalad a P(~1;3)
ponton ésaz (x +2)* + (y + 2)* = 2 egyenletd kore kiviilrél érinti.

Megoldds. Legyen a keresett kor k, ekkor egyenlete: £ : (x — u)z + (y - 0)2 = 8, hiszen sugara V8 =22
egység. Egyediil K (u; v) kozéppontja ismeretlen. Mivel P € k, ezért

(-1-u)*+(3-0)* =8 (1.25)
Misrészt k kiviilrdl érintia by @ (x +2)* + (y+ 2)2 = 2 egyenletl kort. Ennek kézéppontja K = (-2;-2),
sugara 71 = V2. A kiviilr8l érintés miatt ‘K_Kl ‘ = 2V2+V2 = 32, melybdl a kovetkez8 egyenletet nyerjiik:

(#+2)*+(v+2)* =18, (1.26)
Oldjuk meg az (1.25) és az (1.26) egyenletekbdl 4116 egyenletrendszert:
(-1-u)*+(3-0v)> =38
(#+2)*+(v+2)* = 18}
Bontsuk fel a zérdjeleket:
1+2u+u*+9—-6v+1> =8
btdu+u® +4+4v+ 07 = 18}
Vonjuk ki az alsé egyenletbdl a felsSt:

3+24—-5+10v =10

2u+ 100 =12
u+Sv==6
u=6-5v (1.27)
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Helyettesitstink be példdul az (1.26) egyenletbe:
(6-50+2)*+(v+2)> =18
(8—50)%+(v+2)> =18
64— 800+ 250" +1” +4v+ 4 =18
260* =760 +50 =0
130> = 380+25=0

Ennek megolddsai v; = 1,0, = IER Visszahelyettesitve az (1.27) egyenletbe, a megfelel8 « értékek: #; = 1,

47
Uy = T Két megolddst kaptunk tehdt: a megfelel korok egyenletei
47\ 25\2
] e e

A kapott megolddsokat az 1.23. dbrdn 4brézoltuk.

1.23. ébra

1.93. Megjegyzés. Az1.92. feladat egy masik lehetséges megolddsa a kovetkezd: legyen a keresett kor egyen-
lete kb : (x—u)* + (y - %)2 = 8, ekkor kozéppontja a K (#; v) pont. Mivel P(=1;3) € k, ezért P és K
tavolsiga V8, azaz K rajta van a P kézéppontt V8 sugart koron, azaz

(x+1)*+(v—-3)*=8. (1.28)
Misrészt a kiviilr8l érintés miatt a keresett K kozéppont 22 +2 tévolsdgra van a (—2; —2) ponttdl, azaz
K rajtavan a (—2; —2) kozéppontd, 3V2 sugart koron is:

(#+2)*+ (v+2)* =18 (1.29)

Megoldandé az (1.28) és az (1.29) egyenletekbdl 4116 egyenletrendszer, amely ekvivalens a kordbbi megolds-
ban ltott egyenletrendszerrel.
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1.3. A parabola koordindtageometridja

1.3.1. A parabola egyenlete

Emlék. A parabola azon pontok halmaza a stkon, melyek a sik egy adott pontjdtdl és rd nem illeszkedd egye-
nesétdl egyenld tivolsigra vannak. A széban forgd pont a parabola fokuszpontja vagy roviden fokusza, az
egyenes a parabola vezéregyenese vagy direktrixe. A tkusz és a vezéregyenes tivolsiga a parabola parameétere.
A definiciébdl kovetkezik, hogy a parabola tengelyesen szimmetrikus ponthalmaz, szimmetriatengelye a f6-
kuszon dtmend, a vezéregyenesre merdleges egyenes, melyet a parabola tengelyének neveziink. A paraboldnak
pontosan egy pontja taldlhaté a tengelyen, melyet a parabola tengelypontjanak vagy csiicsanak neveziink.

Jelolés. A parabola fékuszit tobbnyire F, tengelypontjit 7', vezéregyenesét d, paraméterét p bettvel jeloljik.

A kévetkez8kben olyan parabolék egyenletét irjuk fel, melyek tengelyei valamelyik koordindtatengellyel
parhuzamosak. Az dltaldnos helyzetd paraboldk egyenletével mi nem foglalkozunk.

Tegytik fel el6sz6r, hogy a parabola tengelye az y-tengelyre esik, tengelypontja az origé és paramétere
p > 0. Ekkor még mindig két lehet8ség van a parabola megrajzoldsira: az egyik parabola felfel¢ nyilik, mig a
mdsik lefelé nyilik, és ezek egymds titkorképei.

Legyen a parabola elsd korben felfelé nyil6, ekkor fékusza az F (0; g), vezéregyenese ad : y = i

2
egyenes az 1.24. dbrin lithaté médon.

P

1.24. ibra

A P és F pont tévolsiga ekkor:

d(P;F) = ‘ﬁ‘ - \/(x— 0)% + ( —%’).

A P és d tévolsiga pedig

?

d(Pid) =y+5.

A parabola definicidja szerint
d(P;F) =d(P;d)

gt
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Mivel mindkét oldal nemnegativ, emelhettink négyzetre:

2 2
x2+y2—19y+%=y2+ﬁy+‘%
x* = 2py
1 )
" 7

A kapott egyenlet az origd tengelyponti, felfelé nyilo, p paraméterd parabola egyenlete.
Ezen a ponton kénnyen dltaldnosithatunk: legyen a parabola tengelypontja a 7'(#; v) pont, paramétere
p és tovébbra is felfelé nyilé. Toljuk el a v (—#; —v) vektorral a paraboldt az 1.25. dbrdn lithaté médon!

1.25. 4bra

Amennyiben P(x; y) a parabola egy pontja, a transzformdcié utdn az Gj koordindtdk P’ (x — #; y — v). Az
eltolds utdn egy origd tengelypontd, felfelé nyild, p paramétert parabolit kapunk, melynek pontjai teljesitik
az imént bizonyitott egyenletet. Ennek megfeleléen

/_i 2
}’—sz
o= (e a)’
}/ U—pr u

A kévetkezd dllitdst bizonyitottuk:
1.94. Allitds. A T (u;v) tengelypontu, felfelé nyild, p paraméter(i parabola egyenlete
1
y = g(x—u)2+v.
Az el8z6ekhez hasonléan igazolhatjuk, hogy az origd tengelyponti, lefelé nyild, p paraméterd parabola

egyenlete:

Az1.26. dbrén lithaté médon eltolva a lefelé nyil6, T'(#; v) tengelypontd paraboldt v(—u; —v) vektorral, az
alabbi 4llitdst kapjuk:
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1.95. Allitds. A T(u;0) tengelypontd, lefelé nyild, p paraméter(i parabola egyenlete

1.26. ibra

1.96. Megjegyzés. Ha az egyenletek felirdsa sordn éppen nem érdekes, hogy a parabola felfelé vagy lefelé
nyilik (illetve hogy mi a paramétere), akkor az 1.94. és az 1.95. dllitdsokat témoren is megfogalmazhatjuk: a
T (u;v) tengelypontd, y-tengellyel pirhuzamos tengelyl parabola egyenlete

y=alx—u)+uo (1.30)

ahola # 0. Amennyibena > 0, a parabola felfelé nyilé, ha pediga < 0, a parabolalefelé nyilé. Természetesen
a fenti alakokkal 6sszevetve ebbdl az egyenletbdl is leolvashaté a parabola p paramétere.

Az1.30. egyenletbdl az is kovetkezik, hogy minden mdsodfoki fiiggvény grafikonja parabola, tudniillik
az f(x) = ax® + bx + ¢, 2 # 0 hozzérendelési szabily teljes négyzetté alakitdssal f(x) = a (x — n) +
v alakra hozhatd. Ezt a tényt eddig elfogadtuk, és csak most bizonyitottuk. Egyben vegyiik észre, hogy a
parabola dbrizoldsa a tengelypont és a paraméter ismeretében konzisztens a médsodfoku fiiggvény linedris
transzformdcidinadl litottakkal.

Megfordita a gondolatot: azy = a (x — 1) + v alakt parabola-egyenlet y = ax* + bx + ¢ alakra hozhaté.
Néha ez az alak haszndlat szempontjibdl kellemesebb.

A fenti meggondoldsokat akkor is megtehetjiik, ha a parabola tengelye az x-tengellyel pirhuzamos. Ez egy
fokkal izgalmasabb gondolat az el6z8eknél: itt mdr a parabola nem egy fiiggvény grafikonja. Geometrailag
viszont egyenlete értelmezhetd, és a fentiekkel analég médon adédik, hogy az origd tengelyponti, jobbra nyilo,
p paraméterd parabola egyenlete

1
x = —y%
2p
mig az origd tengelyponti, balra nyilo, p paraméterd parabola egyenlete
1,
= —2—}/ .
P

Ha most a parabola tengelypontja a 7'(#; v) pont, a fentiekkel analég (az 1.27. dbrdn jobbra nyilé parabolin
szemléltetett) médon a kovetkezd dllitdsokat ldthatjuk be.
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1.97. Allitis. A T(u;v) tengelypontd, jobbra nyil6, p paramétert parabola egyenlete

1
x=—
2p

— )’ +u

1.98. Allitds. A T(u;v) tengelypontd, balra nyild, p paraméter( parabola egyenlete

1.27. ébra

1.99. Megjegyzés. Ha az egyenletek felirdsa sordn éppen nem érdekes, hogy a parabola jobbra vagy balra
nyilik (illetve hogy mi a paramétere), akkor az 1.97. és az 1.98. illitdsokat témoren is megfogalmazhatjuk: a
T (3 v) tengelypontd, x-tengellyel pirhuzamos tengelyi parabola egyenlete

x=a(y—v)2+u, (1.31)

ahol 2 # 0. Amennyiben « > 0, a parabola jobbra nyil6, ha pedig 2 < 0, a parabola balra nyilé. Természete-
sen a fenti alakokkal 6sszevetve ebbdl az egyenletbdl is leolvashaté a parabola p paramétere.

Akdrcsak az y-tengellyel pdrhuzamos tengely( parabola esetében, a ziréjel felbontdsdval az (1.31) parabola-
egyenletis x = ayz + by + ¢ alakra hozhaté.

1.100. Definici6. Legyen egy parabola fokusza F, vezéregyenese d. Azt mondjuk, hogy P a parabola belsd
pontja, ha kozelebb van F-hez, mint d-hez. Azt mondjuk, hogy P a parabola kilsé pontja, ha kozelebb van
d-hez, mint P-hez.

1.101. Feladat ([2] 4013). Vizsgljuk meg, hogy az (1;2), (—3;1), (6;3) ésa (—7;4) pontok az x* = 12y
paraboldnak belsé vagy kiilsé pontjai-e?

Megoldds. A parabola egyenlete y = éxz. Ebbél leolvashatjuk, hogy tengelypontja az origé, felfelé nyil6 és
paramétere p = 6. Eszerint fokusza F(0; 3), vezéregyenesének egyenlete d : y = 3.

Az A(1;2) pont tévolsiga F-t8l d(A; F) = ‘ﬁ‘ = J1-0)2+(2-3)2 = V2, 4 tévolsiga d-t8l
d(4;d) = 2 — (=3) = 5 egység. A tehdt kézelebb van F-hez, mint d-hez, azaz a parabola belsé pontja.
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A B(~3;1) pont tévolsiga F-t8l d(B; F) = ‘ﬁ‘ = (53012 + (1-3)2 = VI3, B tdvolsiga d-t6l
d(B;d) =1 - (=3) = 4 egység. V13 < 4, mert 13 < 16 ésa gyokfuggvény monoton né. Emiatt B kozelebb
van F-hez, mint d-hez, s igy B a parabola belsé pontja.

A C(6;3) ponttivolsiga F-t81d(C; F) = ‘ﬁ’ =(6-02+(3-3)2=6, C tivolsigad-t8ld(C; d) =
3 — (=3) = 6 egység. C tehdt egyenld tévolsdgra van F-t8l és d-tdl, igy rajta van a paraboldn.

A D(-7;4) pont tivolsiga F-t8l d(D; F) = |DF| = (=7 = 0)2 + (4 - 3)2 = V50, D tivolsiga d-tdl
d(D;d) = 4—(=3) =7 egység. V50 > 7, mivel 50 > 49, ésa gyokfiggvény szigorian monoton né. Emiatt
D kézelebb van d-hez, mint F-hez, azaz D a parabola kiils8 pontja.

1.102. Feladat ([2] 4017). frjuk fel a parabola egyenletét, ha

a) avezéregyenesének egyenlete y + 1 = 0, a fékusza a (4; 3) pont;
d) avezéregyenesének egyenlete x — 1 = 0, a foékusza a (4; 2) pont;
f) atengelypontjaa (—1;2), fékusza a (—1; 4) pont;

g) atengelypontja a (4;2), fékusza a (8;2) pont.

Megolds. a) A fékusz és a vezéregyenes tévolsdga p = 4, a parabola tengelypontja a 7°(4;1) pont. A
1
parabola felfelé nyilik, igy egyenlete: y = 3 (x — 4)* +1 (az 1.28. 4brin kék szinnel a parabola és a

meghatdrozé alakzatok).

d) A fékusz és a vezéregyenes tivolsiga p = 3, a parabola tengelypontjaa T’ (%, 2). A parabola jobbra

1
nyilik, egyenlete x = Z (x—2)+ 3 (az 1.28. dbrin piros szinnel a parabola és a meghatdrozé alakza-

tok).

f) A tengelypont és a fékusz tévolsiga 2 egység, a parabola paramétere ennek kétszerese: p = 4. A para-

1
bola felfelé nyilik, egyenlete y = 3 (x +1)* + 2 (az1.28. 4brén z6ld szinnel a parabola és a meghatérozé

alakzatok).

g) A tengelypont és a fékusz tdvolsdga 4 egység, a parabola paramétere ennek kétszerese: p = 8. A para-

1
bola jobbra nyilik, egyenlete x = BT (y- 2)2 + 4 (az 1.28. dbrdn narancssirga szinnel a parabola és

a meghatdrozd alakzatok).
1.103. Feladat ([2] 4020). frjuk fel a parabola egyenletét, ha a tengelye pirhuzamos az x-tengellyel, para-

métere > és dthalad a (—6; 4) ésa (9;1) pontokon.

1 1 1
Megoldds. A parabola egyenlete x = > (y— v)2 +uvagyx = —— (y— 0)2 + u alakd. Mivel p = > ezért

ezekben az egyenletekben csak # és v az ismeretlen. Két esetet kiilonboztetiink meg attdl tiiggéen, hogy a

parabola jobbra vagy balra nyilik.
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II.

1.28. ibra

. eset: A parabola jobbra nyilik: ekkor egyenlete: x = (y — v)z +u alakt. Felhasznilva, hogy a (—6; 4) és

a (9;1) pontok rajta vannak a paraboldn, a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

—6 = (y—4)2+u}

9=(y—1)"+u
Kivonva az als6 egyenletbdl a fels6t, majd felbontva a ziréjeleket:
15=9*-2y+1-9*+8y—16
30 =6y
5=y

Példéul az elsé egyenletbe visszahelyettesitve: —6 = (S —4)* +u, amib8l # = —7. A parabola egyenlete:
x=(y- 5)2 — 7 (az 1.29. dbrdn kék szinnel dbrizolva).

eset: A parabola balra nyilik: ekkor egyenlete: x = — (y — v)z + u alakt. Felhaszndlva, hogy a (—6; 4)
ésa (9;1) pontok rajta vannak a paraboldn, a kévetkez egyenletrendszert kapjuk:

Kivonva az als6 egyenletbdl a fels6t, majd felbontva a ziréjeleket:

15=—y"+2y—1+9* - 8y+16
0=-6y
0=y
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Péld4ul az els6 egyenletbe visszahelyettesitve: —6 = —(0—4)*+#, amib8l # = 10. A parabola egyenlete:
x = —yz +10 (az 1.29. dbrdn piros szinnel dbrdzolva).

/

1.29. ébra

1.104. Feladat ([2] 4021. b)). frjuk fel a parabola egyenletét, ha tengelypontja az x-tengelyen van, szim-
metriatengelye pirhuzamos az y-tengellyel, és dthalad a (2;3) ésa (—1;12) pontokon.

1.105. Feladat ([2] 4023). Azy = ax* + bx + ¢ egyenlet(i parabola csicspontjaa 7'(1; —1) pont, a parabola
és az x-tengely egyik k6z6s pontjinak x-koordindtdja 2. Szimitsuk ki a, b, ¢ éreékét.

1.106. Feladat ([2] 4026. a)). Irjuk fel annak a parabolinak az egyenletét, amely dthalad a kovetkezd pon-
tokon és a tengelye parhuzamos az y-tengellyel: (=2;3), (4;0), (8;8).

1.3.2. Parabola és egyenes kolcsonos helyzete

1
1.107. Feladat ([2] 4060). Adottazy = x*+2mx+m(m—1) parabola (m € R) ésazy = x — i egyenletd

egyenes. Hény k6z6s pontja van a paraboldnak és az egyenesnek?

2 1
1.108. Feladat ([7] 4071). Irjuk fel az y = %xz egyenletd parabola olyan hiregyenesének egyenletét,

amely 4thalad az (5;2) ponton és ez a pont a hurt felezi.
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1.3.3. Parabola érintdje

Motivicié. A kor érintéjéhez hasonlé médon szeretnénk parabola érintéjét is definidlni. A kérnél szokd-
sos definicié mdsoldsa viszont itt gondot okoz: kor érintéje olyan egyenes, melynek a korrel egyetlen kozos
pontja van. Ha a parabola érintéjét ugyanigy definidlndnk, azzal nem kapndnk egyértelmd érintét: példdul
a parabola tengelye, illetve a tengelypontjiban a vezéregyenessel hizott pirhuzamos egyenes is teljesiti azt a
tulajdonsdgot, hogy egyetlen kézos pontja van a paraboldval (tudniillik a tengelypont). Hasonléan kapjuk,
hogy a parabola birmely pontjit is tekintjiik, a tengelyével pirhuzamos mindig egyetlen kézos ponttal rendel-
kezik a paraboldval. Ezt mégsem szeretnénk érintének nevezni, mert példdul dtmetszi a parabola grafikonjit,
illetve nem teljesiti azon szemléletbeli elvirdsunkat sem, hogy a parabola érint6je hozzdsimul a paraboldhoz.
Ezt a lehetéséget tehdt szeretnénk kizdrni. Késébb a parabola érintdjét precizebben is definidljuk. Most 4lla-
podjunk meg a kovetkez8ben:

1.109. Definici6. A parabola ¢rintdje egy olyan egyenes, melynek a paraboldval egyetlen k6z6s pontja van,
és nem pdrhuzamos a parabola tengelyével.

1.110. Feladat. [[7] 4095] frjuk fel az y = x* — 2+ 3 egyenlet(i parabola 4 abszcisszdjt pontjiban htizhaté
érintd egyenletét!

Megoldds. A széban forgé pont y-koordindtija y = 4% — 2 - 4 + 3 = 11, azaz feladatunk a P(4;11) pont-
beli érint8 egyenletének felirdsa. A parabola tengelye pirhuzamos az y-tengellyel, igy a keresett érintd nem
pirhuzamos az y-tengellyel. Ebb6l kévetkezik, hogy van meredeksége, és mivel a P(4; 11) pont rajta van, ezért
irdnytényezds egyenlete: ¢ : y—11 = m (x — 4),azaze : y = mx — 4m + 11. A széban forgé egyenes pontosan

akkor érint6je a paraboldnak, ha az aldbbi egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van:

y:x2—2x+3
y=mx—4m+11

Ebbdl a kovetkezd egyenletet kapjuk:

¥ = 2x+3=mx—4dm+11

A (-2-m)x+4m—8=0
Ez egy mdsodfoku egyenlet. Pontosan akkor van egy megolddsa, ha diszkrimindnsa 0:

(—2-m)>—4-(4m—8) =0
4+4dm+m?—16m+32=0
m* —12m+36=0
(m—-6)>=0

Ebbdl m = 6 kovetkezik. Az érinté egyenlete tehdt: ¢ : y = 6x — 13. A megolddst az1.30. dbrdn dbrdzoltuk.

L.111. Megjegyzés. Az1.110. feladat megolddsdban a kapott mdsodfokt egyenletnek egyetlen 72 értéke ese-
tén volt pontosan egy megolddsa. Ez azt sugallja, hogy a parabola adott pontbeli érintje egyértelmd, vagyis
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1.30. 4bra

csak egyetlen olyan egyenes van, amely adott pontban érinti a parabolit. Vizsgdljuk meg a kérdést dltaldno-
san! Tekintsiink egy

y=a(x—u)+v

egyenletd paraboldt, ahol 2 # 0. Ez az y-tengellyel pirhuzamos tengelyd, 7'(#; v) tengelypontd parabola (2
elgjelétd] fliggden felfelé vagy lefelé nyild). Legyen P (xo; 7o) a parabola tetszdleges pontja, ekkor

yo=a(xo—u)’+o (1.32)

teljesiil. Irjuk fel a P-beli e érinté egyenletét! ¢ irdnytényezds egyenlete: ¢ : y — y0 = m (x — xp), azaz
ey = mx — mxp + yo. e pontosan akkor lesz érintd, ha a kovetkez8 egyenletrendszernek egyetlen megolddsa

van:

Y = mx — mxo + Yo

y:a(x—u)2+v }
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Ebbdl a kovetkezd egyenletet kapjuk:

a(x—u)2+v:mx—mx0+yo
axz—Zaux+au2+U:mx—mx0+y0

ax® + (=2an — m) x + an* + v + mxg % =0
Mivel 2 # 0, ez mdsodfoku egyenlet, amelynek pontosan akkor van egy megolddsa, ha diszkrimindnsa 0:

(=2an — m)* — 4a (ﬂuz + v+ mxg — y) =0
44°1* + baum + m* — 4a*u’* — bav — 4amxy + 4ayy = 0

m? — 4a (xg — u) m + 4a (yo—v) =0
Hasznéljuk fel, hogy az (1.32) egyenlet szerint yo — v = 4 (xp — u)zs

m® — 4a (xo — u) m + 4a” (xg —u)> = 0

(m —2a(xg—u))>=0

Altaldnos esetben is elmondhatjuk tehdt, hogy egyetlen esetben lesz a diszkrimindns 0, mégpedig az érint
meredeksége:
m =2a(xg—u).

Behelyettesitve ¢ egyenletébe kapjuk, hogy a parabola keresett érintéjének egyenlete:

Y =0 =2a(xo—u) (x = xo).

Alakitsuk az egyenletet, felhaszndlva kézben az (1.32) Gsszeftiggést is:

Y+y0 = 290 = 2a (xo — u) (x — x0)
Y+ 90 = 2a (xo — u) (x — x0) + 290
Y+ Y0 = 2a (xo — u) (x — x0) + 2a (xg — #)* + 20
y+y0 =2a(xo—u) (x —x0 +x0 —u) + 20
y+y0 =2a(xo—u)(x—u)+2v
JY+)o
2

=a(xo—u)(x—u)+o

A kapott egyenlet nevezetes, és konnyen megjegyezhetd: a parabola egyenletében a jobb oldali mésodik hat-
vany felébe az érintési pont xo koordindtdjit irjuk, a bal oldalon pedig y véltozé felébe az érintési pont yq
koordindtdjit irjuk. Az eljdrast itt is (akdrcsak a kornél) felébebelyettesitésnek nevezzitk. Onmagéban is meg-
fogalmazzuk.

1.112. Allitis (felébehelyettesités). Azy = a (v — #)* + v, 4 # 0 egyenlet(i parabola P (xo; o) pontbeli
érint8jének egyenlete:
Y+ 0
2

=a(xo—un)(x—u)+u0.

Analdg dllitdst fogalmazhatunk meg az x-tengellyel pirhuzamos tengely( parabolék esetén is.
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1.113. Allitas (felébehelyettesités). Azx = a (y — 0)2 +u,a # 0 egyenletti parabola P (xo; y9) pontbeli
érint8jének egyenlete:

x-;xozaz(yo—v)(y—v)+u.

Az1.110. feladatot is megoldhattuk volna felébehelyettesitéssel. Ott a parabola egyenlete: y = (x — 1)%+

+11
2, igy a P(4;11) pontbeli érint8jének egyenlete: J = (4-1) - (x —1) + 2, amibdl rendezés utdn az

y = 6x — 13 egyenlet adédik.

1.114. Megjegyzés. A kor adott pontbeli érintdje is felirhaté a megfeleld felébehelyettesitéssel (1.77. 4llitds).
Az analégia gy6nyord, a hdttérben pedig dltalinosabb elmélet bujik meg.

Nézziink néhdny tovébbi szép tulajdonsdgot adott pontbeli érintdre vonatkozéan. Az egyszerliség ked-
véért tegyiik fel, hogy a parabola tengelypontja az origd, és felfelé nyilik. Ekkor egyenlete: y = ax? alakd,
ahol 2z > 0. Mivel tetszéleges parabola felvehetd igy a koordindtarendszerben, a kévetkezs példak dltaldnos,
parabolékra vonatkozé geometriai dllitdsokat adnak meg.

1.115. Példa. Hatdrozzuk megazy = ax®,a >0 parabola P (xo; }/0) pontbeli érintéjének x-tengellyel valé
metszéspontjit! Mit vesziink észre?

Megoldds. Tekintsiik az 1.31. dbra jel6léseit.

1.31. 4bra

A fentiek szerint a parabola érint8jének egyenlete

Y +)o
2

= axopX.
Ennek x-tengellyel valé Q metszéspontjinak x-koordinitdjit megkapjuk az y = 0 helyettesitéssel:

)g = AXoX. (1.33)
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Ha most xp = 0, vagyis a (0; 0)-beli érint6rdl beszéliink, melynek egyenlete y = 0. Ez éppen az x-tengely,

minden pontja metszéspont az x-tengellyel, de nem ez az érdekes eset.
0

Ha xy # 0, akkor az (1.33) 6sszeftiggésbdl kapjuk, hogy x = . Mivel P (xo; )’0) a parabola pontja,
ax
X 0
axy X e 1 X0 .
5 = > AP (xo; }’0) pontbeli érint tehit az x-tengelyt a Q (3, O) pontban metszi. Ennek
axo = 7

ezértx =

abszcisszdja éppen a P abszcisszdjinak fele.

1.116. Feladat ([2] 4103). Azy = x”* egyenlet parabola tetszdleges P pontjiban a parabola érintje messe
az x-tengelyt a Q pontban. Mi a PQ érint8szakaszok felez6pontjainak mértani helye?

Megoldds. Az1.115. példa alapjn dolgozunk. Tekintsiik az 1.32. 4bra jelcléseit!

1.32. ébra

Legyen a parabola egy pontja P(xo; xg), ekkor az érintd az x-tengelyta Q (%; 0) pontban metszi. A E

szakasz felezGpontja:
+ x_() 2
X0 x2+0 3 1
A 2 . 0 = ( x(z))

2 0 2 )

1
A felez8pont koordindtdira tehdt x = Zxo, y = zx(z) teljestil. Vizsgdljuk meg, milyen kapcsolat van x és y

oo e | 7 — 3 7 _ 3 .
kozott! Egyrészt xg = 3x, miésrészt ezt y-ba frva:

8
A felez8pontok tehdt az y = §x2 egyenlet(i gorbét hatdrozzdk meg, ami egy parabola (az 1.34. dbrdn piros

szinnel emeltiik ki).

1.117. Példa. Legyen azy = ax*,a >0 parabola valamely P (xo; )’0) pontbeli érint8je e. Mutassuk meg,

hogy a parabola fékuszpontjinak e-re vonatkozé tikkorképe a parabola vezéregyenesére esik!
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1 1 1
Megoldds. A széban forgd parabola paraméterére 5 = a teljestil, vagyis p = > amibdl fokusza F (O; 4—),
a a

1
vezéregyenesének egyenlete: d : y = ——.

a
Legyen P mer6leges vetiilete d-re T az1.33. dbrdn lithaté médon.

1.33. dbra

Ekkor T | x0; ) Az FPT hiromszog egyenld szart, mivel a parabola P pontja egyenl8 tavolsdgra van
a

F-t8l és d-tdl. Elegend8 megmutatnunk, hogy az alaphoz tartozé magassigvonala éppen a parabola P-beli

+xo_5_a
2’ 2

e - . 0 X0 .
érintje. Ehhez hatdrozzuk meg a FT szakasz Q felez8pontjit: Q = (E’ O). A széban
forgd magassigvonal a PQ egyenes. Mivel két pont egyértelmtien meghatiroz egy egyenest, ez az1.115. példa
alapjin éppen azt jelenti, hogy PQ egyenes a parabola P-beli ¢ érint8je. F-nek e-re vonatkozé titkorképe tehdt
rajta van a vezéregyenesen, st tobbet littunk be: éppen az érintési pont vezéregyenesre vonatkozé merdéleges
vetiiletével esik egybe.

1.118. Feladat ([2] 4097). Az y-tengellyel pirhuzamos tengelyt és felfelé nyilé parabola dtmegy a P(S; 4)
ponton és érinti az x-tengelyt. A P pontban a paraboldhoz htzhaté érint§ merdleges a v(4; —1) vektorra.
[rjuk fel a parabola egyenletét.

Megoldds. A parabola egyenlete y = 4 (x — u)z + v alakd, ahol 2 > 0. Mivel érinti az x-tengelyt, ezért
tengelypontja az x-tengelyen van, azaz v = 0. Eszerint a parabola egyenlete egyszertibb: y = a (x — u)*
alaku.

Mivel P(5; 4) rajta van a paraboldn, ezért

4=a(5-u)*. (1.34)

Misrészt fel tudjuk irni a parabola P-beli ¢ érint8jének egyenletét. A feltétel szerint v(4; —1) az érintd egy
normédlvektora, mdsrészt P(S; 4) € ¢, azaze egyenlete: ¢ : 4x —y = 4-5 —1- 4, vagyise : 4x — y = 16. Mivel
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e érinti a paraboldt, ezért a kovetkez egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van:
y=a(x— n)*
4x—y =16

Adjuk 6ssze az egyenleteket:

4x=a(x—u)*+16

0 = ax® + (—2au — 4) x + au® + 16

Mivel ¢ érintd, ezért ennek az egyenletnek pontosan egy megolddsa van, azaz diszkrimindnsa 0:

(—2au — 4)* — 4a (auz +16) =0

4a*u” + 16au + 16 — 4a*u* — G4a = 0

an —4a+1=0
l=a(4—-un) (1.35)

Tekintsiik az (1.34) és az (1.35) egyenletekbdl dll6 egyenletrendszert:
4=a(5-u)?
1=a(4—u)

a # 0 éreelemszerten, S # u és 4 # u, kilonben nem realizdlédna a parabola. Eszerint oszthatjuk egymdssal
az egyenleteket:

fe (5—u)’
4 —y
16 — 4u = 25 — 10u + u*
0=u’>—6u+9
0= (u—3)

Eszerint # = 3. Helyettesitsiink be az (1.35) egyenletbe: 1 = 4 (4 — 3), vagyis 2 = 1. A keresett parabola
egyenlete tehdt y = (x — 3)?, melyet az 1.34. dbrdn dbrizoltunk.

1
1.119. Feladat ([2] 4117). Azx* = 16y egyenletl paraboldhoz érintét hizunk, amely merdleges azy = — 5%

egyenlet( egyenesre. irjuk fel az érinté egyenletét.

1
Megoldds. Legyen a széban forgé érintd e. Mivel ¢ merdleges azf : y = —5% egyenleti egyenesre, ezért

1
meredeksége 7, = ——— = 2. Ebb&l kévetkezik, hogy egyenlete ¢ : y = 2x + b alakd. Nézzitk az egyenes éa
m A

a parabola k6z6s pontjait meghatdrozé egyenletrendszert:

1,
)’—Ex
y=2x+b
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IV O Y

NN W

1.34. 4bra

A kovetkezd egyenletet kapjuk:
1
—x?=2x+b
16
0 = x* — 32x — 16b
Mivel érintérél van szé, a kapott masodfokd egyenlet diszkrimindnsa 0:

1024 — 4 - (=16b) = 0
1024 = —64b
b=-16

A keresett érintd egyenlete tehdt e : y = 2x — 16, melyet az 1.35. 4brdn dbrizoltunk.

1
1.120. Feladat ([] 4130). Hatdrozzuk mega (9;2) pontbdl az y = 3—6x2 egyenletd parabolihoz hizhaté

érint8k egyenletét.

Megoldds. A parabola tengelye pirhuzamos az y-tengellyel, igy az érint8k biztosan nem pirhuzamosak az
y-tengellyel, vagyis van meredekségiik. Emiatt a keresett érint6 egyenlete ¢ : y — 2 = m (x — 9) alakq, azaz
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16 |
14+
12
10+

NS I NN

-2 4 6 /8 10 12 14 16 18

1.35. dbra

¢:y=mx— 9m+ 2. Tekintsiik az ¢ és a parabola egyenletébdl 4116 egyenletrendszert:

1
7= 36"

y=mx—9m+2
Ebbdl a kovetkezd misodfoku egyenletet kapjuk:

— 2 = mx—9m+2

36
x> = 36mx+324m—72=0

Mivel e érintd, ezért ennek az egyenletnek egyetlen megolddsa van, ami pontosan akkor teljesil, ha diszkri-
mindnsa 0:

1296m* — 4 (324m —72) = 0
1296m> — 1296m + 288 = 0

M —9Im+2=0

W N

, my = —. Két megolddst kaptunk tehdt:

[SSET

Ennek megolddsai m; =

1 2
el:y—Zzg(x—9), elzy—Zzg(x—9).
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A kapott egyeneseket az 1.36. dbrdn dbrizoltuk.

X
7 8 9 10 11 12 13 14 IS

1.36. dbra
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koroké, 67
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normilvektoros, S
tengelymetszetes, 8
pilya, 3
paraméteres egyenletrendszere, 4
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egyenlet
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H
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irdnytényezds egyenlet, 10

irdnyvektor, 3
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sugara, 33
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hatvinypontja, 69
hatvédnyvonala, 67, 68
korre vonatkozé hatviny, 67
kozéppont
koré, 33

M
meredekség, 8

N
Newton . torvénye, 3
normélegyenlet
egyenesé, 29
koré, 68
normilvektor, 4
normadlvektoros egyenlet
egyenesé, 5

P
pilya
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paraméteres egyenletrendszer
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paraméteres vektoregyenlet, 3
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S
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