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1.

Sorozatok

f\ (;i,' S I1SISKOLAS korunk 6ta taldlkozunk a sorozatokkal, vagyis szimok egymdst kévetd sorozatdval. Koz-
G‘ - '—/%v ismert feladat, hogy folytassuk a 2, 4, 6, 8, stb. vagy éppen a 2, 3, 5,7, stb. kezd8elemekkel ren-
A "h delkezd sorozatot. Matematikai szempontbdl egy olyan szimsorozatot tekintiink jél definidltnak,
ahol egyértelmtien megmondhatd, mi a sorozat z-edik tagja — eszerint az el6z8 feladatokban felsoroldst nem
tekintjiik sorozatnak, hiszen akdrbogyan folytathatéak lennének. ElSszor tehdt a sorozat preciz fogalmdt
adjuk meg, majd a sorozatok tulajdonsigaival foglalkozunk.

1.1. A sorozat fogalma, explicit és rekurziv alak

Motivicié. Ha a sorozat n-edik tagja a,, akkor persze 4, fugg n-t8l. Ez a gondolat vezet el oddig, hogy
a sorozatokat, mint a természetes szimokon értelmezett fuggvényeket értelmezziik, tudniillik az » +— 4,
hozzirendelés megmondja, hogy mi a sorozat z-edik tagja.

L.1. Definicid. Szdmsorozat vagy egyszerien csak sorozat alatt a természetes szimok halmazin értelmezett
valés értékd fuggvényt értiink.

1.2. Példa. Azf : N — R, f(n) = n* — n + 1 fiiggvény tehit sorozat: £(0) = L, £(1) = 1,£(2) = 3,
f(3) =7, stb. Ez azt jelenti, hogy a sorozat nulladik tagja 1, els8 tagja 1, mdsodik tagja 3, harmadik tagja 7,
stb.

Jelolés. Azf (n) kifejezés helyett sorozatok esetén az f;, jeloléssel éliink, s6t: hagyomdnyosan alatin dbécé elsd
betdit haszniljuk: 4,, b,, stb. Az a, kifejezést a sorozat n-edik tagjanak vagy dltalinos tagjanak nevezzik.
Ebben a témakoérben, ha mist nem mondunk, 7 tipikusan természetes szimot, illetve pozitiv természetes
szimot jelent.

Jelolés. Magit az a,, dltaldnos taggal rendelkez sorozatot tébbféleképpen is szokds jelolni: {4, }, (a,), de
akdr csak szimpldn a,,-t is frnak sokszor.

1.3. Megjegyzés. Akkor is sorozatrdl beszéliink, ha a fiiggvény az IN* halmazon van értelmezve. Ez kozelebb
dll a hétkoznapi értelmezéshez is: a sorozat elsd tagja 21, mésodik tagja a2, stb, és nincs nulladik tag. Az sem

okoz ugyanakkor zavart, ha a sorozat tagjairdl csak bizonyos 7 értéktdl kezdve beszéliink. Ez f8ként akkor

2n+5 ,
sorozatot érdemes csak

hasznos, ha a sorozat valamely » € IN értékre nincs értelmezve: pl. aza, =

n > 4,n € IN esetén értelmezni, hiszen » = 3-ban 4, nem értelmezhetd. Ekkor a sorozat elsé néhdny tagja:

15 17
as =13,a5 = 5,46 = ?,stb.
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1.4. Példa. Az dltalinos iskoldsok az aldbbi feladatot kaptik: folyrasd a kovetkezd sorozatot: 1, 2, 3, 4, ....
Erre a tobbség a kovetkezd vélaszt adta: 4, S, 6, 7, stb, ezzel az 4, = n sorozatot definidltdk. Izgalmasan
Gondolkodé Oszkdr viszont a kovetkez8képpen gondolkodott: a 4 dgy dll el8, mint 1 + 3. A kovetkezd
tagja a sorozatnak emiatt 2 + 4 = 6, majd a kovetkezd tag 3 + 6 = 9, stb, a negyediktdl kezdve minden tag
ugy keletkezik, hogy az el8tte 1év8hoz hozzdadjuk a hirommal elStte 1évé tagot. Mindenkinek igaza van:
egyfajta logika alapjdn mindkét sorozat megfelel6 megoldds abban az értelemben, hogy az elsé négy tagjuk
1, 2,3, 4.

Az1.4. példiban sorozatok kétféle tipikus megaddsit szemlélhetjitk meg.

1.5. Definicié. Egy sorozat explicit alakja a sorozat n-edik tagjinak képlettel t6rténé megadisa.

1.6. Definici6. Egy sorozat rekurziv megaddsa a kovetkez8: megadjuk a sorozat elsd £ tagjit, majd a k + 1.
tagtl kezdve minden tagot az elStte 1év6 k tag segitségével, adott szabdly szerint hatdrozzuk meg. Az ilyen
megaddst k-adrendii rekurzionak nevezzik.

1.7. Példa. Az1.4. példiban az els6 megolddst az @, = 7 explicit alakban adott sorozat szolgéltatja. Izgal-
masan Gondolkodé Oszkir megolddsa aza; = 1,45 = 2,43 = 3,4, = 4,-3 + 4,-1, # > 4 harmadrendd
rekurzié.

1.8. Példa. Tovibbi nevezetes sorozat a Fibonacci-sorozat, melynek rekurziv alakja: /i = 1, /> = 1, tovdbb4
fn = fa—2 + fu-1han > 3. A Fibonacci-sorozat elsé néhdny tagja: 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, S5, 89, stb.
Magit a nevét Leonardo Pisano, népszertibb nevén Fibonacci (~ 1170— ~ 1250) itdliai matematikus utdn
kapta, aki Liber Abaci cim@ mivében ismertette meg az eurdpai kulttirkdrrel ezt a sorozatot. Egyébként
ezen md nyomdn terjedt el Eurépdban az arab szdmirds és a helyiértékes {rismdd is.

1.9. Megjegyzés. Fibonacci magit a nevezetes sorozatit nyulpirok szaporoddsdnak modellezésére haszndl-
ta. Ez persze idedlis szaporulatot feltételez, de ettd] fuggetleniil is a Fibonacci-sorozat, illetve egy¢b rekurziv
sorozatok megjelennek a természetben is. Tegyiik fel példdul, hogy egy fa a kévetkez8képpen névekszik: az
elsé évben hajt egy torzset (ez az elsd 4g), majd a frissen kihajtott torzs pihen. A mdsodik év végén a torzs
eligazik. Az j dg egy évet pihen, majd az is eldgazik, a mdr kordbban is 1étez8 torzs ismét eldgazik. Ezt az elji-
rést folytatjuk: a mir kordbbi években is 1étez8 dgak (beleértve a torzset is) minden tovibbi évben eligaznak,
¢és minden 0] 4g egy évet pihen, majd tovébb dgazik az 1.1. 4brdn lithaté médon (az 0j dgakat zold szinnel, a
mir régebbieket barna szinnel jeloltiik).

Az els6 év végén 1, a mdsodik év végén 1, a harmadik év végén 2, majd 3, 5, 8, stb. 4ga van a fdnak. Ez ép-
pen a Fibonacci-sorozat: az elsé két tagja 1, és utdna minden tag az 8t megel8z8 két tag 6sszege. Valdban: egy
évben annyi 4g van, mint amennyi el6tte évben volt, plusz még a két évvel azelStti d4gak mennyisége, hiszen
azok is hajtanak mdr egy év pihenés utdn. A novekedés ilyen jellegli rekurziv kddoldsa gyakori a természet-
ben, mivel nagyon egyszeri mddja 6sszetett struktdrak létrehozdsinak. A finak nem kell zudnia, hogy hiny
dganak kell lennie adott id6 mulva, egyetlen informici6 elegendd: ha egy d4g mar valamennyi idés elmult,
akkor hajtson tovibbi dgat/dgakat.

Misik tipikus példdja a Fibonacci-sorozat dbrdzoldsdnak a Fibonacci-négyzetek sorozata, illetve a bele
rajzolhaté Fibonacci-spiral (1.2. 4bra): az egymds mellé rajzolt négyzetek oldalhosszusdga rendre 1,1, 2, 3, 5,
stb., mig beléjiik negyedk6rokbdl folytonos, megtorés nélkiili vonal rajzolhatd. Ilyen alakt példdul a csigds-

polip hiza.
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6. év

5. év

4, év

3. év

2. év

1. év

1.1. dbra
7T
1/

1.2. 4bra

Motivicié. A rekurziv alak megaddsa sokszor egyszertibb, ugyanakkor az explicit alak konkrét lehet8séget
ad egy sorozat n-edik tagjinak kiszimoldsira. Felmertl a kérdés, hogyan tudunk rekurziv alakban megadott
sorozatokat explicit alakban felirni? Amennyiben kialakul egy sejtéstink az explicit alakra vonatkozdlag, azt
teljes indukcidval bizonyithatjuk.

Emlék. A teljes indukcids bizonyitis sordn Ay, A, A3, stb, n-tél fiiggd 4llitisok mindegyikét bizonyitjuk a
kovetkezd két lépésben:

1. Megmutatjuk, hogy 4 igaz.

2. Feltesszik, hogy 4, igaz: ez az indukcids feltétel. Majd ezt felhaszndlva megmutatjuk, hogy ebben az
esetben 4,41 is igaz.

Mivel 4 igaz, és igazoltuk, hogy az dllitds igazsiga n-rél n + 1-re 6roklédik, az dllitds minden 7-re igaz lesz.

1.10. Példa ([1] 269/4). Hatdrozzuk megaza, = {/1+ di_l, a1 = 1sorozat explicit alakjdt!

p)
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Megoldds. Nézzitk meg az elsé néhdny tagot, hdtha észrevesziink valamit. 2 = 1,4, = V1+12 = V2,

2 2
az =41+ (\/5) =VI+2=V3,a5=1/1+ (\/g) = V1 + 3 = V4. Kialakul a sejtésiink, hogy a sorozat
explicit alakja 2, = V7.

Ezt a sejtést teljes indukciéval bizonyitjuk.
L an=lrea =1=V1,a explicit alak 7 = 1-re rendben van.
2. Tegyiik fel, hogy 4, = V/n teljesiil az n-edik tagra. Ekkor az 7 + 1-edik tagra:

Anil ? \J1+42 ? 1+(\/Z)2:V1+n:\/n+1,

rekurzié ind. felt

vagyis az explicit képlet 4,,41-re is rendben van.

Az explicit képletet a teljes indukcid elve alapjin beldttuk. Nem gydzziik hangstlyozni, hogy az 2, = vn
mennyivel egyszer(ibb alak, mint a rekurziv képlet. Segitségével példdul azonnal meg tudjuk mondani, hogy
a sorozat szdzadik tagja 4100 = V100 = 10, a rekurziv alakbdl ez 99 behelyettesités utin jon csak ki.

1.1.1. Szimtani és mértani sorozatok

Motivicié. Nevezetes sorozatok az olyan szimsorozatok, ahol az egymist kovetd tagok kiilonbsége 4llando,
vagy éppen az egymadst kovetd tagok hdnyadosa dllandé. Gyakorlati jelentéségiik miatt ezeket kiilon tdrgyal-
juk.

L.11. Definicié. Az {a,} sorozat szdmtani sorozat, ha birmely két egymds utdni tagjinak kiilonbsége 4l-
landé. Ezt az dllandét a szdmtani sorozat kilonbségéncek vagy differencidjinak nevezzik.

Jelolés. A szimtani sorozat differencidjanak jelolése: d.

Az {a,} sorozat tehdt szimtani, ha minden » > 2 esetén a, — a,-1 = d, avagy a, = a,—1 +d. Az
elsé tag megaddsa mellett ez a szdmtani sorozat rekurziv alakja. Az explicit alakot az elsd tag és a differencia
ismeretében megsejthetjiik, majd a képletet teljes indukciéval bizonyithatjuk.

1.12. Tétel. Ha egy szdmtani sorozat elsd tagja 1, differencidja d, akkor n-edik tagja: 2, = a1+ (n — 1) - d.

Bizonyitds. Teljes indukciéval.

1. » = l-re: a bizonyitandé képlet bal oldala 41, jobb oldala: = 2; + (1 = 1) - d = a1, vagyisn = 1-rea
képlet helyes.

2. Tegyiik fel, hogy a képlet helyes n-re, azaz a,, = a1 + (n — 1) - d. Ekkor n + I-re:

Ayt ? a,+d ? ay+(n=1)-d=ay+nd—d+d=a1+((n+1)-1) -4,

rekurzié ind. felt.

azaz a képlet 7 + 1 esetén is helyes.

A teljes indukci6 elve értelmében az 4llitdst beldttuk. o
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1.13. Megjegyzés. A szimtani sorozatok rendelkeznek egy szép dtlagolé tulajdonsdggal: ha a sorozat z-edik
tagja a,, akkor az 6t megel6z6 tag 2,1 = a, — d, az 8t kovetd tag a,41 = a, + d. Ekkor a, szomszédainak
dtlaga:
Ap-1+any  ap—d+a,+d
2 B 2
azaz a szdmtani sorozat barmely tagja (a mdsodiktol kezdve) elddll, mint szomdédos tagjainak szamtani ko-
zepe. Ugyanigy beldthatd, hogy amennyiben z — £ > 1, ugy

An—ttadntk
2

is igaz birmely 7-re. Innen ered a szimtani sorozat elnevezés.

n

1.14. Definici6. Az {a,} sorozat mértani sorozat, ha birmely két egymds utdni tagjinak hdnyadosa 0-tdl
kiilonbo6z8 dllandé. Ezt az dllandét a mértani sorozat hdnyadosinak vagy kvdciensénck nevezziik.

Jelolés. A mértani sorozat kvédciensének jelolése: 4.

a
Az {a,} sorozat tehit mértani, ha minden » > 2 esetén —— = q, avagy a, = d,-1 - q. Az elsé tag
an-1
megaddsa mellett ez a mértani sorozat rekurziv alakja. Az explicit alakot az elsé tag és a kvdciens ismeretében
megsejthetjitk, majd a képletet teljes indukciéval bizonyithatjuk.

1.15. Tétel. Ha egy mértani sorozat elsé tagja 21, kvéciense g, akkor n-edik tagja: 2, = a1 - "

Bizonyitds. Teljes indukciéval.

-1

1. 7 = l-re: a bizonyitandé képlet bal oldala 41, jobb oldala: = 4; - ql = ay, vagyis n = 1l-re a képlet

helyes.
2. Tegyiik fel, hogy a képlet helyes n-re, azaz a,, = a; - q”_l. Ekkor 7 + 1-re:
G T anq T ar 77 g=ar-q" =a- "7,
rekuraié ind. fel.
azaz a képlet 7 + 1 esetén is helyes.
A teljes indukci6 elve értelmében az dllitast beldttuk. O

1.16. Megjegyzés. A mértani sorozatok is rendelkeznek egy szép kozépéreek tulajdonsdggal: ha a sorozat

n_n

. . ” ap ” .. ” 7 .
n-edik tagja a,, akkor az 6t megel6z6 tag 2,1 = —, az St kovetd tag a,41 = 4, - q. Ekkor 4, szomszédainak

Szorzata
a

_%n _ 2
Ap—1 " aAn+l = “dp g = a,.
Ha most a, > 0 is teljestil minden #-re, akkor az

Van-1"an+l = dp

osszefliggést kapjuk, azaz a pozitiv tagokbil dlld mértani sorozat barmely tagja (a mdsodiktdol kezdve) eldill,
mint szomszédos tagjainak mértani kozepe. Ugyanigy beldthatd, hogy amennyiben » — £ > 1, ugy

_ 2
An—tk " Antk = 4y

is igaz barmely 7-re. Innen ered a mértani sorozat elnevezés.

7
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1.17. Megjegyzés. Az explicit alakokbdl l4tszik, hogy a szimtani sorozat egy természetes szimokon értelme-
zett linedris fiiggvény, mig a mértani sorozat pozitiv kvéciens esetén egy természetes szimokon értelmezett
exponencidlis fiiggvény. A mértani sorozat viszont bizonyos tekintetben 4ltalinosabb, mint egy exponen-
cidlis figgvény, mert alapja, azaz g lehet negativ is. Ilyen mértani sorozat példdul az 4, = (—1)” sorozat,
melynek elsé tagjaa; = —1, kvociense —1. Mivel itt most 7 természetes szdm, ezt konnyen tudjuk értelmezni,
mikézben az x > (—1)* exponencidlis fliggvényt nem értelmezziik tetszdleges valds x esetén.

1.2. Osszegzések

1.2.1. Hatvinyosszegek
Emlék. Azay +ay +... + a, 6sszeg jelolésére réviden a szumma jelet hasznéljuk:

n

Zﬂi:dl+42 +...+a,
7=1

A szumma jel6lés definici6jdbol kovetkeznek a kévetkez8 azonossigok:

n n

i(&li +b;) = Zn‘/q + i b Z c-a;=c- Zal-.
=1 =1 =1

i=1 i=1
Emlék. Koribban igazoltuk, hogy

. 21'2@5 . i"zz n(n+1)6(2n+1); R (n(n+1))2.
=1 =1 i=1

Ezek nevezetes Osszegképletek, az igazoldsukat teljes indukcidval végeztiik el.

n
Most egy olyan dltalinos médszert mutatunk, amely az Z z'/e, keZ* Osszeg zdrt alakjinak felirdsit adja

=1
n

meg, amennyiben ismertek a Z i tipust Osszegek 1 < / < k esetén. Igazoljuk példdul a kobszdmok Gssze-
=1

gére vonatkozo képletet, amennyiben ismert az elsd hatvinyokra, illetve a mdsodik hatvinyokra vonatkozé

osszegképlet.

Emlék. Hag, b € R, n > 1 egész szdm, akkor
n _ c n\ n—kik
(a+b) —Z(/e)“ b,
k=0
Ez a binomidlis tétel.
Fejtsiik ki az (7 + 1)* hatvényt a binomidlis tétel segitségével.

G+ = +4° + 6% +4i + 1.
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Osszegezziik ezt az azonossdgot 7 = 1; 2;... ; n-re! A szummdra vonatkozé azonossdgokat is figyelembe véve:

n

Z(z+1)4 Z 7 +4z'3+61'2+4z'+1)
Z(z+1)4 Zz +4Zz +621 +4Zz+21

=1

n

Indexeljiik 4t a bal oldali szummat: Z (+1)* = Z i*. Ezutdn kivonunk az egyenlet mindkét oldaldbdl
i=1 =2
2y i*-t: ekkor a bal oldalon majdnem az Ssszes tag kiesik (¢eleszkdpos dsszeg):

n+l

21'4—Zn:z'4 :4Zn:z'3+6zn:z'2+4znlz'+znll

=2 =1 =1 =1 =1 =1

(n+1)%-1* :427[11'3+62n:z'2+4zn1i+zn:1
=1 =1 =1 =1

Hasznéljuk fel, hogy a mésodik, illetve els8 hatvinyok Gsszegére ismerjiik a zdrt alakot, tovdbb4 hogy Z 1=

i=1
n:

n
2z +1 1
(n+1)4—1:4Zz'3+6-n(n+ J2n+D) |, 20¥D)
: 6 2

Rendezziik az egyenletet a keresett kifejezésre, majd szimolgassunk:

4Zn:'3—(n+1)4—n(n+1)(2n+1)—2n(n+1)—(n+1)
42 =(n+1) (n+1)° —n(2n+1) — 2n +1))
42 =(n+1) ((n+1)° = 2n+1)(n+1))
421’3:(n+1)2((n+1)2—2n—1)
42 = (n+1)2 (P +2n+1-2n-1)
421’3 = (n+1)*n*
=1
Zn:iz’— (n+1)n 2
=1 ,

i=1

Ezzel igazoltuk az el6 # db pozitiv szim kébének Gsszegére vonatkozd képletet. Ugyanez az eljirds miikodik
magasabb egész kitevSkre is: a negyedik hatvinyok dsszegéhez példdul az (1 + 7)° kifejezést kell a binomialis

9
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tétel segitségével kibontani, majd szummadzni 1-t8l #-ig, és haszndlni a kisebb hatviny6sszegekre vonatkozé

képleteket.

1.18. Feladat ([2] 1048). Hatdrozzuk meg az aldbbi hatvinydsszegeket.

a) 12 +22+3%+...+10% ) P+22+33+...+10%
b) 72+82+9%+...+17% d) S*+6>+72 +... +13%.
n
+1)(2z+1
Megoldds. a) Tudva, hogyZ:z'2 = nin )6( e ),akérdéses Osszeg:
10
10-11-21
12+22+...+102:Zi2:7=ﬁ-

=1

b) Ugyanigy:

6
17-18-35  6-7-13
72+ 8+, +177 = 2 = 1694.
Z ;Z 6 pr—

2
nn+1
( ) ) , akérdéses Osszeg:

c) Tudva, hogyz 2= (
=1

(SM)

10 2
10 - 11
P+2+...+10° = E z'3:(T) =3025.
=1

d) Ugyanigy:

13 4 2
13 14\> (4-5
P +63+...+13%3 = o /—— —| =818l
Z ;Z 2 p—

1.19. Feladat ([2] 1056. b)). Hatdrozzuk meg az alibbi sszeget (n € INT):

1:342-4+...+n(n+2).

Megoldds. A szummdzdsra vonatkozé Osszeftiggéseket haszndlva:

n n

1-3+2-4+...+n(n+2)=Zi(z’+2)=2(z’2+21 :Zz +ZZZ—

=1 =1
_ n(n+1)(2n+1) oy n(n+1) _ n(n+l)(2n+7)'
6 2 6

1.20. Feladat ([2] 1057. a)). Hatdrozzuk meg az aldbbi 6sszeget (n € IN*):
1-2-3+2-3-4+...4+n(n+1)(n+2).

10
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Megoldds. A szummdzdsra vonatkozé Osszeftiggéseket haszndlva:

n n
1-2-3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2)=Zz’(z’+1)(z’+2):Z(z'3+3z'2+2z') =
=1 =1

n n n 2 2
+1 +1)(2n+1 +1
N T 3 S P L ULL I CARIC IR IURS 1
=1 =1 =1

4 6 2
_ wW(n+1)?+2n(n+1)(2n+1) + 4n(n +1) _ nn+l) (n(n+1)+22n+1) +4) _
4 4
_n(n+1) (n* +Sn+6) _n(n+1)(n+2)(n+3)
B 4 B 4 '

1.2.2. A szimtani sorozat és a mértani sorozat dsszegképletei

Motivicié. Tovibbi 6sszegzéseket végezhetiink a nevezetes sorozatok 6sszegképleteinek meghatérozdsival.
A szdmtani sorozat esetén az 1 + 2 +... + n Osszeg meghatdrozdsinak Gauss-féle médszerét dltaldnositjuk.
A legenda szerint a kiss Gausstdl és osztlytdrsaitdl tanitdjaaz 1+ 2 +... + 100 Ssszeg meghatdrozdsit kérte,
hogy lefoglalja 8ket. Gauss a kovetkez6t figyelte meg: 1+100 = 101, 2+ 99 = 101, 3+ 98 = 101, stb. Emiatt,
ha a kérdéses Gsszeg kétszeresét irjuk fel, az SO darab 101-es tag 6sszegeként irhatd fel. Mivel igy a kérdéses
Osszeget kétszer szimoltuk, az els szdz pozitiv egész Osszege 1 + 2 4+ 3 +... +100 = 101 - 50 = 5050. Ezen
modszer — egy kis mddositdssal — tetszdleges szimtani sorozat esetén alkalmazhatd.

a)+ay,
7

1.21. Tétel. A szimtani sorozat elsé 7 tagjinak 6sszege: S, = 5

Bizonyitds. Legyen a szimtani sorozat differencidja d. Irjuk le a szimtani sorozat els 7 tagjinak Gsszegét
egyszer oda-, misszor visszafele.

S, =ay+ar+az+...va, ,+a, 1+a,

S, =a,+a, 1+va, r+...vaz+ar+a

Adjuk 6ssze ezt a két egyenletet! Vegyiik észre, hogy 4> + 4,1 = a1 +d+a, —d = a1 + a,,a3 + a4, =
a1 +2d +a, — 2d = ay + a,, stb, birmely kett8 egymds alarti tag dsszege a1 + a,, a szdmtani sorozat képzési
szabalydbdl kifolydlag. Ezdltal az egyenletek 6sszeaddsival kapjuk, hogy

28, =a1+a,vta1ta,var+ta,+...+a1+a,+a+a,
28, =(a1+a,)  -n

2-vel osztva az egyenlet mindkét oldaldt, a bizonyitandé egyenléséget kapjuk. O

1.22. Kovetkezmény. Szimtani sorozat esetén 2, = a1 + (n — 1) d. Az el6z6 képletbe helyetesitve igy a
kovetkezd Gsszefiiggést kapjuk:
2m+(n—-1)d

Sn
2

1.23. Példa. Egy szinhiz néz8terének elsé sordban 10 szék van, minden tovébbi sorban 2-vel t6bb szék,
mint az el8tte Iévében. Hényan férnek el Gsszesen a néztéren, ha 13 széksor van?

11
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Megoldds. Az egyes sorokban 1év8 székek szdma szdmtani sorozatot alkot, ahol 41 = 10,d = 2,» = 13. A

székek szdma Osszesen
2-10+12-2
Siy= > 13=186

]
1.24. Tétel. A mértani sorozat els6 # tagjinak Gsszege: S, = alq—l, hag # 1, ha pedig g = 1, akkor
q

Sn:n-al.

Bizonyitds. Legyen a mértani sorozat kvéciense g # 0. Ekkor a, = a1 - "% frjuk fel ennek megfelelGen az
elsd n tag Osszegét:

S,=a1+ar+...+a,1+a,

Sy =a1+aiq + alqz +...+ alqn_z + alq”_l
Szorozzuk meg ezt az egyenletet g-val, majd irjuk az S,-t madé egyenlet sora ald:

S, :al+alq+alqz+...+alq"_2+

qSy = a19 + alqz + 4143 +...+ +a19"
Vonjuk ki az alsé egyenletbdl a felsét: teleszképos 6sszeget kapunk a jobb oldalon.

an —Sn = ﬂlqn —a
(g-1)Si=a1(q" 1)

Ha most g # 1, akkor g — 1 # 0, oszthatunk vele, és a bizonyitandé tétel egyik részét kapjuk:

" —1
Sn = dlq .
q-1
Ha g = 1, akkor nem oszthatunk ¢ — 1-gyel, ekkor viszont a sorozat minden tagja egyenld a;-gyel, s igy
S,=n-aj. O

1.2.3. Alkalmazasok

Motivicié. A szimtaniés mértani sorozatok osszegképletének ismerete tovabbi rekurzidk explicit alakjinak
meghatdrozdsit teszi lehetdvé a teljes indukcids megolddsokon tul.

1.25. Példa ([1] 273/1 nyomdn). Tekintsiik az 2, = 24,1 — 1,7 > 2, a1 = 2 rekurziv sorozatot! Adjuk
meg a sorozat explicit alakjdt!

Megoldds. A sorozat els6 néhiny tagja: a1 = 2,42 = 3,a3 = 5,44 = 9,as = 17. Ez alapjn kialakulhat a
sejtésiink, hogy a,, = 277! + 1. Ez teljes indukciéval igazolhaté is.

1. n = 1-re: a bizonyitandé képlet bal oldala 4; = 2, a jobb oldala: 24 1=1+1=2,a képlet helyes.
2. Tegyiik fel, hogy a képlet helyes 7-re, azaz a,, = 2771 4 1. Ekkor 7 + 1-re:

an = 2a, — 1 = 2- (27 ) —1=2-2"T 42— 1=2" 41 =20 4y

rekurzié ind. felt.

vagyis a képlet 7 + 1-re is helyes.

12
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A teljes indukcid elve értelmében az dllitdst beldttuk.

Mit tehetlink, ha nem jon az ihlet, és nem jon a sejtés? Egy mdsik lehetséges megolddst szolgdlat a
kiilonbségsorogat modszere. Tekintsik a d,, := a, — a,-1, n > 2 sorozatot. Ennek elsé eleme egyrészt
dy = a, — a1 = 1, mésrészt

dp = ay — ap1 ? 2ap1=1= (2,2 —1) =2(a,-1 — a,-2) = 2d,-y,

rekurzié

han > 3. Eszerint d,, mértani sorozat, melynek els6 eleme d, = 1, kvéciense 2. Az {a,} sorozat elemeit a
kiilonbségsorozat elemeivel a kévetkez8képpen irhatjuk fel:

6122611+d2
as :dz+d3:ﬂl+dz+d3
44:d3+d42611+d2+d3+d4

n
ézn:an_1+d:al+2d,'.

=2

A kapott szumma egy olyan mértani sorozat elsé # — 1 elemének Gsszege, melynek elsé eleme 1, kvéciense 2.
Ennek megfelel6en

1 q

a,=2+1- =242 1=2"141

amit kordbban teljes indukcidval is igazoltunk. Elénye ennek a megolddsnak, hogy nem kell megsejteniink
az explicit alakot, mig a teljes indukcié haszndlatdhoz ez elengedhetetlen!

1.26. Feladat ([1] 278/1). A {b,} sorozat rekurziv alakja b, = b, + 2n —17,han > 2és b = 3.
a) Hatdrozzuk meg az explicit alak segitségével by éreékét!

b) Mennyi a sorozat elsé 20 tagjdnak Gsszege?

Megoldds. a) Ismétakillonbségsorozat médszerével dolgozunk. d, = b, — b,y = 2n—17,han # 2. Most
nincs sziikség d,-re vonatkozo rekurzid felirdsira, mert ez egyszer(ien felosszegezhetd:

n n . n . n 2+n
bn:b1+22dl~=3+zz(21—17):3+2221—Zzl7=3+2~ (=)= (n-1)-17=

=3+(n-1)2+n-17)=3+(n—-1)(n—15).

Eszerint by =3 +19-5 = 98.

b) A sorozat explicit alakjdt, illetve a nevezetes Gsszegképleteket haszndlva:

20 20 20 20 20 20
S= ) bi=) B+E-1)(-15) =) (F-13i+15)= ) 2 -13 ) i+ ) I5=
=1 =1 =1 =1 =1 =1
20-21- 41 20-21
= ———-1 +20 - 15 = 440.
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1.27. Feladat ([1] 278/2). A {c,} sorozat rekurziv alakja ¢, = ¢,—1 + n>—17n+2,han > 2és¢q = 1.
a) Hatdrozzuk meg az explicit alak segitségével ¢y értékét!

b) Mennyi a sorozat elsé 20 tagjdnak Gsszege?

Megoldds. a) A kulonbségsorozat mostd, = ¢, — ¢,—1 = n* —17n + 2, han > 2. A sorozat n-edik tagja:

cn_:cl+zn:d,' :1+Zn: (z‘2—17z'+2) :1+zn:z'2—17zn:z'+zn:2:
i=2 i=2 =2 =2 i=2

:1+n(71+1)(2n+1) _1_17(7z(n2+1) —1)+2(7z—1)=

6
+1)(2zn+1) — 51 +1)+102 +1)(2z+1-51) +102
D@D S D 02 ) et DO S0 02
:2n(n+1)(n—25)+102+2(ﬂ_1):n(n+1)(n—25)+51+6n—6:
6 3
(n2+n)(n—25)+6n+45_n3—24n2—19n+45
B 3 B 3 '
203 — 24 -20% =19 - 20 + 45
Ennek megfelelSen cy9 = 3 = —645.

b) A sorozat explicit alakjit, illetve a nevezetes 6sszegképleteket haszndlva:

20 20 20
Sz():Zl:l —2413—191+45__Z SZ ——21'4‘21:45:
i= i=

1 202-212 o 20-21-41 19 20-21

- + 20 - 45 = -8, 690.
3 4 6 3

1.28. Példa ([1] 282/4). a) Adjukmegaza, = 3a,-1+2",n > 1,a¢ = 1 rekurziv sorozat explicit alakjit!

b) Irjuk fel a sorozat elsé 7 elemének Gsszegét # fiiggvényeként!

1.3. Linearis rekurziék

Motivicié. A rekurziv sorozatok explicit alakjinak meghatirozdsa 4ltaliban nehéz feladat. Specidlis ese-
tekben megsejthetjiik az dltalinos tagot, és ekkor ezt teljes indukciéval igazolhatjuk, de ez a gyakorlatban
meglehet8sen ritkdn jon Gssze. Szintén specidlis esetként meghatdroztuk a szimtani, illetve mértani soroza-
tok explicit alakjit, illetve a kiilonbségsorozat médszerével tovibbi rekurzidkat oldottunk meg. Egy tovibbi
dltaldnositdsi lehet8ség, hogy bir a mértani sorozatnil dltaldnosabb, de még mindig igen specidlis rekurzidkat

prébalunk megoldani.

1.29. Definicié. Az a, = ¢, 14,1 + Ch_2dn_2 + ... + C,_pa,_; rekurziét, ahol ¢,_1, ¢,—2,..., ¢,—; adott
valés konstansok, a1, a2, . . ., a, értéke pedig szintén adott, k-adrenddi linedris rekurzionak nevezziik.
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1.30. Megjegyzés. Egészen pontosan k-adrendi, dllandd egyiitthatds, homogén linedris rekurziorol beszé-
link, de mi most maradjunk egyszer(ien a linedris rekurzié elnevezésnél. A k-adrendsi kifejezés arra utal,
hogy a sorozat elsé & tagja adott, a tovabbiak koziil pedig tetsz8leges elem az 6t megel6z6 k tag linedris kom-
bindcidjaként ill el8. A linedris kombindcié miatt nevezziik a rekurzidt linedrisnak.

1.31. Példa. & = 1 esetén a sorozat elsé tagja adott, és a misodik elemtdl kezdve 4, = ¢,—14,-1. Ez éppen a
mértani sorozat esete: ¢,—1 = g jeloléssel élve ldttuk, hogy az dltalinos tag: 2, = a; - q”'l.

1.32. Példa. k = 2-re specidlis sorozat a Fibonacci-sorozat, hiszen ott @, = a,_1 + a,_» a rekurziés Sssze-
tiggés, vagyis ¢,—1 = 1, c,—2 = 1, a sorozat elsé két tagja pediga; = 1,2, = 1.

Motivicié. A Fibonacci-sorozat explicit alakjinak felirdsin kereszttl olyan médszert mutatunk, mely egé-
szen dltalinos médon mds masodrendd linedris rekurzidk megolddsa sordn is alkalmazhato.

1.33. Példa. [[1] 283/6] Allitsuk el a Fibonacci-sorozat explicit alakjat!

Megoldds. A Fibonacci-sorozat rekurzidja:

S = fo1+ faas (1.1)

han > 3,tovibbd f; = f, = 1. Prébidljunk el8szor pusztin olyan sorozatot tallni, amely az (1.1) Gsszefiiggést
teljesiti. Az els6rend( linedris rekurizékndl ldtottak miatt prébdljunk meg ¢” alakt megoldést taldlni, ahol
g # 0 adott valés szim. Ha van ilyen megoldis, akkor az teljesiti az (1.1) rekurziét:

qn:qn—l+ n—2
. 1 7
g ==+
q 4*
1—l+i
q 4*
2 _
7 =q+1
7 -q-1=0

A kapott masodfoku egyenlet a rekurzi6 ugynevezett karakterisstikus egyenlete. Megolddsai:

_1-45 1445
41— 2 > qz— 2 .

1-v5\" 1+v5)\”
2

Azt kaptuk, hogy az a,, = (T ésab, = ) sorozatok egyarint megoldjdk az (1.1) rekurziét.

Jelenleg egyetlen probléma van ezekkel: az elsé két tagja egyik sorozatnak sem 1. Ezen tgy segithetiink, hogy
igyeksziink ezekbdl kiindulva dltalinosabb megolddsokat keresni, ami praktikusan szabad paraméterek meg-
jelenését jelenti a sorozatok explicit alakjdban. Amennyiben ezzel célt ériink, a szabad paramétereket fogjuk
ugy bedllitani, hogy az els6 két tagra vonatkozé feltétel is teljestiljon.

Vegytik észre ugyanakkor akovetkezét: ha {4, } sorozat megoldjaaz (1.1) rekurzidt, akkora { Ca,, } sorozat
szintén megoldja a rekurziét: ezen sorozat minden elemét ugy kapjuk, hogy az {4, } sorozat minden elemét
megszorozzuk egy C € R konstanssal. Valéban: mivel {4, } megoldja a rekurziét, ezért a,, = a,-1 + a,—
teljestil. Ekkor viszont Ca,, = Ca,—1 + Ca,_» is igaz, vagyis {Ca,, } is szintén megoldis.
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Hasonléképp: ha {4, }, illetve {4, } sorozatok megoldjék az (1.1) rekurziét, akkor az {a,, + b, } sorozat is
megoldja: ezen sorozat minden elemét ugy kapjuk, hogy az {4, } és {4, } ugyanolyan indexd tagjait 6sszead-
juk. Valéban: mivel {a,} és {,} is megoldja a rekurzidt, ezért

ap =dp-1+dan—2
by =by1+by
Osszeadva az egyenleteket:
a, + bn = (ﬂn—l + bn—l) + (ﬂn—Z + bn—Z):

vagyis {4, + b, } is megoldis.
Mindezekbdl kovetkezik, hogy az (1.1) rekurzidt az

o5 o5

sorozat is megoldja tetsz8leges C, D valés konstansokkal. Ezutdn hatirozzuk meg C és D értékét tgy, hogy
fi =1és f> = 1teljestiljon! Ez a kovetkezd egyenletrendszer teljestilését jelenti:

o555
o ool -

2

Elvégezve a misodik egyenletben a négyzetre emelést, majd 2-vel szorozva a kévetkez6t kapjuk:
C(l—\/§)+D(1+\/§) =2
C(3—\/§)+D(3+\/§) =2

Kivonva a felsd egyenletbdl az alsét:

20+2D =0
D=-C

irjuk be a D-re kapott értéket példdul az elsé egyenletbe:
C(l—\/§)—C(1+\/§) =2
—2V5-C =2

1
C=-——

V5

1
Ebbdl D = —. Azt kaptuk tehdt, hogy az
NG P gy
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explicit alakkal rendelkezd sorozat egyrészt teljesiti a Fibonacci-sorozat rekurzidjit, mdsrészt elsé és mdso-
dik eleme 1. Ebbdl kovetkezik, hogy a kapott alak a Fibonacci-sorozat explicit alakja. Némivel irodalmibb

véltozatban: 11 N n_ - V5\*
o e )

1.34. Megjegyzés. Az1.33. példa gondolatmenete dltalinosithaté. Mdsodrendd linedris rekurzié megoldi-

sit 4" alaku sorozat formdjdban keresstik, amely a rekurzié karakterisztikus egyenletéhez vezet. Ez egy mé-
sodfoku egyenlet, melynek lehet 2, 1 vagy 0 valds gyoke. Amennyiben 2 valds gyoke van, ugy legyenek ezek
91, 92. A fentiekhez hasonléan Cg7 + Dg’; alakban keressiik a rekurzié megolddsit, a C és D konstansokat
pedig a sorozat elsd két eleme 4ltal meghatdrozott linedris egyenletrendszer megolddsaként kapjuk.

Bonyolultabb esetet jelent, ha a karakterisztikus egyenletnek egy vagy nulla valés gyoke van. El8bbi eset-
ben tovébbi Stlettel még kaphatunk egy mdasik megolddst, és ismét két sorozat linedris kombindci6jdban, a
szabad paraméterek meghatdrozdsival a rekurzié megoldhaté. Amennyiben a karakterisztikus egyenletnek
nincsenck valds gyokei, a megolddshoz muszdj komplex szimokat haszndlni még tgy is, hogy a rekurzié meg-
olddsa végiil valés szimsorozat lesz.

Még dltalinosabban elmondhatd, hogy a k-adrendii (illandé egytitthatés, homogén) linedris rekurziok
megolddsa egy k-adfoku karakterisztikus egyenlet gyokeinek meghatdrozdsira vezethetd vissza.

1.35. Példa ([2] 1019). Adjuk megaz a,iy = ay41 + 6a,, n > 2, a0 = 0, a; = 1 sorozat explicit alakjit!

Megoldds. Keressiik a sorozat dltalinos tagjit 4”, g # 0 alakban! Ekkor a rekurzié:

qn+2 — qn+1 + an
q2 =g+6
4 =9-6=0
A kapott karakterisztikus egyenlet megolddsai: ¢; = —2, g = 3. Keressiik ezutdn a sorozat explicit alakjit

a, = C-(=2)"+ D - 3" alakban! Az els6 két tag alapjin

C-(-2)°+D-3"=0
C-(-2'+D-3'=1

C+D=0
-2C+3D =1

Az els6 egyenletbdl D = —C, amit a masodik egyenletbe helyettesitve:

—2C-3C=1
1

C=--

5

1 1 1
Ebbdl D = 5 A sorozat explicit alakja tehdt 2, = -5 (-2)" + s 3”.

17



SOROZATOK

1.4. Sorozatok jellemzése

Motivicié. A sorozatok specidlis fliggvények, igy felmeriilhet a kérdés, hogy a fliggvények tulajdonsigai
koziil melyek azok, amiket sorozatok esetén is érdemes vizsgdlni. A gyakorlati szempontbdl fontos tulajdon-
sdgok sorozatok esetén a monotonitds illetve a korldtossdg.

Emlék. Azf : Dr - R (Df C R) fuggvény monoton nd/monoton csokken, ha minden x5 x5 € Dr, %1 < x2
esetén [ (x1) < f(x2)/f (x1) > f(x2). Ha ezen tulajdonsigok valamelyike teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy
f monoton.

Azf : Dr — R (Dr C R) tiggvény szigorian monoton nd/szigorian monoton csokken, ha minden
x3%0 € Dy, 21 < xpesetén f(x1) < f(x2)/f (x1) > f(x2). Haezen tulajdonsdgok valamelyike teljesiil, akkor
azt mondjuk, hogy f szigorian monoton.

A sorozatok monotonitdsira vonatkozé definiciék mindezek specidlis esetei: a specidlis értelmezési tar-
tomdny miatt lehetSségiink van a monotonitdst egyszeriibben megfogalmazni, mint azt a fiiggvények esetén
tettiik.

1.36. Definicié. Az {4, } sorozat monoton nd, ha minden n-re a,, < a,41.
Az {a,} sorozat monoton csokken, ha minden n-re 4,, > a,41.
Ha ezen tulajdonsigok valamelyike teljestil, akkor azt mondjuk, hogy {4, } monoton.

1.37. Definici6. Az {a,} sorozat szigorian monoton nd, ha minden n-re a, < a,1.
Az {a,} sorozat szigorian monoton csokken, ha minden n-re 4, > a,41.
Ha ezen tulajdonsigok valamelyike teljesil, akkor azt mondjuk, hogy {4, } szigorsian monoton.

1.38. Megjegyzés. A definicidkat a killonbségsorozat segitségével is megfogalmazhatjuk. Legyend, = a,, —
ay-1, han > 2, az a, sorozat kiilonbségsorozata. Ekkor {4,} monoton né/monoton csokken pontosan

akkor,had,,1 > 0/d,41 < 0,az{a,} sorozatszigorian monoton né/szigortian monoton csdkken pontosan
akkor,had,,; > 0/d,4; < O.

Emlék. Azf : Dy — R (Dy C R) fiiggvény feliilril korldtos/alulrol korldtos, halétezik K € R/k € R,
hogy minden x € Dy esetén f(x) < K/k < f (k).

Ha egy fuiggvény alulrdl korldtos és feltlrdl korldtos, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény korlztos.

Ha egy tiiggvénynek van fels6 korldtja, akkor végtelen sok felsd korldtja van. Amennyiben Iétezik, gy a
tels6 korldtok kozil a legkisebbet legkisebb felsd korldtnak vagy ssupremumnak nevezzik.

Ha egy fuggvénynek van alsé korldtja, akkor végtelen sok alsé korldtja van. Amennyiben Iétezik, agy az
alsé korldtok koziil a legnagyobbat legnagyobb alsé korldtnak vagy infimumnak nevezzik.

Sorozatok korldtossigdra vonatkozdan definicidink analdg viltozatai az dltalinosan fiiggvényekre vonat-
kozé definicidknak.

1.39. Definici6. Az {a,} sorozat feliilrd] korldtos, halétezik K € R, hogy minden n-re a, < K.
Az {a,} sorozat alulrdl korldtos, halétezik £ € R, hogy minden n-re k < a,,.
Az {a,} sorozat korldtos, ha alulrdl korldtos és feltilrdl korldtos.

Amennyiben egy sorozat feliilr8l korldtos, ugy végtelen sok felsd korldtja van. Sorozatok esetében a felsd
korldtok kizott mindig van legkisebb. Ez a valés szimok egy tulajdonsiga, melyet szemléletbdl elfogadunk.
Hasonl6képpen: ha egy sorozat alulrdl korldtos, akkor végtelen sok alsé korldtja van, és az alsd korldtok kizort

mindig van legnagyobb.
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1.40. Definicié. Amennyiben az {4, } sorozat feliilrdl korldtos, gy a fels8 korldtok koziil a legkisebbet
legkisebb felsd korldtnak vagy szuprémumnak nevezzik.

Amennyiben az {a,} sorozat alulrdl korldtos, ugy az alsé korldtok kozil a legnagyobbat legnagyobb also
korldtnak vagy infimumnak nevezziik.

Jelolés. {a,} sorozat szuprémuma: sup 4, infimuma: inf a,,.

1.41. Feladat ([1] 279/9. nyomdn). Legyen 7 pozitiv egész. Adottak az aldbbi sorozatok:
{a,},ahola, = (-2)" + 2%
{b,},ahol b, = |n — 23| — |n — 10];

Vi Vi 2
{¢,},ahol¢, = (sm (E . n) + cos (E . n)) )
Vizsgiljuk meg mindhdrom sorozatot korldtossig és monotonitds szempontjdbdl! Korldtos sorozat esetén
adjuk meg a sorozat infimumdt, szuprémumat!

Megoldds. Az {a,} sorozatban a tagok az index paritdsa szerint eltéréen viselkednek. Han = 2k, k € Z7,
akkor a, = ay, = (—2)% + 2% = 22k 4 92k — . g2k — P2+l _ pn+l 1, pedigz = 2k + 1, k € Z;, akkor
4y = agpey = (—2)2KF1 4 22k = 2k 4 92641 — 0 Azt kaptuk tehdt, hogy

B 2" han =2k ke 7%,
10, han=2k+LkeZ}.

A sorozat els8 néhdny tagjit az 1.3. dbrdn dbrizoltuk.

140+
120+
100 |
80 |
60 |
40

20

1.3. dbra

A sorozat alulrdl korldtos, hiszen minden z-rea, > 0, igy 0 egy alsé korldtja. S8t: pdratlan z-ekrea,, = 0,

igy inf a,, = 0.
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A sorozat feliilrél nem korldtos. Legyen ugyanis K > 0 tetsz8leges valds szim. Oldjuk meg valamely

n = 2k-raaza, > K egyenlStlenséget!
a, > K
arp > K

Vegyiik mindkét oldal 2-es alapt logaritmusit! Mivel a 2-es alapt logaritmusftiggvény szigortan monoton
nd, ezért

2k +1 >log2K

log, K -1
> —_—
2
log, K -1
Ha tehdt £ > —=——— egész szdm, akkor mir 4, = a5, > K. Mivel K tetsz8leges pozitiv szim volt, a,,

feliilr8l nem lehet korldtos: barmely korldt esetén van olyan eleme, mely ennél a korldtndl nagyobb.
7 e . 7 + 7 .
Végiil a sorozat nem monoton, ugyanis birmely £ € 7 esetén aspq1 < dzpsz > doje3, hiszen ezen
reldciélinc kozépsé tagja 2-nek egész kitevsjl hatvinya, sz€lsé két tagja pedig 0.
Nézzik a {,} sorozatot. Az abszolatérték definicidja szerint

n— 23| = n—23 han > 23; n—10] = n—10, han > 10;
" ") —#+23 han<23 7 T\ =2 +10, haz < 10.

Ennek megfelel6en
-n+23—-(-n+10), hal<n <9
b, = —n+23—(n—-10), hal0 <n <22
n—23—-(n—-10), ha23 <,
azaz

13, hal<n <9
b,=4 —2n+33, hal0 <n <22
—13, ha23 <,
A sorozat elsd 26 tagjit az 1.4. dbrin dbrizoltuk.
A sorozat alulrdl korldtos, hiszen minden z-re b, > —13, igy —13 egy alsé korldtja. S6t: n > 23 esetén
a, = —13,1igy inf b, = —13. A sorozat feliilr] korldtos, hiszen minden n-re b, < 13, igy 13 egy fels6 korldtja.

S6t: 1 < n < 10 esetén b, = 13, igy sup b, = 13. Mivel {b,} alulrdl korldtos és feliilrdl korldtos, ezért

korlitos.

Mivel b,41 < b, minden n-re, ezért a sorozat monoton csokken.

A {c, } sorozat esetén az dltaldnos tagot trigonometrikus azonossdgokkal hozhatjuk egyszertibb alakura:
T T 2 T 2 (T T T
Cn = (sm(—-n) +cos(—-n)) = sin (—n) + cos (—n) +251n(—-n)cos(—-n) =
2 2 2 2 2 2
T
=1+sin(2-§ n) =2+sin(nz) =14+0=1

Tehdt {c¢,} = 1 minden z-re, azaz a konstans 1 sorozatrdl van szd.
Ez a sorozat alulrdl korldtos és feltilrdl korldtos, inf 2, = sup a, =1, tehit korldtos. Mivel konstans,

ezért monoton nd és egyben monoton csdkken.
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14
000000000

12
10+

NS )

2 4 6 8 10 12 14 l6el18 20 22 24 26

—12
o000

_14 1

1.4. dbra

1.5. Sorozatok hatirértéke

Motivicié. A tovibbiakban vizsgilatunk 6 tdrgya, hogy nagyon nagy n indexek esetén hogyan viselkedik
eg {a,} sorozat. Tobb tapasztalatunk is van mér e téren: bizonyos sorozatok tetszdleges pontossdggal meg-
kozelitenek egy bizonyos valds szimot, de soha nem érik el. Ezt a tapasztalatot ragadjuk meg a hatdréreék
fogalmdanak preciz definicidjival. A most megalkotdsra keriil§ fogalom tovibbi matematikatanulmdnyaink
szempontjabdl kulcsfontossigu, a felsébb matematika alapvetd fogalmai kézott szerepel.

1.42. Példa. [[!] 285/1. nyomdn] Mely esetekben mondandnk, hogy az aldbbi sorozatok ,tartanak vala-
mihez”, illetve hogy ,van hatdréreékiik”?

1 11 1 2 3 4
3.) 1: T T T el e) T T T T e
2°3 4 273 4 5
by -t L1 0)232323..
23 4
) 0,0,00,..; 123 4.
d) 0,10 50 %0 2
> L )2) )3) )4)"'3 k) 0, 1,0, 2, O, 3,....

Megoldds. Abrizoljuk a sorozatok tagjait a koordindta-rendszerben! A kivetkezében a sorozatokat a feladat
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sorszdma 4ltal adott bettivel jeloljik.

Az {a,} sorozat a kovetkez8: 4, = —. A sorozat els§ tiz tagjit az 1.5. dbrdn dbrézoltuk.
n
2 1
1 (]
® o
| 9.0 e o o o o,
1 2 4 5 6 7 8 9 10

1.5. dbra

Az a benyomdsunk, hogy az {4, } sorozat tagjai tetszdleges pontossdggal megkizelitik a 0-t, azaz a sorozat
a 0-hoz tart.

1
A {b,} sorozat a kdvetkezd: b, = (—1)""'=. A sorozat elsé tiz tagjit az 1.6. dbrdn dbrizoltuk.
n

2,,
1+ o
€]
1 @ 2 5 6 7 8 9 10
_1”

1.6. dbra

Az a benyomdsunk, hogy a {6, } sorozat elemei, bér véltakozik az el8jeliik (az ilyen sorozatokat alternd-
lonak nevezik), szintén tetszdleges pontossdggal megkizelitik a 0-t, azaz ez a sorozat is 0-hoz tart.

A {c,} sorozatakovetkezd: ¢, = 0. Nemcsak kozeliti a nulldt, de minden egyes tagja el is éri azt. Meglep6
lenne mést mondani, igy azt mondjuk, hogy ez a sorozat is 0-hoz tart.

A {d,,} sorozat a kovetkezd:

{ 0, han=2k+1, /eGZ:)';
d, =

%, han =2k ke Z*.

A sorozat elsé tiz tagjit az 1.7. dbrdn dbrdzoltuk.

1.7. 4bra

Szemlélettinkbdl adédik, hogy ez a sorozat is 0-hoz tart.

n .7 7 7 7 7
Az {e, } sorozat a kovetkezd: ¢, = I A sorozat elsp tiz tagjit az 1.8. dbrdn dbrdzoltuk.
n+

22



SOROZATOK

1.8. 4bra

Az abenyomdsunk, hogy az {¢, } sorozat tagjai tetszdleges pontossiggal megkozelitik az 1-et, azaz a sorozat
az 1-hoz tart.

Az {7, } sorozat a kovetkezs:

]2 han:2k+1,/e€Z6';
TN\ 3, han=2k keZ*.

A sorozat elsé tiz tagjit az 1.9. dbrdn dbrazoltuk.

4+
G I SEETEEE PR Y - . Y R S — g — —
2 ....... @ rerrerrranes @ rrrereneres @ rerrreneen @ e e
1+

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.9. dbra

Nem tudunk olyan szimot megnevezni, amelyet a sorozat elemei tetsz8leges pontossiggal megkozelite-
nek, mert bdr a 2 és a 3 lehetséges jeloltek lehetnének, nem mondbatjuk, hogy a sorozat példdnl 2-be tart, mert
akdrmilyen nagy index( 7 esetén tudunk olyan tagot mondani, amely nincs a 2-h6z kézel (a sorozat minden
mésodik tagja 3).

A {j,} sorozat a kévetkez8: j,, = n. A sorozat elsd 10 tagjit az 1.10. dbrdn dbrdzoltuk.

Itt az az érzéstink, hogy amennyiben 7 nagy, ugy 7, is tetsz6legesen nagy értéket felvehet, a sorozat nem
tart véges szamboz. Ha nagyon mondani akarunk valamit, azt mondhatjuk, hogy a sorozat végtelenhez tart.

A {k,} sorozat a kovetkezd:

b= 0, han:2k+1,/e€Z6';
"\ k han=2k keZ".

A sorozat elsé tiz tagjit az 1.11. dbrdn dbrazoltuk.
A piros indexek mentén a sorozatrdl ismét mondhatjuk, hogy végtelenbe tart, ugyanakkor a pdratlan

indexek mentén a sorozat elemei 0-k. Ezéltal a {k, } sorozat esetén is azt kell mondanonunk, hogy a sorozat
nem tart sehova.

A fenti megfigyeléseinket a hatdrérték definicidjéval tehetjitk precizzé. A benyomdsunk a kovetkezd: az
{a,} sorozat hatdrértéke az A szdm, ha az {4, } sorozat elemei az A-t tetszdleges pontossdggal megkozelitik,
azaz egy bizonyos elemtdl kezdve a sorozat minden tagja mir A-tdl egy elére el8irt eltéréshez képest kevésbé
tér el. Mindezt a kdrnyezet definicidjival fogjuk megfogalmazni.
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10 L]

W
®

1.10. dbra

5 °
4 1 o
3 o
24 o
1 ®

o o o - © o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.11. dbra

1.43. Definicié. Az A € R szim e > 0 sugarii kornyezete a |4 — A + ¢[ intervallum.

Jelolés. Az A € R szim e > 0 sugart kornyezete: K, (A4).

1.44. Megjegyzés. A kornyezet definicidjiban a sugdr sz6 hasznilata nem véletlen. A valds szimegyenesen
az A szdm ¢ sugart kornyezete a stkon az 4 kézéppontd, ¢ sugard nyilt korlap analogonja, hiszen éppen azok
a szimok tartoznak bele, melyek tdvolsdga 4-t6l e-ndl kisebb. Eszerint tehdt

xeK,(A) & xeld-gA+¢ & |x—A|<e

1.45. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {4, } sorozat hatdrertéke az A € R szdm, ha minden £ > 0 esetén
létezik N, hogy ha n > NN, akkor a,, az 4 ¢ sugard kornyezetén belil van.

Kissé formdlisabban ugyanez:
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1.46. Definici6. Azt mondjuk, hogy az {a,} sorozat hatdrértcke az A € R szim, ha minden ¢ > 0 esetén
létezik N, hogy han > N, akkor |4, — 4| < .

1.47. Megjegyzés. Definicidinkban tetsz8leges ¢ > 0 szerepel. Ez felel meg annak a tulajdonsignak, hogy
{a,} tagjai tetszdlegesen kozel kertilnek A-hoz, tudniillik barmilyen picie > 0 sugart kérnyezetét is tekintjitk
A-nak, egy bizonyos tagtél kezdve ezen kérnyezeten beliil talilhaté a sorozat minden tovibbi tagja.

Az1.45, illetve az 1.46. definicidk szemléletes dtfogalmazdsit adja a kovetkezd tétel.

1.48. Tétel. Legyen {a,} tetsz8leges sorozat. Az aldbbiak ekvivalensek:
1. az {a,} sorozat hatirértéke az 4 € R szdm;

2. az A4 szdm tetsz8leges kornyezetén kiviil {4, } sorozatnak csak véges sok tagja van.

Bizonyitds. 1 = 2: Tegyiik fel, hogy az {a,} sorozat hatérértéke az 4 szdm. Legyen ¢ > 0 tetszGleges, és
tekintsitk az 4 € IR szdm ¢ sugart kornyezetét. Ehhez létezik IV, hogy ha » > N, akkor mér a,, ezen kornye-
zeten beliil taldlhatd. A sorozat el8tte 1év6 elemeibdl csak véges sok van, tehdt csak véges sok tag taldlhat6 az
A szdm ¢ sugard kornyezetén kivil.

2 = 1: Tegytk fel, hogy az 4 szdm tetszdleges kornyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja van.
Legyen ¢ > 0 tetszéleges, és tekintsitk 4 ¢ sugart kornyezetét. A feltétel szerint ezen kornyezeten kiviil a
sorozatnak csak véges sok tagja van. Legyen N a legnagyobb index a sorozat ezen tagjainak indexei kozil.
Ha most » > N, akkor a,, mir szitkségképpen az 4 szim ¢ sugart kornyezetén beliil talilhatd. Ez éppen a
hatdréreék definicidja, vagyis {4, } sorozat hatdréreéke 4. O

Jelolés. Annak jel6lése, hogy az {4, } sorozat hatdrértéke az 4 € R szdm: lim a, = A (ejtsd: limesz en tart

végtelenbe 4 en egyenld A ), alatin limes (hatér) sz6bdl. Révidebb jelolés lehet esetleg a kovetkezd: lim a,, = A.

Elnevezés. A definicidkban szereplé N szdm fiigg a e-tdl, ezt néhol N = N (¢) formdban jeldlik. N-t e-hoz

tartozé kiiszobszdmnak vagy kiiszobindexnck nevezziik.

1.49. Megjegyzés. Ha N egy adott e-hoz tartozé kiiszobszdm, akkor minden N > N is j6 kiiszobszdm.
1.50. Tétel. A sorozat hatirértéke egyértelmd.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy lim 2, = 4 € Rés lim a4, = B € R is teljesiil, és indirekt tegytik fel,

n—oo n—090

|4 - B|

hogy A # B. Legyen 0 < ¢ < . Mivel {a,,} sorozat hatdrértéke A, ezért 1étezik N; kiiszobindex,

hogy ha n > Nj, akkor {4, } minden tagja az 4 szdm ¢ sugard kérnyezetén belil van. Ugyanigy 1étezik N>
kiiszobszdm, hogy ha n > N, akkor az {4, } sorozat minden tagja a B szim ¢ > 0 sugart kérnyezetén belil
van. Legyen N := max{Nj; N»}. Ekkor, han > N, akkor az {a,} sorozat minden tagja az 4 ¢ sugart
kornyezetében, illetve a B ¢ sugard kornyezetén beltil van. Ez viszont ellentmondds, mert ¢ vilasztdsa miatte
két kornyezet diszjunkt. Kezdeti feltevéstink tehdt helytelen volt, kovetkezésképpen 4 = B. O

1.51. Definicié. Amennyiben létezik az {4, } sorozat hatdrtéke, tgy azt mondjuk, hogy az {4, } sorozat
konvergens. Ellenkez esetben a sorozat divergens.

1.52. Megjegyzés. Ahhoz, hogy egy sorozat hatirértékét definicié alapjin meghatirozzuk:
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* meg kell sejteniink azt az 4 szimot, amely a sorozat hatdrértéke lehet;
* adotte > 0-hoz taldlnunk kell N kiisz6bszdmot, hogy ha n > N, akkor |2, — A| < ¢ teljestl.

A hatdrérték meghatirozdsa definicié alapjdn tehdt dltaliban nem egyszer( feladat. Ugyanakkor nem muszj
a lehetd legjobb kiiszobszimot megtaldlnunk, elegendd egyetlen megfeleld kiisz6bszimot mutatni, ami az
adott e-hoz jé. Nézziink néhdny egyszerd példit.

1
1.53. Példa. Mutassuk meg, hogy lim — = 0.

n—oo 72

Megoldds. Legyen ¢ > 0 tetsz8leges. Kell mutatnunk olyan N kiisz6bszdmot, hogy ha » > N, akkor mdr

1
— — 0| < &. Oldjuk meg ezt az egyenlStlenséget:
n
——0|<e
n
1
—<¢
n
1
-<n
£
Legyen N := -. Ezjo kiiszobszdm, hiszen az ekvivalens dtalakitdsok miatt, ha n > IV, akkor mir |— — 0| < ¢
£ n

1
teljestil. £ > 0 tetszbleges volt, igy valéban lim — = 0.
n—oo 71

1.54. Megjegyzés. Az1.42. példiban szerepld sorozatok esetén a definicié alapjin nem nehéz megmutatni,
hogy lim a4, = lim b, = lim ¢, = lim d, = 0, lim ¢, = 1. Az {4,}, {j.}, {k,} sorozatoknak nincs

hatdrértéke.

Emlék. A hatdréreékek definicié szerint torténd kiszdmitdsdban segitségtinkre vannak a kovetkezd osszeftig-

gések:

* minden a, b valds szdmra: |a - b| = |a| - |6];

* minden 4, b valds szdmra, b # 0 esetén ‘%‘ = %.
2n—3 2
1.55. Példa. Mutassuk meg, hogy lim ? =—.
n—o 3n+2 3

Megoldds. Legyen e > 0 tetsz8leges. Kell mutatnunk olyan N kiisz6bszdmot, hogy ha » > N, akkor mdr
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2n—-3 2
3Z 573 < ¢. Oldjuk meg ezt az egyenlStlenséget!
2n—3 2
- —|<e¢
3n+2 3
32n—3) —2(3n+2) -
£
332+ 2)
-13 -
—| <
3(3n+2)
13 -
—— <
3(3n+2)
1/13
(Z2-2)<n
3 (35 )
113 - _ 2 -
Legyen N := 3 (3— - 2). Ekkor, ha » > N, a sorozat minden tagjdnak eltérése g-t(’)l e-nal kisebb. ¢
€
tetszSleges volt, azaz a kérdéses hatdrérték-reldciot igazoltuk.
2n+3
1.56. Példa. Mutassuk meg, hogy lim e 0

n—0 72 —3n+S

Megoldds. Legyen ¢ > 0 tetsz8leges. Kell mutatnunk olyan N kiisz6bszdmot, hogy ha » > N, akkor mdr
2n+3
nt=3n+5
vagyunk ré, el8bb felsilril becsiiljiik a bizonyitandé egyenl6tlenség bal oldaldt, majd a kapott, remélhetdleg
egyszer(ibb kifejezést becstljiik feltilrél e-nal. Ezzel nem az optimdlis kiisz6bszdmot kapjuk meg, de ez mind-

< ¢. Az egyenlGtlenség megolddsa jelen esetben meglehet8sen komplikélt lenne — bar képesek

egy is: a fontos, hogy adott e-hoz taldljunk kiiszobszdmot, az nem szdmit, hogy ez mennyire optimélis.
Nézziik tehit a definidlé egyenlStlenség bal oldaldt. 22 + 3 > 0 birmely #-re. A nevezd zérushelyeit
vizsgdlva azt kapjuk, hogy a nevezd is minden pozitiv egész n-re pozitiv. Eszerint az abszolatéreék elhagyhaté:

2n+3 2n+3 2n+3n Sn Sn )
< < = = .
nt=3n+S| nr-3n+S #n:-3n+S n*-3n nn-3) n-3

Az els6 becslés tetsz8leges pozitiv egész n-re mikodik: a szamlélét becstiljik feltilrdl, ezdltal a tort értéke nd.
A misodik becslés mikddik, ha z > 3, mert ekkor 72 — 37+ 5 > % — 37 > 0, azaz egy pozitiv szamlaléja
és nevez8jQ tort nevezdjét becstltiik alulrdl egy még mindig pozitiv szimmal, ezdltal a tort értéke nd.

5

Elegendd a kapott kifejezést megbecsiilni: 3 <gha—+3<nm.
£

5
Legyen ennek megfeleléen N := max { 55—+ 3}. Ha most » > N, akkor minden korébbi becslésiink
£
mikodik, és
2n+3 5
<
n?=3n+S| n-3

azaz N megfelel§ e-hoz tartozé kiiszobszdm. Ezzel igazoltuk, hogy a széban forgéd sorozat hatdrértéke 0.

<eé

1.57. Példa. Mutassuk meg, hogy az 2, = c konstans sorozat hatérért¢ke: lim 4, =c.

n—oo

Megoldds. Legyen e > 0 tetsz6leges. Ekkor barmely n-re |a, —¢| = |c —¢| = 0 < ¢, azaz a bizonyitandé
hatdréreék-reldcié teljesul.
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1.5.1. Konvergens sorozatok tulajdonsigai

Motivicié. Megvizsgiljuk a konvergencia és egyéb sorozatjellemz8k kapcsolatit. Azigazdn tidvSs szimunk-
ra az lenne, ha sorozatok olyan tulajdonsdgait tudniank meghatirozni, melyekbdl mdr kovetkezik a konver-
gencia. Nézziik tehdt a konvergencia és korlatossdg, illetve monotonitds kapcsolatat!

1.58. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korldtos.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy lim 4, = 4 € R. Ekkor tetsz8leges ¢ > 0 esetén létezik N, hogy han > N,

akkor |a, — A| < ¢,azaz4 — ¢ < a, < A + ¢. A sorozatnak ugyanakkor csak véges sok IV el6tti index( tagja
van: legyen ezek maximuma M, minimuma 7. Az eddigiek alapjin tetszSleges 7 index esetén az

min{m; A — ¢} < a, < max{M; A + ¢}
becsléshez jutottunk, ami éppen azt jelenti, hogy az {4, } sorozat korldtos. O

1.59. Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz: ha egy sorozat korldtos, akkor még nem feltétlentil kon-
vergens. J6 ellenpélda példdul a 2, 3, 2, 3, ... sorozat: bir korldtos, nincs hatdrértéke. Ugyanakkor érezziik,
hogy ennél a sorozatndl a 2 és a 3 kitiintetett szerep(, ha nem is hatdréreék.

1.60. Definicié. Az {a,} sorozat torldddsi pontja T, ha T tetsz8leges kornyezetében az {a,} sorozatnak
végtelen sok tagja taldlhato.

1.61. Példa. A 2,3,2,3,... sorozatnak két torl6ddsi pontja van: a 71 = 2 ésa 75 = 3 is teljesiti a torlédési
pont definicidjdt.

Az aldbbi dllitds szerint a torléddsi pont a hatdrérték fogalmanak dltalinositésa.

1.62. Allitds. Ha egy sorozat konvergens, akkor a hatdrértéke egyben torléddsi pontja is.

Bizonyitds. Az1.48. tétel szerint a hatdréreék tetsz8leges kornyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja
van. Ebbdl adédik, hogy a hatdréreék tetsz8leges kornyezetében a sorozatnak végtelen sok eleme taldlhato,
azaz a hatdréreék egyben torléddsi pont is. O

1.63. Megjegyzés. A hatdrérték annyiban er8sebb fogalom a torléddsi pontnil, hogy nem elegendd, hogy
tetszSleges kornyezetében a sorozatnak végtelen sok tagja taldlhatd, hanem az is kell, hogy bizonyos N-tdl
kezdve minden tagja a széban forgd kdrnyezetben van.

1.64. Megjegyzés. A konvergencia és a monotonitds 6nmagdban még semmilyen kapcsolatban nem dllnak
egymdssal. Van olyan sorozat, ami monoton, de nem konvergens (példdul 2, = ), és van olyan sorozat, ami

(-1”

n
miér implikéljik a konvergencidt az alibbi nevezetes tétel szerint.

konvergens, de nem monoton (példdul 2, = ). A monotonitds és a korldtossig ugyanakkor egytitt

1.65. Tétel. Ha egy sorozat monoton és korldtos, akkor konvergens.
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Bizonyitds. A tételt monoton névekvd sorozat esetén bizonyitjuk, a bizonyitds monoton cs6kkend sorozat
esetén hasonld. Tegyiik fel tehdt, hogy az {4, } sorozat monoton né és korldtos. Ekkor feliilrdl is korldtos, és
van legkisebb felsé korldtja: supa, =: 4 € R. Megmutatjuk, hogy 4 a sorozat hatirértéke. Legyen e > 0
tetszSleges. Mivel 4 a sorozat szuprémuma, ezért létezik a,, tagja, melyre 4 — ¢ < a,, < A teljesil. Ha
ugyanis ilyen elem nem lenne, akkor minden 7 indexre 2, < A — ¢ teljesiilne, akkor viszont nem A lenne
a legkisebb felsd korldt, hiszen 4 — ¢ < A. Eszerint tehdt van a sorozatnak legaldbb egy eleme (tundiillik
az a,,) az 4 szdm ¢ sugart kornyezetén beltil. Ugyanakkor a sorozat monoton né, vagyis ha n > n, akkor
A—-¢ < a, < a, < Ateljestl. Az ny. tagtdl kezdve tehdt a sorozat minden tagja az 4 szdm ¢ sugart
kornyezetén beliil van, azaz a sorozat konvergens, és hatdrértéke 4, a sorozat szuprémuma.

Monoton csokkend, korldtos sorozat esetén hasonléan kapjuk, hogy a sorozat konvergens, és hatirértéke
a sorozat infimuma. O

1.66. Definicié. Az {a,} sorozat egy részsorozata egy olyan sorozat, melynek tagjai az {4, } sorozat tagjai

koziil kertilnek ki.

Jelolés. Az {a,} sorozat valamely részsorozatit 4ltaliban {ank}-ként hivatkozzuk, hiszen nem mdsrdl van
sz6, minthog az {4, } sorozat tagjai kozil kivalasztjuk az {7, } sorozatnak megfeleld indexdeket, és ezek so-
rozatdt tekintjiik.

1.67. Tétel. Ha az {4, } sorozat konvergens, és hatdrértéke A, akkor birmely részsorozata is konvergens és
hatdrértéke A.

Bizonyitds. Az1.48. tétel alapjin elegendé megmutatnunk, hogy A tetszéleges kornyezetén kiviil a részso-
rozatnak csak véges sok eleme van. Ez viszont természetesen igaz, hiszen ez mér az {a,,} sorozatra is igaz, és
az {a, } sorozat adott kdrnyezeten kiviili véges sok eleme kéziil a részsorozatnak is legfeljebb véges sok eleme
lesz a kornyezeten kivil. O

1.68. Definicié. Az {a,} és {b,} sorozatok dsszefésiilése a {c,} sorozat, melynek tagjai:
) aw han=2k+1; ke Z;
“ T\ by han=2k keZ.

Némivel egyszer@ibben szélva az {4, } és {b,, } sorozatok sszeféstilése az a1, by, az, b2, a3, bs, . .. sorozat.

1.69. Tétel. Ha az {4, } sorozat konvergens, és hatdrértéke 4, tovibbd a {4, } sorozat konvergens, és hatdr-
érecke A, akkor az Gsszeféstiléssel kapott {c, } sorozat is konvergens, és hatdrértéke 4.

Bizonyitds. Az1.48. tétel alapjin elegendd megmutatnunk, hogy 4 tetsz8leges kornyezetén kiviil {c, } soro-
zatnak csak véges sok eleme van. Ez viszont igaz, hiszen ez az {4, } és a {4, } sorozatra is igaz, igy az dsszefésii-
léssel kapott sorozatnak sem lehet végtelen sok eleme a kérnyezeten kiviil. m|

1.70. Megjegyzés. Amennyiben olyan konvergens sorozatokat fésiiliink 6ssze, melyek hatdrértékei nem

egyeznek meg, a kapott sorozat nem lesz konvergens. Ugyanakkor lesz két torléddsi pontja, méghozzd az
eredeti két sorozat hatdrértéke.
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1.5.2. A hatirérték monotonitasa

Motivicid. Becsléseink sordn sorozatok egyes tagjait masik sorozat tagjaival becstiljitk alulrél/felilrél. Fel-
meril a kérdés, mit mondhatunk ekkor a sorozatok hatdrértékérdl.

1.71. Tétel (a hatdréreék monotonitisa). Legyenek {4, } és {&,} olyan konvergens sorozatok, melyek ha-
tirértéke rendre 4, illetve B, tovibbd minden #-re 2, < b, teljestil. Ekkor 4 < B.

, és tekintsiik az A4, illetve B szdmok ¢

Bizonyitds. Tegytk fel indirekt, hogy B < A. Legyen e <
sugara kornyezetét. Mivel lim 4, = A4, ezért létezik N kiiszobszdm, hogy ha » > Ny, akkor 2, € K. (4).

Ugyanigy, mivel lim by = B, ezért létezik N, kiiszobszdm, hogy ha n > N, akkor by € K.(B). Legyen
n—>00

N := max{Nj;n2}. Hamost z > N, akkor {4, } és {6, } sorozat minden tagja rendre K, (A), illetve K, (B)

kornyezeten belil van. ¢ vilasztdsa miatt ebbdl viszont b, < B+¢ < 4 — ¢ < a,, azaz b, < a, kovetkezik,

han > N. Ez ellentmondis, hiszen minden z-re 2, < b,. Kezdeti feltevésiink tehdt helytelen volt, azaz

A< B. m|

A hatérték monotonitdsi tulajdonsdgdhoz hasonld a kévetkezd tétel, amely sokszor bizonyul hasznosnak
nehezebben meghatirozhaté hatérértékek kiszdmitdsa sordn.

1.72. Tétel (rendér-elv). Legyen {4,}, {,}, {c,} sorozatok, melyekre minden z-re 4, < b, < ¢, teljesiil,
tovibbd lim 4, = 4, lim ¢, = 4. Ekkor a {4, } sorozat is konvergens, és lim b, = 4.

i
n—o0 n—o0 —00

Bizonyitds. Aztkelligazolnunk, hogy tetsz8leges ¢ > 0 esetén létezik N, hogy han > N, akkor |5, — 4| < .
Legyen az {a,} sorozat e-hoz tartozé egyik megfeleld kiiszobszdma N, a {c,} sorozat e-hoz tartozd egyik
megfeleld kiiszobszdma. Legyen N := max{N; N> }. Ha most » > N, akkor

A—¢<a,<b,<c,<A+e

azazhan > N, akkor 4 — ¢ < b, < A + ¢, ami éppen azt jelenti, hogy |6, — 4| < e. Ezzel az dllitdst
beldttuk. O

1.73. Megjegyzés. Az 1.72. tétel kizrefogdsi elv néven is ismeretes. Magyar nyelvteriileten a legenda sze-
rint Kiirschdk Jézsef (1864-1933) magyar matematikus kezdte csenddrszabdly néven emlegetni, mégpedig
a kovetkez8 okbdl: amennyiben két csendér kozrefogja a gyandsitottat, és a fogdéba tartanak, akkor a gya-
nusitott is a fogddba fog tartani veliik. Kiirschdk elmés metafordja aztin a matematikdval foglalkozdk széles
korét megragadta. A csenddrség megszlinése utdn napjainkban elfogadott elnevezés lett a renddr-elv. Sze-
rencsésebb torténelmi fejl6désti orszdgokban szendvics-szabdly néven is fut az 4llitds (a két kenyér kozé tett
husszelet ugyanoda tart, ahovi a két szelet kenyér tart).

1.5.3. Végtelenbe tarté sorozatok

Motivicié. Aza, = n, b, = n%, ¢, = 2" sorozatok esetén azt tapasztaljuk, hogy a sorozat tagjai minden

hatdron til ndnek, a végtelenbe tartanak. Erdemes kiterjeszteni ezért a sorozatok hatdrértékének fogalmdt
végtelen hatdrértékekre is.

1.74. Definici6. Azt mondjuk, hogy az {4, } sorozat hatdrértéke végtelen, ha minden K > 0 esetén létezik
N, hogy han > N, akkor K < a,.
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1.75. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {a,} sorozat hatdrértéke minusz végtelen, ha minden £ < 0 esetén
létezik N, hogy han > N, akkor a,, < k.

Jelolés. A fenti hatdréreék reldcidkat a kovetkezéképpen jeloljik: lim z, = oo, illetve lim 4, = —oo.
n—0oo n—0oo

1.76. Megjegyzés. Néha, ha ki szeretnék hangsilyozni, hogy a sorozat hatirértéke végtelen, nem pedig mi-

nusz végtelen, akkor azt is szoktdk mondani, hogy a sorozat hatdrértcke plusz végtelen, jelolése: lim a, =
n—0oo
+00.

Elnevezés. A véges hatdrértéknél ldtottakhoz hasonléan a K, illetve & értékekhez tartozé N szdmot kziszob-
szdmnak vagy kiiszobindexnek nevezzik.

1.77. Megjegyzés. A véges hatdrértéknél litottakhoz hasonldan itt is igaz, hogy ha K-hoz (k-hoz) taldlunk
egy alkalmas N kiisz6bszdmot, akkor minden N’ > N is j6 kiiszobszdm.

1.78. Példa. Mutassuk meg, hogy lim,, (n2 —3n+ S) = oo,

Megoldds. Azt kell megmutatnunk, hogy tetsz8leges K > 0 esetén létezik /N kiiszobszdm, hogy han > N,
akkor mir 7% — 37+ 5 > K. Természetesen megoldhatndnk a masodfokd egyenl8tlenséget, de egyszeribb
most is alulrdl becstilni a bizonyitandé egyenl8tlenség bal oldaldt:

n=3n+S=n(n-3)+5>n(n-3)>(n-3)>

Az els8 becslés akkor lesz hatékony, ha z > 3, mert ekkor még az n(n — 3) kifejezés is pozitiv. A mdsodik
becslés tetsz8leges pozitiv egész n-re mikodik, hiszen n > 7 — 3.

Elegend$ a kapott kifejezést megbecsiilni: (2 — 3)* > K, han > VK +3.

Legyen ennek megfelelen N := max {3; VK + 3}, azaz VK > 3 miatt N := VK + 3. Hamostz > N,

akkor minden kordbbi becslésiink mtikodik, és

nt=3n+5>(n-3)?%>K
azaz N megfelel6 K-hoz tartozé kiiszobszdm. Ezzel iazoltuk, hogy a széban forgd sorozat hatdréreéke oo.
1.79. Megjegyzés. Hangstlyozni szeretnénk annak jelent8ségét, hogy a kiiszobszdm keresése sorin nem kell

az optimdlisat megtalilnunk. Az is igaz példdul, hogy lim (3713 — 4n® +5n — 7) = oo, de itt mdr az opti-

n—00
midlis kiisz6bszdm megtaldldsa harmadfoku egyenl8tlenség megolddsit jelentené, amit nem nagy 6rommel

hajtandnk végre, nem is beszélve esetleg még magasabb foku polinomok vizsgalatdrdl.

1.80. Tétel. Néhdny nevezetes hatdréreék:

1. lim #f = co,hak € Z*; 3. lim 4" = co,haa > 1
n—oo n—oo
2. lim Wn=co,hakeZ,k>2 4. lim log n=oco,haa > 1.

Bizonyitds. 1. Legyen K > 0 tetsz8leges. Kell olyan IV kiiszobszdmot taldlnunk, hogy ha » > N, akkor
n* > K. Hak = 1,akkor N := K megfelel6. Ha k& > 2, akkor a k-adik gyokftuggvény szigordan

monoton noév4 volta miatt
> K
n>VK
Legyen N := VK, ez megfeleld kiiszobszdm.
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2. Legyen K > 0 tetsz8leges. Kell olyan N kiiszobszdmot taldlnunk, hogy haz > N, akkor {n > K. A
k-adik hatvinyfiiggvény szigorian monoton n6vé volta miatt

n > K

n> KF

Legyen N := K k ez megfeleld kiiszobszdm.

3. Legyen K > 0 tetsz6leges. Kell olyan N kiisz6bszdmot taldlnunk, hogy ha » > N, akkor 4” > K.
Mivel @ > 1, az a alapt logaritmusfiiggvény szigoran monoton nd, s igy

at>K
a >logdK

Legyen N :=log K, ez megfelel kiisz6bszam.

4. Legyen K > 0 tetszéleges. Kell olyan NV kiiszobszamot taldlnunk, hogy ha n > IV, akkor log n > K.
Mivel @ > 1, az 4 alapt exponencidlis fiiggvény szigordan monoton nd, s igy

10gﬂn>K

7l>éZK

Legyen N := ak, ez megfeleld kiiszobszdm.

Ezzel az llitdst beldttuk. O
1.81. Definicié. Az {a,} sorozat ellentettje a {b,} sorozat, melynek tagjaira b, = —a, teljesiil.

Jelolés. Az {a,} sorozat ellentettjének jelSlése: {—a,}.

1.82. Allitss. Ha lim 4, = oo, akkor lim —a, = —co.

n—oo n—oo

Bizonyitds. Azt kell igazolnunk, hogy tetszéleges £ < 0 esetén létezik N, hogy ha » > N, akkor —a,, < k.
Ezzel ekvivalens: 2, > —k. Mivel lim 4, = oo, ezértlétezik N, hogy ha n > N, akkor mir a,, > —£ teljestl.

n—0o0

Az {a,} sorozat —k-hoz tartoz6 N kiiszobszdma tehdt megfeleld kiiszobszdm lesza {—a,, } sorozatesetén. O

1.83. Definici6. Legyen {4, } olyan sorozat, melynek egyik tagja sem 0. Ekkor az {4, } sorozat reciproka a

{b,,} sorozat, melynek tagjaira b, = — teljesiil.
ay

an

1
Jelolés. Az {a,} sorozat reciprokinak jelolése: { —}

1.84. Példa. Mit mondhatunk az {4,} sorozat reciprokdnak hatdréreékérdl, ha

a) lim 4, = oo; b) lim 4, = —oo; ¢) lim 4, =0?
n—0oo n—oo n—oo
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Megoldds. a) Ebben az esetben a reciprok-sorozat 0-ba tart. Valéban, legyen ¢ > 0 tetsz8leges. Kell mutat-

1
nunk olyan /N kiiszobszdmot, hogy ha n > N, akkor |[— — 0| < &. Mivel lim 4, = oo, ezért van olyan
ay n—00
N,hogyhan > N, akkor - < a,,. Ekkor mdra, > 0is teljesil, s emiatt azilyen tagokra mdr egyszersmind
£
1
-<a,
£
1
—<c¢
ay
1
— —0|<¢
an

1
Legyen tehdt N az {a,} sorozat —-hoz tartozé valamely kiiszobszdma, ez megfelel§ kiiszobszdm lesz az
£

1
— ¢ sorozathoz.
an
b) Ebben az esetben a reciprok-sorozat szintén 0-ba tart. Valéban, legyen ¢ > 0 tetszbleges. Kell mutatnunk
1 . .
olyan N kiiszobszdmot, hogy ha » > NN, akkor |[— — 0| < . Mivel lim a, = —oo, ezért van olyan N,
ay n—00
hogy han > N, akkor 4, < —-. Ekkor mdr 4,, < 0 is teljesiil, s emiatt az ilyen tagokra mdr egyszersmind
£
1
a, < —-
£
1
£> ——
an
1
£>|—
ﬂn
1
e>|——-0
an

1
Legyen tehdt N az {4, } sorozat ——-hoz tartozé valamely kiiszobszdma, ez megfelel§ kiiszobszdm lesz az

1
{ — } sorozathoz.

an

c) Ebben azesetben nem tudunk 4ltalinos érvényt vilaszt adni. Ha példdul 4, = —, akkor a reciproksorozat
n
1
hatdrértéke oo, ha viszont 4, = ——, akkor a reciproksorozat hatdrért¢ke —oco. Még érdekesebb példit
n

1
szolgédltat az 4, = (—1)" — sorozat: ennek reciproka a b, = (—1)"z sorozat, melynek nincs hatdréreéke.
n

A gyakorlatban el6fordulé sorozatok esetén azonban valamit mégsicsak mondhatunk. Ha példdul fe/-
tesszitk, hogy a, > 0 minden n-re, akkor mér igaz lesz, hogy a reciprok-sorozat hatdrértéke co. Valéban:
tegytk fel, hogy lim @, = 0¢ésa, > 0 minden z-re. Legyen tovibbd K > 0 tetszéleges. Kell mutatnunk

1
egy olyan N-t, hogy han > N, akkor — > K. Mivel most 4, > 0, ezért ezzel az egyenlStlenséggel
ay
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1 1
ekvivalens: z > a,. Mivel lim a, = 0, ezért létezik N, hogy han > N, akkor |4, — 0] < e azaz

n—oo
. 1 . 1
a, > 0 miatt g, < e Ez a N tehidt j6 K-hoz tartozd kiisz6bszdm az { — ¢ sorozat esetében.
ap
Hasonloképpen: ha feltessziik, hogy a, < O minden n-re, akkor mdr igaz lesz, hogy a reciprok-sorozat
hatdrértéke —oo. Valdban: tegyiik fel, hogy lim 4, = 0és4, < 0 minden z-re. Legyen tovibbd £ < 0

n—oo

1
tetszSleges. Kell mutatnunk egy olyan N-t, hogy han > N, akkor — < 4. Mivel most4, < 0,4 < 0,
a
ezért ezzel az egyenlStlenséggel ekvivalens: "

-7 > |ﬂn|

k

L s lan - 0]
k

1
Mivel lim a, = 0, ezért [étezik N, hogy ha n > N, akkor |z, — 0 < 7 Eza N tehdt j6 k-hoz tartozé

n—0oo
1

kiiszobszdm az {—} sorozat esetében.
ay
A kovetkezd tételt bizonyitottuk.

1.85. Tétel. A végtelen és a nulla hatdrértékek, mint reciproksorozatok hatdréreékei:

1
1. Ha lim 4, = oo, akkor lim — = 0.
n—00 n—00 g,

1
2. Ha lim 4, = —o0, akkor lim — = 0.

n—00 n— g,

1
3. Ha lim 4, = 0 és minden n-re 2,, > 0, akkor lim — = oo.

n—00 n—00 4,
. .. .1

4. Ha lim 4, = 04és minden n-re 4,, < 0, akkor lim — = —oo0.
n—00 n—00 g4,

1.86. Megjegyzés. Amennyiben lim a4, = 0ésa, > 0 minden 7-re, gy azt is szokds mondani, hogy az

7n—00
{a,} sorozat jobbrdl tart 0-ba, és ezt igy is szokds jelolni: lim 4, = +0.
n—oo
Ugyanigy: lim 4, = 0ésa, < 0 minden #-re, Ggy azt is szokds mondani, hogy az {4, } sorozat balrdl
n—oo
tart 0-ba, és ezt igy is szokds jel6lni: lim «, = —0.

n—oo

Ezekkel a jelolésekkel az 1.85. tétel 3. és 4. pontja egyszertibb alakot dlt:

1
3. Ha lim 4, = 40, akkor lim — = +oo0.

n—00 n—00 4,
4. Ha lim 4, = —0, akkor lim — = —oo0.
n—00 n—00 g,
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Csendben megjegyezziik, hogy a fenti hatdrérték-reldcidkat dltaliban a kévetkez8képpen tartjuk észben:

1 1 1 1
—=0 — =0

— =00; — = —09,
00 —00 +0 -0

Hangsulyozzuk azonban, hogy ezen révid formulék a fenti tétel gyorsabb el6hivisdt szolgdljik csupdn, a vég-
telen nem egy szdm, 0-val pedig tovdbbra sem oszthatunk.

1.87. Tétel. Néhdny nevezetes hatdréreék:

L lim L =0 hak e Z+ 3. lim 2" = 0,ha0 <a <1;
’ n—)oon/e > ’ n—00
. 1
2. nlglgo%:o,hakezgk225 4. nli_r)réologﬂn:_oo,ha0<d<1_

Bizonyitds. Az elsd két dllitds kozvetleniil adédik az 1.80. és az 1.85. tételekbdl.

1
A harmadik 4llitds kovetkezik abbdl, hogy ha 0 < 2 < 1, akkor & := — > 1, igy az 1.80. tétel 3. pontja
a

szerint lim 6" = co. Az 1.85. tétel alapjdn igy lim 4" = 0 kovetkezik, mert {4”} és {&"} sorozatok egymds

n—oo

reciprokai:
li =1 L)' li L 0
im 4" = lim [=] = lim — =0.
7n—00 7n—00 b 7n—>00 bn
1
A negyedik éllitds kovetkezik abbdl, hogy ha 0 < 4 < 1, akkor & := — > 1, igy az 1.80. tétel 4. pontja szerint
a

1
lim log, n = co. Felhaszndlva az 1.82. dllitist (és hogy & = — miatt log, 2 = —1):
71— 00 a

lo

lim log #n = lim = lim —log, n = —oc0.
n—>00 8a n—e log, a 7—00 &b

Ezzel a tételt beldttuk. O

1.5.4. Miveletek konvergens sorozatokkal

Motivicié. A hatdréreék kiszdmitdsa definicié szerint meglehet8ségen nehéz feladat. Néhdny Gsszefiiggést
mér megdllapitottunk a 0 és a végtelen hatérérték vonatkozdsiban. Most azt nézzitk meg, hogy ha alapmdve-
leteket végziink konvergens sorozatokkal, akkor mit mondhatunk a hatdréreékiikr8l. El8szor persze azt kell
meggondolnunk, mit is értink sorozatokkal végzett alapmiiveletek alatt.

1.88. Definicié. Az {a,} és {b,} sorozatok dsszege az a {c, } sorozat, melynek tagjaira ¢, = a, + b, teljestl.

1.89. Definicib. Az{a,} és{b,} sorozatok (ebben a sorrendben vett) ksilonbsége aza {c, } sorozat, melynek
tagjaira ¢, = a, — b, teljestl.

1.90. Definicié. Az {a,} és{b,} sorozatok szorzata aza {c,} sorozat, melynek tagjairac, = a, - b, teljestl.

1.91. Definicié. Az {a,} és {b,} (b, # 0) sorozatok (ebben a sorrendben) hdnyadosa az a {c,} sorozat,
melynek tagjaira ¢, = 2n teljestil.

by
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Jelolés. Az {a,} és {b,} sorozatok Gsszegének, killonbségének, szorzatinak, hinyadosinak jel6lése rendre

{ﬂn + bn}a {ﬂn - bn}) {dnbn}ﬁ {Z_ﬂ}

n

1.92. Tétel. Legyenek {a,}, {6,} konvergens sorozatok, lim 4, = 4, lim b, = B. Ekkor

1. az{a, + b, } sorozat is konvergens, és

lim (2, +b,) = lim a4, + lim b, = A+ B;
7n—00 n—:oo n—oo

2. az{a, — b,} sorozat is konvergens, és

lim (2, - b,) = lim 4, — lim b, = A — B;

3. az{a, - b,} sorozat is konvergens, és

lim (a,-b,) = lim a, - lim b, = A - B;

n—0o0

a
4. b, #0,B # 0 esetén az {b—”} sorozat is konvergens, és

n

lim 4,

li an n—>00 A
im — = =—.
n—co b, lim 4, B

A tétel bizonyitdsa el6tt igazolunk egy, a matematikai analizisben igen fontos segédtételt, lemmait — a
lemma kifejezés latin eredetdi, matematikai szakirodalomban hagyomanyosan a segédtétel szinoniméja.

1.93. Lemma (hdromszog-egyenlétlenség). Ha a, b tetszéleges valds szimok, akkor |a + 4| < |a| + 15

Bizonyitds. Tetsz8leges a, bvektorok esetén |a + b| < |a|+|b|, ezaz elemi geometridbdl is ismert hiromszog-
egyenl8tlenség. Legyen most tetszSleges @, b valds szimok esetén a(a; 0), b(4;0), ekkora+b = (a2 + 4;0),
tovibbd

la+b| = (@ +86)2+02=|a+b; |a| = Va2 +02 = |a|, |b|=VE2+02=]|b|,

azaz a hdromszog-egyenlStlenségbdl éppen a bizonyitandé allitds kovetkezik. m|
Az 1.92. tétel bizonyitdsa. 1. Legyen ¢ > 0 tetszdleges.

Mivel lim a, = A, ezért %—héz kétezik N1, hogy han > N, akkor |2, — 4| < % Mivel lim &, = B,
n—0oo

n—oo

ezért %—héz kétezik N>, hogy ha n > N, akkor |6, — B| < %

A hdromszog-egyenlStlenség szerint
(4, +b,) — (A+B)| = |a, — A+ b, — B| < |a, — A| + |b, — B| < §+§ =

ha n > max {\N1; N> }. Ez éppen azt jelenti, hogy ¢ > 0-hoz N := max {N; N>} megfeleld kiiszob-
szdm, vagyis lim (4, +b,) =4+ B.
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2. Elészor is meggondoljuk, hogy ha lim 4, = A4, akkor lim —a, = —4. Val6ban, legyen ¢ > 0. Mivel
lim a, = A4, ezért e-hoz létezik N, hogy han > N, akkor |2, — A| < ¢. Emiatt

n—0o0

|=an = (=A)| = |- (an —A)| = |a, - d| <&,

nan > N. Eszerint ¢ > 0-hoz N megfelel§ kiiszobszdm, vagyis valoban lim —z, = —A4.

n—00

Haszndlva a kordbbi pontban igazolt 4llitdst:

lim (2, - b,) = lim (a,+ (-b,)) = lim 4, + lim (-b4,) = lim 4, — lim b, =4 — B.

. Legyen ¢ > 0 tetszbleges. Mivel {4,} konvergens, ezért korldtos: létezik K > 0, hogy minden #-re
|6, < K teljestil.

Elész6r igazoljuk az dllitdst, ha lim 2, = 4 = 0.
n—oo

Ekkor Ié-hoz létezik , hogy ha n > N, akkor |2, — 0| < 1%, és

12
|anby — 0| = |(a, = 0) by| = |a, — 0| - |5,] <[?'K:57

azaz e-hoz IN j6 kiiszobszdm.

Hamost A4 # 0: mivel lim 4, = A4, ezért i-hoz létezik N1, hogy ha n > Ny, akkor |2, — A| < i.
n—00 2K 2K
£ <

-hez létezik N>, hogy han > N, akkor |6, — B| < S|

Mivel lim b, = B, ezért

n—00 |A|

A hdromszog-egyenlStlenség szerint

|yl — AB| = |anby — Aby + Ab, — AB| = |(ay — A) by + A (b, — B)| <

g g
<law—Al byl + A by —Bl < — K+ 4| - — =
< lay =l bl + A by = Bl < 5 K4 1A

2]

ha n > max {\N1; N> }. Ez éppen azt jelenti, hogy ¢ > 0-hoz N := max {N; N>} megfelel§ kiiszob-
szdm, vagyis lim (a, - b,) =4 - B.

1 1
. El8szor megmutatjuk, hogy ha lim b, = B, b, # 0, B # 0, akkor lim — = 3 Ehhez gondoljuk

n—00 bn
B
meg a kévetkez8t: mivel lim b, = B, ezért létezik N}, hogy ha n > Nj, akkor mér |6, — B| < u

n—0oo 2
Ezzel ekvivalens:

B B
2 2
|8l 18l

B—-—<b,<B+
2
B B B B
Ha B > 0, akkor ebbdl 5 <b, < 37, ha B < 0, akkor ebbdl 3? <b, < 5 kovetkezik.
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B B
Azaz: ha B > 0, akkor % < 1b,|, ha pedig B < 0, akkor —|b,| < —%. Vagyis: ha n > Ny, akkor azt
|B| 1 2
kaptuk, hogy |b,,| > —, azaz < —.
pE o8y 2> bl " 1B

Legyen most ¢ > 0 tetsz6leges.

e |BJ? e |B|?

Ekkor -hoz létezik N», hogy han > N, akkor |4, — B| < 5
fgy aztin
1 1| |b,—-B| |b,— B 3 e-|B> 1 2
e = - — =
b, B Bb, |B] - |b,] 2 18] |8
ha n > max{N;; N>}. Ez éppen azt jelenti, hogy ¢ > 0-hoz N := max{N;; N,} megfelel§ kiiszob-
1 1
Ve , Vé ln I _'
szém, igy lim Y
Térjink most rd a bizonyitandé dllitdsra. Felhaszndlva a kordbban bizonyitot 3. pontot, illetve az
imént igazoltakat:
1 1 1 1 4
lim In lim (4,-—|=lma, - lim —=limag, ——=4-—=—.
n—0o0 p, n—00 bn n—00 n—0x g, n—00 h_r)n bn B B
Ezzel az allitisokat beldttuk. m|

1.94. Megjegyzés. Az 1.92. tétel igen hasznos eszkoz a hatdréreék kiszdmitdsdra. Bizonyos esetekben az
allitdsok végtelen hatdrértékekre is kiterjeszthetdk az értelemszerd, szemlélet 4ltal sugallt tartalmakkal. Ertjik
ez alatt a kovetkezS8ket:

1. Ha lim 4, = 4 € R, lim b, = oo, akkor

n—oo n—oo

* lim (a4, +b,) = oo,
n—oo

* lim (4, - b,) = —o0,
n—oo

e lim (4, —a,) = oo,

, . _ 0o, had>0;
A # 0 esetén nh_rgo (a,-b,) = { oo, had <0,
a
. l on — 0,
2500 b,
, . bn 0, had > 0;
an¢0,A¢Oesetennl£1gOZ—{ oo, had <0

2. Ha lim a4, = oo, lim b, = oo, akkor

n—0o0 n—0oo
e lim (a,+5,) = o,
n—oo

* lim (a, - b,) = .
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A fenti hatdréreék-reldcidkat a kovetkez8képpen tartjuk észben:

oo, had>0;, 4

A+oco = 00; A—00 = —00; OO—A:OO; Aoo:{ Z =0 { oo, haA>05

00
—00, had<0; o A —oo, had <0
illetve

Hangsualyozzuk azonban, hogy ezen révid formulék a fenti tétel gyorsabb el6hivisdt szolgdljik csupdn, a vég-
telen tovibbra sem egy szdm.

Ugyanakkor vannak olyan tipushatiréreékek, agynevezett hatdrozatlan esetek, melyeknél nem tudunk a
fentiekhez hasonld egyszer( formulat taldlni. Ezek a kovetkezdk:

1. oo — oo tipust hatdréreék: konkrét feladattdl fiigg6en birmilyen eredményt adhat.

* Hapl. a, = n? b, = n,akkor lim 4, = o, lim b, = 00, és lim (a, — b,) = lim (nz - n) =
n—>00 n—>00 n—oo n—oo
00,

* Hapl.a, =n,b, = n?, akkor lim a, = oo, lim b, = c0,és lim (4, — b,) = lim (n — nz) =
n—oo n—0oo n—0o0 n—0oo
—00,

* Hapl 4, = n,b, = n,akkor lim a, = oo, lim b, = c0,és lim (4, — b,) = lim (n—») = 0.
n—00 n—00 n—00 n—0oo

Ugyanilyen médszerrel viszont birmilyen C valds szdm is eldllhat hatdrértékként, pl. 2, = n+C,
b, = n vilasztissal.

(ee]
2. — tipust hatdrérték: konkrét feladattdl fiiggéen barmilyen eredményt adhat.
(e

2
. . , 1. 4n . .
* Hapl. 4, = n?, b, = n,akkor lim 4, = co, lim b, = 00,és lim — = lim — = lim 7 = co.
7n— 00 7n—>00 n—00 bn n—oo 7 n—00
) . . T .1
* Hapl 4, = n,b, = n°,akkor lim a, = oo, lim b, = 00,és lim — = lim — = lim — =0.
n— 00 n—00 n— 00 n— 00 nz n—oo 7

n

. . ;1 n . .
* Hapl a, = n, b, = n, akkor h_r,%oﬂ” = 00, lglgo b, = 00, és lglgo = h_rgol = 1. Ugyanilyen
n n n n

médszerrel viszont barmilyen C valés szdm is eldllhat hatdréreékként, pl. @, = C - n, b, = n
vilasztdssal.

0
3. o tipust hatdrérték: konkrét feladattdl figgden barmilyen eredményt adhat.

1
1 1 2 1
* Hapl. a, = _2’b” = —, akkor lim 4, =0, lim &4, = 0,és lim 22— lim 22 = lim - = 0.
n n n—>00 n—>00 n—00 p, n—00 l n—o0 72
n
1
1 1 . . . 1. dn . n .
e Hapl. 2, = —, b, = —,akkor lim 4, =0, lim 6, =0,és lim — = lim — = lim » = oo,
n?

39



SOROZATOK

1
1 1 . . en . .
* Hapl 4, = —, b, = —, akkor lim 4, =0, lim 4, = 0,¢és lim T= lim 1 = 1. Ugyanilyen
n n 7—>00 n—00 71—>00 71—>00
” C 1
médszerrel viszont birmilyen C valds szdm is eldllhat hatdréreékként, pl. @, = —, b, = —
n n

vilasztdssal.

4. 0 - oo tipust hatdrérték: konkrét feladattdl figgéen barmilyen eredményt adhat.

1 1
* Hapl a, = —» b, = n,akkor lim 4, =0, lim b, = o0, és lim (4, - b,) = lim (—2 . n) =
7 n—00 n—00 n—00 n—oo \ 72
o1
lim — =0.
n—oo 72
1 2 . . ’ . . 1 2
* Hapl 4, = —, b, = n~, akkor lim 4, =0, lim &, = c0,¢és lim (4, - b,) = lim |- -»"| =
n n—00 n—00 7—00 n—oo \ 7
lim 7 = oo.
n—oo
* Hapl 4, = =, b, = n, akkor lim 4, = 0, lim b, = oo, ¢és lim (a,-b,) = lim 1 = 1.
n n—>oo n—0oo n—0oo n—>oo C

Ugyanilyen médszerrel viszont birmilyen C valds szim is eldllhat hatdréreékként, pl. 2, = —,
n

b, = n valasztissal.

Ezeknél a hatdrértékeknél tehdt nem tudunk szabélyt alkalmazni, valamilyen tigyesebb médszerhez kell fo-
lyamodnunk. A gyakorlatban azonban az ilyen tipust hatdréreékeket is sokszor visszavezetjitk olyanokra,
melyek kiszdmitdsa sorin mdr az 1.92. tétel eredményei alkalmazhatdak.

1.95. Feladat. [[2] 1171] Szdmitsuk ki a kovetkezd sorozatok hatdrértékét:

: 2n 27° +12
a) lim ; : .
)”*“3_5”2 4 25203n3—n2—5n—1’
2 . 2n+3
. ont=7n+3 e) lim 2
et b o—
1 }’14 f) i \H’l2+1 2V7l2—1
- im - .
°) nll—rg°9n4+n3—2n+5; rme\Vn? -1 Nn? +1

Megoldds. Ugyes dtalakitisok utdin minden esetben az1.92. tételt, illetve az 1.87. tétel 1. pontjdt alkalmazzuk.

2
2n 7 0
2 IR . . n
-tel itink: li = lim = =0.
a) n°-tel egyszer(isitiin Jim 5 = lim = o—s -2
= -5
n
) 7+3
5 i =
-7n+3 2 1-0+0 1
b) n*-tel egyszerdsitiink: lim 27— lim r_A - =—
n—>°°2ﬂ2+3ﬂ—5 n—00 3 5 24+40-0 2
242 -2 e
n n®
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1
; AU 1- 7 | . 0-1 1
c) n*-nel egyszerGsitiink: lim = lim = =——.
I+ ———+— —_—
n nd nt
12

203 +12 2+3 240 2

d) n*-nal egyszertisitiink: nli_r)lgo e 1 nlgrgo . T 5 1 =3 0-0-0"_ i
n n* nd o

e) Ezattal kissé tritkk6sebb a helyzet. A nevezében mésodfoku kifejezésb8l vonunk négyzetgyokot, ezért
~ 7 nagysigrend(, akdrcsak a szimldlé. Emiatt most z-nel egyszerGsitiink, ami a négyzetgyokjel alatt
n*-tel torténd egyszertsitést jelent:

3
po 23 2+ 2+0
m = lum = = L.
n—>00\/712+5 n—00 . 5 \/1+0 =
2
n

Az utolsé elétti Iépésben azt haszndltuk fel, hogy amennyiben lim 4, = A egy pozitiv tagokbdl 4ll6

sorozatra, ugy lim +a, = VA. Ezta gondolatot egyelSre szemléletbdl elfogadjuk — késébb litni fogjuk,

n—o0

hogy ez a négyzetgyokfiiggveny folytonossdga miatt van igy.

f) Ismét n-nel egyszertGsitiink:

] B

1
; (\/n2+1 2n2—1) 5 21732 | Vvizo 2vico
m
n—oo

- = lim - = - =1
V2 =1 Vn2+1

n—00 1 1| vi=0 Vito =
1——2 1+—2
n n

Az utolsé el6tti [épésben ismét a négyzetgyokfiiggvény folytonossigit haszniltuk.

1.96. Megjegyzés. Az1.95. tétel alapjin megfogalmazhatjuk a kévetkez6ket: amennyiben polinomok hé-
nyadosaként el84llé sorozat hatdréreékét kell kiszimolnunk, egyszerisitsiik a polinomot a legnagyobb fok-
szdma n-hatvinnyal. Az igy nyert hinyadosban mar alkalmazhatéak az 1.92. tétel eredményei. A kozvetlen
kiszdmitds azért nem mikodik, mert a — nem konstans — polinomok hatdrértékei co vagy —oo lehetnek, igy

(oe]
tipikusan — tipust hatdrértékrél van szé.
o

1.97. Feladat ([2] 1172). Szdmitsuk ki a kovetkez8 sorozatok hatdréreékét:

) i 20’ +3 ) i n—2n*+3
im g im .
2 oo l+24+3+...4+n ¢ n—00 12 422 432 4 472
24+4+...+2
b) lim Z.
n—00 3n—5

Megoldds. Haszniljuk a kordbban mdr ldtott, hatvinySsszegekre vonatkozo képleteket, valamit az el8z6 fel-
adatban ldtott médszert.

41



SOROZATOK

3
, 222 43 22243 22243 23 240
a) lim = lim ———=2"- lim =2 lim =2 —— =4.
n—0l+2+3+...+n noo n(n+1) n—co n2 4 n—oo 1+£ 140 =
2 n
244+ ...+2n C 2(142+...+n) o n(n+1)  ont+n I
b) lim = lim = lim ——— = lim = lim =
n—00 3n-5 n—00 3n-5 n—eo 3p =5 n—c03p—5 -3 5

n  n?
C
o0, mert az utolsé lépésben mdr m tipust hatdrértékkel van dolgunk (ezt onnan tudjuk, hogy elég nagy

n-re mir 3z — 5 > 0, és a nevezetd elGjele n?-tel toreénd egyszer(sités utin nem viltozik meg).

) i n—2n%+3 I 3 —2n%+73 . n—2n*+3
C 1m = lim = m =
n—e0 124224+ . +n? oo n(n+1)(2rn+1) n—o (n2+n) (2n+1)
1 2 3
o2 =22%+3 , PR 1-0+40
:6111'1'1—:6111'1'1 = . =3.
n—>002}’l3+37l2+7l n—00 3 1 24+0+0 =
2+ — )
n n
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