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1.

Teljes indukcié

g@ﬁ)COKFﬁLE olyan matematikai kérdést tehetiink fel, amely valamilyen természetes szimtdl fiigg. Zdrt
G \K%’) képletet mdr ismertink az els§ 7 pozitiv természetes szdm Osszegére, de felmeriilhet a kérdés, hogy
Cgk?ﬁ@) van-e zirt alakja az 12422 +. . .+n? kifejezésnek, illetve dltaldban mit mondhatunk az 154254, 4nf
osszegrél (n € IN*, k € IN*). Ertelmes kérdés, hogy legfeljebb hany részre osztja a stkot 7 egyenes, 7 kor, stb.
Amennyiben ezen kérdésekre megsejtjitk a vélaszt, azt teljes indukciéval tudjuk bizonyitani.

Motivicié. Adott egy végtelen hosszii 1épcsd, és ennek tovében egy béka. Adjunk meg lehetdleg minél
kevesebb olyan képességet, amelyet a békdnak tudnia kell ahhoz, hogy a lépcsé birmelyik fokdra eljuthasson!
Ahhoz, hogy ez teljestiljon, két feltételt elegendd teljesiteni:

1. abéka tudja megugrani az elsé Iépcséfokot;
2. feltéve, hogy egy adott [épcséfokra eljutott, legyen képes a kévetkezdre is felugrani.
Ezen két feltétel teljestilése esetén a béka a 1épcsé barmelyik fokdra eljuthat.

Ezen gondolat vezet el benniinket a teljes indukcios bizonyitds elvéhez. Legyen adott végtelen sok 4llitds:
Ay, Az, ..., Ay, stb. A teljes indukcié sordn két [épést hajtunk végre:

1. Megmutatjuk, hogy A4 igaz.

2. Feltessziik, hogy A, igaz: ezt nevezziik indukcids feltetelnek. Majd ezt felhaszndlva megmutatjuk, hogy
ebben az esetben A,41 is igaz.

Ha ezt a két 1épést meg tudjuk tenni, akkor barmely 4,, dllitds igaz. Valéban: A igaz, hiszen bizonyitottuk.
Akkor viszont a médsodik lépés igazsiga miatt A5 is igaz. Ha viszont A4 is igaz, akkor a misodik 1épés szerint
A3 is igaz, stb. Az illitdsok igazsdgtartalma 6roklédik, ahogy a béka is fel tud ugrani birmelyik Iépcséfokig,
amennyiben az els§ 1épést képes megugrani, és amennyiben valahovd mér eljutott, még egy szinttel tovibb
tud ugrani. A kovetkez8kben a teljes indukcié néhdny tipikus alkalmazasit tekintjiik 4t.

1.1. Osszegzések

Motivicié. A matematika legkilonb6z8bb teriiletein fordul el8, hogy egy szdmsorozat elsé néhdny tagji-
nak osszegét kell meghatdroznunk. Az Gsszegek egyetlen képlettel torténd felirdsit zdrt alaknak nevezziik.
Az aldbbiakban igazoljuk az els§ 7 pozitiv egész szim négyzetsszegére, illetve kobosszegére vonatkozd zirt
alakokat.



TELJES INDUKCIO

L.1. Példa. Bizonyitsuk be, hogy tetsz8leges n € IN" esetén

P+2%+... +n°= n(n+1)6(2n+1).

1-2-3

Megoldds. Teljes indukcidval. 1. Iépés: 7z = 1-re a bal oldal: 1°=1,a jobb oldal:

egyenld, # = 1-re tehit az dllitds igaz.

= 1. A kétkifejezés

2. 1épés: tegyiik fel, hogy az illitds igaz n-re, vagyis

P+22+... +n*= n(n+1)6(2n+1)’

ez az indukcids feltétel. Az allitds ekkor 7 + 1-re a kovetkezb:

P+2%+.  +n%+(n+1)? = (n+D)(z+2)20(+1) +1)

P+22 4.+ +(n+1)* = (n+1)(n+62)6(2n+3)
Az indukciés feltétel alapjin ezzel ekvivalens:
n(n+ 1)6(2n +1) F (1) = (n+1)(n +62)(2n +3)
n(2n6+ 1) F(nt1) = (n +2)22n +3)

20+ n+6n+6=2n"+3n+4n+6

20 +Tn+6=2n"+7n+6

A kapott egyenl6ség igaz. Mivel végig ekvivalens dtalakitisokat végeztiink, azt kaptuk (az indukcids feltétel
felhasznaldsaval), hogy az illitds 7 + 1-re is igaz.
A teljes indukcid elve értelmében az dllitdst beldtcuk.

1.2. Példa. Bizonyitsuk be, hogy tetsz8leges 7 € IN* esetén

3 (n(n+1))2

P+2%+...+n =
2
1-2\°
Megoldds. Teljes indukciéval. 1. 1épés: 7 = 1-reabal oldal: 1° = 1,2 jobb oldal: (T) = 1. A kétkifejezés

egyenld, # = 1-re tehit az dllitds igaz.
2. 1épés: tegyiik fel, hogy az illitds igaz n-re, vagyis

13+23+...+n3:(

n(n+1)\*
)

ez az indukcids feltétel. Az 4llitds ekkor 7 + 1-re a kovetkezd:

13+23+...+n3+(n+1)3:(

(n+1)(n+2) >
)

4



TELJES INDUKCIO

Az indukciés feltevés alapjin ezzel ekvivalens:

(n(n+1) 2+(n+1)3_ (n+1)(n+2)\*
2 B 2

n? (n+2)?
—+nt+l= ——
4 4

n+dn+4=(n+2)>

A kapott egyenl8ség az (a + b)* = a* + 2ab+ b* nevezetes azonossdg értelmében igaz. Mivel végig ekvivalens
dtalakitdsokat végeztiink, azt kaptuk (az indukcids feltétel felhasznaldsdval), hogy az dllitds 7 + 1-re is igaz.
A teljes indukcid elve értelmében az dllitdst beldttuk.

1.3. Megjegyzés. Erdemes megjegyezniink, hogy az 1.1. és az 1.2. példik eredményei kiegészithetSk az 1 +

2+...+n Osszeg zért alakban torténd felirdsival, melyet mér kordbbi tanulmdnyaink sordn megtettiink. Azt

1
littuk, hogy 1+ 2 +...+n = M

. Eszerint a kovetkez6ket mondhatjuk:
n(n+1)

*1+2+4+...+n= ;
2

c 12422+, +n% = n(n+1)6(2n+1);

2
+1
. 13+23+...+n3:(%) .

Onmagéban érdemes az elsd és a harmadik sort 6sszehasonlitani, melyek szerint

P+22+. 4282 =0+2+...4+2)°.

Az1F+ 2k 4. +2* Osszeg zdrt alakban felirdsa, ahol £ € AR onmagiban érdekes kérdés. Litjuk, hogy az
eredmény megsejtése utin az teljes indukciéval bizonyithatd. A nehézséget dltaliban az jelenti, hogy legyen
otletink a zdrt alakot megadé képlet megaddsdra. Ez & = 1-re meglehet8sen egyszerd, £ = 2-re midr jéval
bonyolultabb. Vannak geometriai meggondoldsok, melyek segitségével e képletek megsejthetSk, nagyobb
k-kra egyéb médszerek is ismeretesek.

Szdmunkra a fenti hirom &sszegzési képlet ismerete fontos, a késébbiekben tobbszor is haszndlni fogjuk
Sket.

1.1.1. Szummik és produktumok

Az 1.3. megjegyzés formuldinak preciz leirdsa a szumma jeloléssel toreénik. A ... szimbdlum haszndlata szi-
gordan véve nem preciz, hiszen bar mindenkinek vannak elképzelései, val6jaban semmi nem indokolja, hogy
egy 1¥ + 2% + ... + »* tpust kifejezésben éppen a hidnyzd, 2 és n kozotti egész szamok k-adik hatvényai
szerepeljenek. Amennyiben adottak a1, 4o, . . ., a,, valés szimok, az 6sszegiiket a kovetkezéképpen jeldljiik:

n

Zdi =aytar+...+a,
7=1
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A bal oldali kifejezés kiejtése: szumma i egyenld 1-td] n-ig. Az indexek persze mds bettivel is jelolhetSk. Ekkor
a fenti formuldink a koévetkezd alakot dltik:

n

Zn:z‘: @; Zn:iz _ n(n+1)6(2n+1); Zl.g _ (n(n2+1))2'

=1 =1 =1

A szumma jel6lés haszndlata a precizitdson kiviil néha nagyon praktikus a bizonyitdsok szempontjibdl is. Er-
demes egyre jobban hozzdszoknunk a jel6lés hasznélatdhoz, illetve a szummdkkal valé szdmolds szabélyaihoz.
A szumma jel6lés definici6jdbol kovetkeznek a kovetkez8 azonossigok:

n

i(di +b;) = Zn‘/q + i b i c-a;=c- Zal-.
=1 =1 =1

i=1 i=1

Vannak olyan 6sszegzési feladatok, melyekben a zdrt alak megsejtése a szumma jel6lés haszndlatdval, és médr
ismert 6sszegzési képletek felhaszndldsdval torténhet.

1.4. Feladat ([3] 1056. a) nyoman). Irjuk fel a kévetkezd kifejezést zirt alakban!

1-2+2-343-4+...4+n-(n+1).

Megoldds. Irjuk fel a kifejezést szummdval, majd bontsuk szét a kapott 6sszeget két ismert Gsszegre.

n n

1-2+2-3+...+7l-(n+1):Zz'-(z'+1):Z(z'2+z') :iz'2+zn:z'.
=1 =1

=1 i=1

A kapott két Osszeg zdrt alakjit ismerjiik. Ennek megfelel6en

n(n+1)(2n+1) n(n+1) _n(r+1)(2n+1+43) n(r+1)(n+2)
Zz +Z = - - ; .
Azt kaptuk tehdt, hogy

n(n+1)(n+2)
3 .
Ha ezt az Gsszefiiggést valaki megstgta volna, teljes indukcidval is igazolhattuk volna. A szumma jel6lés

segitségével viszont formdlisan kénnyen vissza tudtuk vezetni a kérdéses 6sszeget kordbban meghatirozott
Osszegekre, és ezzel sugis nélkil is meg tudtuk hatdrozni a zért alakot.

1:242-34+...4+n-(n+1) =

1.5. Feladat. [[3]1050. c) nyoman] Irjuk fel a kovetkezs kifejezést zirt alakban!

1 1 1
—t.. o —
1- 2-3 n-(n+1)

Megoldds. Kétféle megolddstis mutatunk. Azelsd sordn nézzitk meg az elsé néhdny 7-re, hogy milyen értéket

1 1 1 2 1 1 .

kapunk. n =1-te — =—,n=2re — + —— = —, 7 = 3ra + + = —. Ennek alapjin
. 2 1-2 2-3 3 1-2 2-3 3-4 4

kialakul benniink az a sejtés, hogy

n

1
— + = :
n-(n+l) n+l

+
1-2

+

N
o =
(O8]

—
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Ha madr van sejtésiink, akkor megprébalhatjuk teljes indukciéval bizonyitani azt.
1. 1épés: n = 1-re sejtésiink igaz, mint lattuk.
2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az dllitds igaz n-re, vagyis
1 1 1 n
— t—— ...+ = ,
1-2 2-3 n-(n+l) n+l

ez az indukcids feltétel. Ekkor 7 + 1-re a kovetkez8t kellene belatnunk:

L, S S 1 _n+l
1.2 23 77 n-(n+l) (n+l)-(n+2) n+2

Az indukcids feltétel szerint ezzel ekvivalens:

n N 1 _n+l
n+l (n+1)-(n+2) n+2
n-(n+2)+1=(n+1)>2

4+ 2n+1=(n+1)?

Ezaz (a+b)* = a>+2ab+b* nevezetes azonossig szerint igaz. Mivel végig ekvivalens dtalakitisokat végeztiink,
azt kaptuk (az indukciés feltétel felhaszndldsdval), hogy sejtéstink 7 + 1-re is igaz.

A teljes indukci6 elve értelmében a sejtést igazoltuk.

Misodik megolddsunk nem haszndl sejtést. Otletiink a kovetkezd: keressiink olyen A4, B valds szimokat,
hogy minden pozitiv egész n-re igaz legyen az

1 A B
— =Ty
n-(n+l) n n+l
oOsszefliggés. Koz6s nevezdre hozva:

1=4-(n+1)+B-n
1=(A+B)-n+4

A bal oldal értéke 7-tdl figgetleniil mindig 1, a jobb oldalon z-nek linedris fiiggvénye 4ll. Ebbdl kovetkezik,

hogy a jobb oldalon 7 egytitthatéjinak 0-nak, mig a konstans tagnak 1-nek kell lennie. Ez azt jelenti, hogy
A+B=0,4=1,amib8l B = —1is kovetkezik. Taldltunk tehdt megfelel$ 4 és B konstansokat:

1 1 1

[a—

n-(n+1) T2 n+

o kifejezés ezen felbontdsdt nevezik parcidlis tortekre bontdsnak (a parcidlis szé jelentése: rész-).
n-(n+
Hasznos médszer, maskor is taldlkozunk majd vele.

Visszatérve az eredeti Osszegre, ennek minden tagjit fel tudjuk bontani az el6z8 Ssszefiiggés segitségével

(a ldtvany kedvéért az utolsé el6tti tagot is kifrjuk):

1
—+——+...+ + =
1-2 23

N | —
W | =

[ —
|
N =
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Vegyiik észre, hogy ebben az 6sszegben az elsé és az utolsé tag kivételével minden tag kiesik. Az ilyen Gsszeget
hivjdk teleszkdpos osszegnek. Eszerint

1

1 1 n+l-1 n
+ j—
1-2

1
—t.. . t—=1- = = .
2-3 n-(n+1) n+1 n+1 n+1

Kézvetlen szimoldssal megkaptuk azt a formuldt, amit el6z6 megolddsunkban megsejtettiink, majd teljes
indukciéval bizonyitottunk.
A parcidlis tortekre bontdssal torténd szimoldst szummékkal is megmutatjuk, illusztrdlva ennek elegan-
cidjdt, rovidségér. Kérdés a
n
P e
- (+1)

=1

1
Osszeg zdrt alakja. Az dltaldnos tag W’ ennek parcidlis tortekre bontdst elvégezziik a fentiek szerint,
i (7
majd szimol4sunk a kévetkez8képpen alakul:
n n n n n n+l
Z;_Z(l_;)_zl_zL_ 1 1o
= - (+1) — i i+1 — i = i+1 — i = i
1wl 1 1 n
= 1 + - - - — = 1 — = B
o L n+1 n+l n+1

mivel a koztes tagok ldtvdnyosan kiejtik egymdst. A szummadval torténd szimoldsban haszniltunk egy tigyes

trikkot, az dtindexelést:
n

7 + 1 helyett j-t irunk, ekkor a hatérok is viltoznak: nem 1-t8l z-ig, hanem 2-t8l 7 + 1-ig szummézunk. Mivel
teljesen mindegy, mivel jel6ljitk a futd indexet, j helyett visszatériink z-re, igy litvinyos a megfelel$ elemek
kiesése az dtalakitds utdn.

1.6. Megjegyzés. Az Osszegzés rovidebb, illetve precizebb leirdsdra a szumma jel6lés szolgil, analég médon
definidlhatd szorzatok esetén a produktum. Amennyiben adottak azay, 4o, . . ., a, valés szimok, a szorzatukat
a kovetkezképpen jeloljiik:

n

| |4l‘::al-az-...-an.

=1
A bal oldali kifejezés kifejtése: produktum i egyenld 1-t6] n-ig. Az indexek itt is jelolhetSk mds bet(ivel. Ezzel
a jeloléssel példaul ]—[ i =n
=1
1.1.2. Egyenlétlenségek

Osszegek zart alakban meghatdrozdsa teljes indukcidval tobbnyire egyszer(, ha eleve ismerjitk/megsejtjitk/meg-
sugtdk a zdrt alakot. Viszont sokszor zdrt alakot nem tudunk mondani, ugyanakkor kialakul sejtéstink arrdl,
hogy legfeljebb/legaldbb mennyi a széban forgd Gsszeg, vagyis szeretnénk felsé/alsé becslést igazolni. Teljes

8



TELJES INDUKCIO

indukciéval az ilyen becslések egy része is bizonyithatd, ugyanakkor a bizonyitds technikdja tébb odafigyelést
igényel, mint amikor egyenléségekkel van dolgunk. Altalinosan elmondhaté egyébként, hogy egyenlStlen-
ségekkel sokkal nehezebb dolgozni, mint egyenletekkel.

1.7. Feladat ([2] 124). Bizonyitsuk be a kévetkez8 egyenl8tlenséget minden 7 > 2 egész szdmra!

1 1 1
—t—+...+— >V
n

iva T

Megoldds. Teljes indukci6val bizonyitunk. 1. 1épés: 7 = 2-re az 4llitis:

Ez utébbi egyenlStlenség igaz, ekvivalens dtalakitdsok miatt az allitds = 1-re igaz.
2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az dllitds igaz n-re, vagyis
1 1 1
—t—t...+—>Vn

ViV

ez az indukciods feltétel. Azt kellene igazolnunk, hogy 7 + 1-re igaz a kovetkezd:

1 1 1 1
— 4+ —+...+—+ > Vr+1. (1.1)
VioWV2 Voo Nn+1

Az indukcids feltétel alapjin ezen bizonyitandé dllitds bal oldaldnak elsé 7 tagjdbdl llé 6sszeget tudjuk be-

cstlni: ) ) ) ) )
—t—t..+t—+ >\ +

\/I \/z \/5 n+1 n+1.

Ha tudndnk igazolni, hogy 7 > 2 egész szdm esetén

1
\Vn+

n+

>Vn+1, (1.2)

d

akkor ezzel az (1.1) Gsszeftiggést is igazoltuk. Nézziik hit az (1.2) egyenl8tlenséget:

\Vn + ! >Vn+1

n+1

Va(n+1)+1>n+1
Ve(n+1) >n

Mivel mindkét oldal nemnegativ, ezzel ekvivalens:

ﬂ2+ﬂ>712

n>0

Az utolsé egyenlStlenség igaz, hiszen » > 2. Mivel minden 4talakitisunk ekvivalens volt, az (1.2) egyenl&t-
lenség igaz, igy az indukcids feltétel felhasznaldsdval az (1.1) z + 1-re vonatkozé 4llitds is kovetkezik.
A teljes indukci6 elve értelmében az 4llitdst beldttuk.

9



TELJES INDUKCIO

1.8. Feladat ([1] 246/4). Milyen 7 természetes szimra teljesiil, hogy 2 > n*?

Megoldds. n = 0-ra az egyenlStlenség igaz, hiszen 20=1,02=0.7n = lreaz egyenlStlenség szintén igaz,
hiszen 2! = 2 > 1 = 1%. n = 2-re nem teljestil az 4llitds, ekkor ugyanis egyenléség van. 7 = 3-ra: 23 =8,
32 = 9, szintén nem igaz az egyenlGtlenség, mig n = 4-re ismét egyenldséget kapunk: 2% = 17 = 42, Ha
n=>5,akkor2> =32>25=5%az egyenldtlenség ismét teljesiil. Teljes indukcidval megmutatjuk, hogy ha
n > 5 természetes szim, akkor mdr mindig teljesiilni fog a széban forgé egyenlétlenség.

1. Iépés: n = 5-re, mint ldttuk, az egyenlStlenség igaz.

2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az egyenlStlenség igaz valamely 7 > 5 természetes szdmra, azaz

2" > n?,

ez az indukciods feltétel. Azt kellene megmutatnunk, hogy az egyenl8tlenség 7 + 1-re is igaz, vagyis
2" s (n+1)% (1.3)
Az indukcids feltétel felhaszndldsdval becstiljik alulrdl a bal oldalt:
2" =227 5 2. 4% (1.4)

Ha sikeriil megmutatnunk, hogy 2 - n* > (n + 1)?, akkor az (1.4) becslés alapjin az (1.3) egyenl8tlenség is
igazoldst nyer. Nézziik a hidnyzé 1épést:

272> (n+1)?
202> P+ 2n+1

n=2n—-1>0

A miésodfoka egyenl8tlenséget megoldva azt kapjuk, hogy ez utébbi egyenl8tlenség igaz, ha » > 3 (most
n természetes szdm). Ez a feltétel viszont most teljesiil, hiszen feltettiik, hogy #» > 5. A hidnyzd lépés tehdt
minden z > 5 természetes szim esetén igaz, igy a fentiek szerinta becslést z+1 esetén is igazoltuk az indukcids
feltétel felhaszndldsdval.

A teljes indukcié elve értelmében tehdt beldttuk, hogy 2 > n%, han > 5 természetes szdm. Az 5-nél
kisebb természetes szimok esetén pedig azt tapasztaltuk, hogy az egyenlStlenség dll z = 0,2 = 1ésn = 3
esetén.

1.9. Megjegyzés. Az 1.8. feladat szép példdja annak, hogy az indukcié esetleg csak késbbi kezdSlépéssel
kezd8dik el, mint amit elsére gyanitandnk. » = 0-ra és » = l-re a becslés igaz volt, ugyanakkor pusztin
ebbdl kiindulva nem tudtunk volna indukciéval bizonyitani, mert az indukcids 1épés felhaszndldsa mellett az
n>-2n—-1>0 egyenldtlenségnek is igaznak kell lennie, hogy az dllitdst 7 + 1-re igazolni tudjuk. Ez utébbi
egyenl8tlenség csak 2 > 3-tdl igaz, akkor viszont szembestilhetiink vele, hogy 7z = 3-ra maga az dllitds nem
igaz, igy indukciénk ismét nem indul el. Prébilkozzunk hdt ennél nagyobb kezdd n értékekkel: 7 = 4 még
nem jo, z = S mir jo lesz. Els6 nekifutdsra ezen prébalkozdsok vezetnek el a fentebb részletezett, letisztult
bizonyitdshoz. Ne feledjiik tehit: a teljes indukcié mikédéséhez elészor is teljesiilnie kell a kezdSlépésnek,
miésodszor is teljestilnie kell az z — 7 + 1 1épésnek is.

10
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1.2. Geometriai feladatok

. n+n+2 .
1.10. Feladat ([2] 128. nyomdn). Mutassuk meg, hogy 7 egyenes a sikot legfeljebb — részre osztja
fel!

1+1+2

Megoldds. Teljes indukcidval. 1. Iépés: n = 1-re: 1 egyenes a sikot két részre osztja fel. Valéban: 5

2, az illitds igaz.

2
2
2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az 4llitds igaz, vagyis # darab egyenes a sikot legfeljebb % részre osztja

fel, ez az indukcids feltétel. Azt kellene beldtnunk, hogy 7 +1 egyenes esetén a tartomanyok maximalis szima

(n+1D)?+(n+1)+2  n*+2n+1+n+1+42 n*+3n+4
2 B 2 B 2

(L5)

Feltéve, hogy mir 7 egyenes lent van a sikon, htizzuk be az 7 + 1-edik egyenest! A legt6bb 6j tartomany akkor
keletkezik, ha ez az egyenes minden kordbbi egyenest metsz, és nem megy 4t kordbbi metszésponton. Ekkor
a kordbbi egyenesek az # + 1-edik egyenest z pontban metszik, melyek a széban forgd egyenest 7 + 1 részre
osztjak. Minden ilyen szakasz, illetve félegyenes egy-egy 4j tartomdny hatdrolé szakasza/félegyenese, igy 7z +1

2
+n+2
db uj tartomdny keletkezik. Az indukciés feltétel szerint ekkor legfeljebb % + 7+ 1 részre osztottuk
fel a sikot. Alakitsuk ezt a kifejezést:
n>+n+2 W+ n+2+42n+2 nP+3n+4
— T 4n+l1= > = >

Ez megegyezik az (1.5) kifejezéssel. Azt kaptuk, hogy az indukcids feltétel felhaszndldsdval az allitds 7 + 1-re is
igaz, igy a teljes indukci6 elve értelmében az allitdst beldttuk.

L11. Feladat ([2] 129. nyomdn). Mutassuk meg, hogy 7 kor a sikot legfeljebb #* —  + 2 részre osztja fel!

Megoldds. Teljes indukciéval. 1. 1épés: n = 1-re: 1 kor a sikot 2 részre osztja fel. Ekkor ?-1+42=2, igy az
allitds igaz.

2. 1épés: Tegyiik fel, hogy az dllitds igaz n-re, vagyis 7 kor a sikot legfeljebb n% — n + 2 részre osztja fel, ez
az indukcids feltétel. Azt kellene beldtnunk, hogy 7 + 1 kér a sikot legfeljebb

m+ 1) —(n+D)+2=n*+2n+1-n—-1+2=n+n+2 (1.6)

részre osztja fel. Feltéve, hogy mir » kor lent van a sikot, rajzoljuk meg az # + 1-edik kort! A legtobb 4j
tartomdny akkor keletkezik, ha ez a kér minden koribbi kort metsz, és nem megy at kordbbi metszésponton.
Az 4j kér minden kordbbi kort két pontban metsz, igy 27 darab 4j metszéspont, és ezdltal 27 Gj tartomdny
keletkezik. Az indukcids feltétel szerint ekkor legfeljebb n* —n+2+2n=n*+n+ 2 részre osztotruk fel a
sikot. Ez éppen az (1.6) kifejezés. Azt kaptuk, hogy az indukcids feltétel felhasznaldsaval az allitds 7 + 1-re is
igaz, igy a teljes indukci6 elve értelmében az allitast beldttuk.

1.12. Megjegyzés. Halmazok kozti kapcsolatot Venn-diagrammal dbrézolhatjuk. Legfeljebb hirom halmaz
esetén a Venn-diagramot hagyomdnyosan korok segitségével készitjiik el. Mikozben tobb halmaz esetében a
Venn-diagram is nehezebben dtlithatd, felmeriil a kérdés, hogy készithetd-e 4ltaliban 7 halmaz esetén csak
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korok haszndlatdval Venn-diagram? A Venn-diagram rajzoldsa sordn a cél, hogy — 7 halmaz esetén — mind a
2" lehetséges tartomdny realizdlédjon. Az 1.11. feladat segitségével vilaszolhatunk arra a kérdésre, hogy meg
tudjuk-e ezt tenni pusztink korok haszndlatdval. » = 1;2; 3 esetén tudjuk, hogy tudunk Venn-diagramot
késziteni, és valéban: ebben a hdrom esetben a maximdlis siktartomdnyok szdma az 1.11. feladat alapjén rend-
re éppen 2; 4; 8. Kérdés, hogy lehet-e mds pozitiv z-re 2 = n* — n + 2. Mivel tébbszéri prébalkozasra sem
sikertil csak korokkel Venn-diagramot késziteni mér 2 = 4 halmaz esetén sem, ezért kialakul a sejtés, hogy ha
n > 4 természetes szdm, akkor

2" >n?—n+2. (1.7)

Amennyiben ezt igazolni tudjuk, ugy azt bizonyitottuk, hogy legalibb 4 halmaz esetén tobb tartomanynak
kellene lennie az 4brdn, mint amennyi tartomdnyt z kér a sikon létre tud hozni, igy 7 > 4 halmaz esetén csak
korokkel Venn-diagram nem rajzolhaté.

Amennyiben » > 5, gy az 1.8. feladatban mdr ldttuk, hogy 2” > »
vagyis ebben az esetben az (1.7) egyenlétlenség igaz.

Mir csak az 7 = 4 eset maradt: ekkor 2% = 16 > 14 = 4% — 4 + 2, vagyis ebben az esetben sem tudunk
korokkel elegend6 mennyiségt tartomdanyt elGallitani.

Ezek szerint tehdt lehet csak korokkel Venn-diagramot késziteni, ha a halmazok szdma 1, 2 vagy 3 (és

ezekre tudunk is példdt mutatni), minden mds esetben ez lehetetlen.

2 2 2

Jésn® >n"—n+2 han > 2,
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