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Nehany szo a konyvsorozatral

A Matematika-médszertani Kutatécsoport kozépiskolai matematikatankonyv-sorozata,
melynek ez a konyv is része, egy 1973-t6] mintegy masfél évtizeden keresztiil folyt
tanitdsi kisérlet eredménye.

Eziton mondunk koszonetet azoknak a tanaroknak, akik részt vettek a kisérletben és
minden munkatdrsunknak, akik értékes tapasztalataikkal, beszamoldikkal, megjegyzése-
ikkel nagyon sokat csiszoltak, javitottak az anyagokon.

Koszonetet mondunk Surdnyi Jdnosnak, aki két évtizedig vezette a kutatécsoport sok
nehézséggel terhes munk4jat, figyelemmel kisérte, osszefogta és kézben tartotta a tanitasi
kisérletet, nagy szakmai tuddsaval és emberségével segitette az iskoldkban folyé munkaét,
a tandrok szdmdra komoly tdmaszt jelentve; vallalta a kisérleti anyagok elkészitésének
folyamatos szakmai irdnyitdsat, beleértve az anyagokhoz készitett részletes birdlatait,
amelyek alapjan az évek folyaman sok jelent8s javitdsra kertilt sor.

Koszonettel tartozunk Gador Endrénének, aki a kisérletez6 tandrok munkéjat segitet-
te, és akinek a kisérleti anyagok javitasaban is sok része volt, és Genzwein Ferencnek, aki
a 80-as években nagy segitséget nyujtott ahhoz, hogy a kisérleti munkdakat folytathassa a
kutatdcsoport.

Nagy szeretettel gondolunk Géabos Ildikéra, aki mér sajnos nincs kozottiink, és aki
nagy tandri tapasztalatdval, a kisérletben vald lelkes és dldozatkész részvételével, tandri
utmutatok készitésével nagyon jelentds részt vallalt konyvsorozatunk kialakitdsaban.

Hélaval tartozunk Péter Rézsdnak, aki élete utolsé éveiben — mér nagyon betegen
is — igen sokat segitett a konyvek elkészitésében; Rényi Alfrédnak, aki annak idején a
Matematika-médszertani Kutatécsoportot a Matematikai Kutaté Intézetben létrehozta, és
aki nagyon hatékonyan tdmogatta a tanulék onallésdgara, kezdeményezéseire, tapaszta-
lataira, felfedezéseire épité matematikatanitast.

Koszonettel tartozunk Kékes Maridnak, aki a Miiszaki Kiad6 részérdl sokat tett azért,
hogy ez a konyvsorozat minél tokéletesebben juthasson el az iskoldkba.

Konyveink szedését D. E. Knuth amerikai matematikus TgX matematikai kiadvany-
szerkeszt6 programjaval készitjiik. Bori Tamdsnak, Fried Katalinnak és Juhdsz Lehelnek
koszonjiik, hogy ennek a lenyligoz6en matematikus-lelkiiletd programnak kiilonb6z6 for-
télyait megismertették veliink.

Halmos Mdria
a konyvsorozat alkot6 szerkeszt6je



|. Idénként hivatkozni fogok az Osszefoglald feladatqyiijtemény matematikabdl cimd pél-
datdrra. F/117 e példatar 117. feladatét jeloli, mig a bet(ijelzés nélkiili, kiemelt szdmok a
jelen anyag feladatainak sorszamat jelzik (és nem az oldalszamot).

Az emlitett feladatgy(jteménybdl atvettem néhany feladatot, f6ként olyankor, ha ugy
éreztem, hogy egy feladatot épp egy meghatdrozott helyen célszeri feladni.

Az Osszefoglal6 feladatgy(jtemény sorozatokkal foglalkozé része sok nehéz, gondol-
kodtaté kérdést tartalmaz. Ezeknek csak egy részét fogjuk megkozeliteni hasonlé jelle-
gli, olykor csak a paraméterekben kiilonbozé feladatokkal. A tobbi kérdésbdl is célszeri
id6vel j6 néhanyat feladni.

Il. Néhany fontos feladatot nem irtam bele az anyagba, mert azt szeretném, ha ezek
széban hangozndnak el, mégpedig a tandr szerint legalkalmasabb pillanatban.

Ismerked;jiink meg veliik!

(at) Papirlap, 50 kettehajtas

Egy 0,01 mm vastagsidgu papirlapot képzeletben 50-szer egymdsutdn kettéhajtunk.
Milyen vastag lesz az, amit kapunk?

Tippeljik meg a vélaszt! (A tippet miveleti jelek nélkiil, a hétkéznapi életben szo-
kasos médon kell megadni.) Ragaszkodjunk hozza, hogy minden gyerek tippeljen!

A valasz meghokkents: Tobb mint 10 millié kilométer! Nem is hiszik el a didkok.
Hogyan lehet err6l meggy6z8dni?

1 dupldzds = 2-szerezés, 2 dupldzds = 4-szerezés, 3 dupldzds = 8-szorozis. . .
10 duplédzas = 1024-szerezés. Itt alljunk is meg. Tehat 10 duplazds utdn a papir vastagsiaga
1024 X 0,01 mm = 10 mm. Ebben még nincs semmi ijeszt6. .. De most tippeljiik meg
gyorsan, hogy mi a helyzet 20 dupldzés utan! (Véarhaté a téves 20 mm valasz!)

A madsodik 10-es dupldzdszéria ismét egy 1024-szerezést jelent, ezt 1000-rel helyette-
sitve 10 000 mm-t, vagyis 10 métert kapunk. Es igy tovabb: 30 duplazis utdn a vastagsig
meghaladja a 10 km-t, 40-nél a 10 000 km-t, végiil 50 duplazas utdn a 10 millié kilo-
méternél is vastagabb lenne ez a kis csomag. (Elég hosszui kézre van sziikség az utolséd
1épésnél.)

Miiveleti jelekkel konnyebben felirhaté a végeredmény: 2°° X 0,01 mm. De ebbdl
nem latszik, hogy ez mekkora érték. Az el6z6 okoskodasunknak a kévetkezd dtalakitdsok

5
felelnek meg: 25 = (210) = 10245 > 10005 = 10'S stb.

Mikor tegyiik fel a kérdést? Ha a 4. feladat el6tt, akkor a 4. feladat tdl konny( lesz
(ami nem biztos, hogy baj).

Az els6 négy feladat gondolatkoréhez még sok szép kérdés tartozik. Miel6tt ezekre
ratérnék, gyorsan nézziik meg az 1-3. feladatok megoldésat.

1. 2 méréssel (3-3-at kell elGszor feltenni).



2. 27 sillyal.

3. n méréssel legfeljebb 3" stilybdl lehet kivédlasztani a hibdsat. Hagyjuk, hogy a gye-
rekek felfedezzék a 3" képletet! Nem baj, ha n = 3, 4, 5-re is kiilon végiggondoljdk a
megoldést, és csak ezutdn kezdenek el képletet keresni.

A feladatsor élvezetesebbé tehetd, ha csapatjatékot csindlunk belsle. Ultessiik a di-
akokat 2-4 f&s csoportokba. Az 1. feladathoz mindegyik csoport kap 9 kartyat, ezek
jelképezik a sulyokat. A csoport egy tagja eldonti magédban, hogy melyik a hibds suly,
és egyben vdllalja a mérleg szerepét (két keze lesz a mérleg két serpenydje), a tobbi-
ek feladata természetesen az, hogy kevés méréssel kideritsék, melyik a hibds sily. A
csapatok versenyeznek, hogy az 1. feladatnal ki tudja a |egkeVesebb méréssel (szerencse
nélkiil) megtaldlni a keresett silyt, a 2. feladatndl melyik csapat tudja a legtdbb silybdl
3 méréssel biztosan kivdlasztani a hibds sulyt (ehhez tovabbi kértydkat kell adnunk).

Allitasaikat, médszereiket tigy ellendrizhetjiik, hogy mi magunk vessziik it a mérleg
szerepét, veliink szemben kell bizonyitaniuk, hogy, mondjuk, 20 silybdl képesek 3 mé-
réssel kivdlasztani a hibédsat. A tandr dolga ilyenkor az, hogy mindig a kevésbé szeren-
csés vélaszt adja. Ha példdul feltesznek a mérlegre 5-5 sulyt, akkor egyenl6séget fogunk
mutatni, i{gy a maradék 10 suilybdl kell megtaldlni a hibdsat, mig ha valamelyik serpenyd
nehezebb lenne a mésikndl, akkor a rajta 1évd 5 sily koziil kellene kivélasztani a hibasat.
(Ezt mindegyik csapattal kiilon kell eljatszanunk, kiilénben az egyik csapat j6 médszerét
elleshetné a tobbi.) E16bb-utébb azért druljuk el, miért nincs sohase szerencséjiik, amikor
elleniink jatszanak... Innent6l kezdve (ha eddig maguktdl nem jottek rd erre) mar a
csapatok is ugy jatszhatnak, hogy val6jdban senki sem gondolja ki, melyik a hibds stly,
hanem automatikusan a ,,rosszabbik” vélaszt adjadk maguknak.

Tovébbi konnyités lehet, ha nem 9, hanem 6 stllyal inditjuk a feladatsort. 6-b6l na-
gyon konnyd 2 méréssel kivdlasztani a hibds sulyt. Ez utdn az a kérdés jon (a csapat-
jatékban), hogy 2 méréssel legfeljebb hany silybdl valaszthaté ki a hibas. Es ennek a
megolddsdaval mar el is jutottunk a 9 silyhoz, innen a folytatds ugyanaz.

Nehany rokon kerdés:

(a2) 60, szemre egyforma sily koziil a egyik hibds. A jok tomege 1 kg. Rendelkezé-
stinkre 4ll egy rendkiviil pontos egykarud (azaz a stilyt szamokban kifejez6) mérleg. Hany
méréssel tudod kivalasztani a hibas stlyt?

— Most felezni lehet csak, igy 6 mérésre van sziikség. Persze itt is tovabb kérdeziink:
n mérés hany silyhoz elegend3? — A valasz: 2",

Mas lehetdség: ezt is a ,kartyds” moddszerrel épitjiik fel. El6szor, mondjuk, csak 5
suly — azaz 5 kéartya — van. Hany mérésre van sziikség? 3-ra. 3 mérés legfeljebb hany
silyhoz elég? stb.

(a3) Hany iiksziiléd volt? (iiksziils: nagysziilsk nagysziilei)

Hény 6s6d €1t 1000 éve, ha egy emberdltdt 25 évnek vesziink?



Ez miér beugratas! Ugyanis 20 = 10'? jonne ki! Hol a hiba?

A hiba persze ott van, hogy rokonhdzassidg esetén ugyanazt a személyt tobbszor is
szadmolhatjuk. (Ez mutatja, hogy milyen tomegesen kellett el6fordulnia annak, hogy tdvoli
rokonok hézassdgra 1éptek egymadssal.)

(b1) Beteszek a bankba 1 Ft-ot évi 5%-os kamatra. Ha x év alatt a pénz 100 Ft-ra
novekszik, mennyire ndvekedne 2x év alatt?

Kérjik meg a gyerekeket arra, hogy el6szor tippeljék meg az eredményt. Utdna sza-
moljanak vagy keressenek valami szép, egyszeri megoldast.

A jo tipp egyébként 10000, hiszen a 100 darab 1 forint mindegyikébdl djabb 100-100
forint lesz a kovetkez6 x évben.

Masként: 1,05* = 100
1,05%* = 100* = 10000.
A feladat kicsit pontatlan, mert x nem egész szdm, és ilyenkor a bank nem az 1,05*
képlettel dolgozik.
(b2) Ha tudjuk, hogy 1 Ft évi 1% kamat mellett x év alatt n§ 100 Ft-ra, akkor évi 5%
kamat mellett hanyszorosdra n6é x év alatt?

Most is elészor tippeket kériink a gyerekektSl. Viszonylag jé becslést kapunk fejben,
ha arra gondolunk, hogy

egyszeri 5%-os emelkedés 5 év, évi 1%-o0s emelkedés.
x év, évi 5% S5x év, évi 1%.

Es akkor az el6z§ feladat gondolatmenete szerint x évenként a pénz 100-szorozédik,
tehat a végeredmény 100° = 10'°.

A j6 eredmény koriilbeliil 6,4 - 10° (mindenesetre sokkal tobb a vartnal).
(b3) Valaki betesz egy bankba 1 Ft-ot évi 5%-os kamatra. El6re kozli, hogy hany év

mulva jon érte (6 vagy valamelyik leszarmazottja), és kikoti, hogy a pénzt 1000 forinto-
sokban fogja kérni.

Kivansiga nagy riadalmat kelt a bankban. A bank matematikusa kiszamitja, hogy a
kérésnek a legnagyobb joakarattal sem lehet eleget tenni.

Miért nem? (Es hdny év utdn biztos, hogy nem lehet a pénzt kifizetni? Mondjunk
ilyen évszdmot!)

Sz4mitdsainkban Osszesen a kovetkezs két feltevést haszndlhatjuk fel (&s mast nem!):

(1) Egy 1000 Ft-os térfogata legaldbb 1 mm?.

(2) A természetben 1étezd legnagyobb sebesség a fénysebesség.

Megoldas:

n év milva a bank tartozdsa 1,05" Ft lesz. Es mennyit tud fizetni? Az dsszes pénznek
benne kell lennie a Fold koriili n fényév sugari gombben (hiszen n év alatt semmi sem
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tavolodhat el téliink n fényévnél messzebbre). Toltsiik ki teljesen ezt a hatalmas gombot
1000 forintosokkal, mégpedig olyan sfir(in, hogy minden mm?-re jusson egy 1000 forin-
tos. Es ez a rengeteg pénz se lesz elég!

Az 1 fényév sugarti gombbe a fenti értelemben 3,54 - 100 Ft fér bele. Ezt tudva mar

P4

nem nehéz kitolteni a kovetkez6 tablazatot:

évek szama kifizethetd kifizetendd
1 [3,54-10% Ft | 1,05 Ft

10 |3,54-10% 1,05'° = 1,63
100 |3,54-10% 1,05'% =~ 131,5
500 |4,43-10% 1,05 = 393 .10'0
1000 |3,54 - 10%° 1,051090 =~ 1,55 . 10%!
2000 |2,83-107 1,052090 = 239 . 10%?
4000 (2,27 -107! 1,0540%0 =~ 571 . 108

3,54 - 1090 . 3 fut versenyt 1,05"-nel — és hosszud tdvon alul marad.

(A tablazat kitoltése sordn tobb kérdést is célszerl a didkokkal megbeszélni. Hogyan
nének a szdmok a két oszlopban, ha n-et megduplazom? Ha 10-zel szorzom?)

Akinek kedve van hozz4, azt is megkérdezheti, hogy hogyan véltozik a helyzet, ha
— 100 Ft-ot tesziink be (az 1 Ft helyett);
— 1 Ft-ot tesziink be, de évi 1%-os kamatra.

Koriilbeliil hany év milva hagyja le igy a kifizetendd 6sszeg a kifizethet6t?

A (b1), (b2), (b3) kérdések feltevésére tobb j6 alkalom is kindlkozik, az anyagban
bdségesen van kamatos kamatszamitas.

(b1)-et és (b2)-t viszonylag kordn célszerti feladni, (b3) szerepelhet a vége felé.

(¢) Vegyiink fel a kor keriiletén 2, 3, 4,. .. pontot. Kossiik 6ssze mindegyiket minde-
gyikkel. Hany részre vagtuk fel ilyen médon a kort, ha dbrankon harom hir nem mehet
at ugyanazon a (kor belsejében fekvd) ponton?

Ebbdl is lehet jatékot csindlni. A jdték neve (mondjuk): joslas

Mindenkinek meg kell jésolnia — fejben elképzelve az dbrét, rajzolni tilos — hogy
mennyi lesz a részek szdma 2 pontndl (nyilvdnvald), 3-ndl (ez sem jelenthet problémat),
4 pontnal (ezt mér el lehet hibazni). Egyszerre csak egy kérdésre tippeliink, aztan felraj-

2 99

zoljuk az 4brat, és ellenGrizziik a joslatokat, majd ez utdn johet a kovetkezd joslds”.



2 4 8

5 pontnal kezd6dnek a gondok. Az abrat fejben lehetetlen atlatni! Mit tehetiink akkor?
Megnézhetjiik a sorozat eddigi tagjait: 2, 4, 8. Mi lesz vajon a folytatds? A gyerekek méar
kiabéljak is: 16!

— Biztos? — Biztos! — Mindenki egészen biztos benne?

Néhanyan nem biztosak, és most johet az dbra megrajzoldsa és a szdmolas.

A részek szama 16, az ifjak legnagyobb oromére.

— No és 6 pont esetén? Biztos a 32?7 — Ebben mdr lehet, hogy senki se kételkedik
(fogadasokat is ajanlhatunk). Pedig az eredmény 31! (Ha valaki elfelejti, hogy 3 hir nem
mehet 4t ugyanazon a belsé ponton, akkor csak 30 részt kap.)

2,4,8, 16, 31,. ..

Hogyan folytatédik vajon? Mi lehet a szabély?

Kittizhetiink valami jutalmat az egyszer{i szabaly bizonyitds nélkiili felfedezéséért!
Ez a szabdly (1-gyel kezdem a sorozatot, mert 1 pont esetén 1 rész van):

1 2 4 8 16 31 57 99
1 2 4 8 15 26 42
1 2 4 7 11 16
1 2 3 4 5

A harmadik kiilonbségi sorozat: 1, 2, 3,. ..

Harom témahoz is kapcsolhat6 ez a feladat. Az elejéhez (mérleg-silyok, duplazas,
hajtogatds); a sorozat fogalmat el6készitd szakaszhoz (hiszen ez egy példa egy szokatlan
sorozatra); tovdbba a teljes indukciés részhez (hogy nem felesleges a sejtéseknek utdna
jarni). Es még egy lehetdség: a 43. feladat el6tt vagy utdn targyalni ezt a kérdést.

Mesélhetiink ennek kapcsdn az X2+ x + 41 képletrdl, amely x = 0, 1, 2,... 39-re
primet ad, valamint Fermat formul4jarél (2% + 1), amelyrdl 6 azt hitte, hogy mindig prim
az értéke. Ez utébbi el6készitése lehet egy masik mesének, amely szabdlyos sokszogek

z. 2

szerkeszthet6ségérdl szolna (Gauss tételérdl).

(d) Egy falu biréja osszehivja a férfilakossdgot, és kozli veliik, hogy tudomdst szerzett
arrél, hogy van olyan asszony a faluban, aki megcsalja az urat. Ez tirhetetlen allapot, és
az a férj, aki raébred felesége csalfasdgara, koteles a rajovést kozvetleniil kovetd éjfélkor
a hiitlen asszonyt hazatdl elkergetni. Azt is elmondja, hogy minden férfi tudja minden
ndrél, hogy hiiséges-e az urdhoz, kivéve a sajat feleségérdl, mert 6réla meg egyetlen férj
sem tudja az igazat.



A bir6i szénoklat véget ért, az emberek hazamentek és bezdrkoztak otthonukba. Senki
nem érintkezhetett senkivel sem, a vildgrél annyi hir érkezett, ami egy helyi rddié napi
egy 6rds miisordba belefért. Ebb6l azt mindenesetre meg lehetett tudni, hogy az el6zé
éjfélkor tortént-e valami emlitésre mélté dolog a faluban.

Eltelt 100 nap, és a szdzadik €jszakan pontban éjfélkor nagy larma zavarja meg a falu
nyugalmat: 100 hiitlen asszonyt dobnak ki az utcara.

Hogyan jott rd a 100 megcsalt férj feleségének csalfasagara? Es miért tartott ez nekik
ilyen soka?

Megoldas:

(1) Ha 1 hitlen n6 van a faluban, a férje az els6 éjjel elkergeti. (Van hiitlen n6, de
én egyet sem ismerek, tehat az én feleségem lehet csak az! — mondja magédban, mielStt
cselekedne.)

(2) Ha 2 hitlen asszony van a faluban, a férjek a masodik napon jonnek ra a helyzetre.
(Egy hiitlen n6t ismerek, igy két lehetGség van Osszesen. Nincs tobb hiitlen nd, vagy
van még egy, éspedig a feleségem az! Az el6bbi eshet6séget kizédrja az, hogy az elsé
éjszakan nem kergette el az illet6t a férje, igy két csalfa nének kell lennie. Ezek egyike
a feleségem!)

stb.

(3) Ha n hiitlen asszony van a faluban, az n-edik €jszakan keriilnek az utcara. Ese-
tiinkben (100 a csalfa n6k szdma) a 99-edik éjszakdig mindenki egészen nyugodtan aludt,
akkor kezdte hegyezni a fiilét a 100 megcsalt férj, mert ezen az éjszakan délt el, hogy
99 hiitlen asszony van-e Osszesen (ekkor a feleségiik artatlan) vagy pedig 100 (ekkor a
feleségiik hiitlen).

A feladat nyilvanvaléan a teljes indukcié témdjihoz tartozik. Nyitépéldinak nem
ajanlom, de nem sokkal a kezdet utdn mar feladhatjuk (lehet példdul a masodik teljes
indukcios feladat).

A feladat matematikai korrektsége vitathatd, de ennek ellenére nagyon jol beleillik a
teljes indukci6 felépitésébe.

I1l. Az anyag felépitését ardnytalanni teszi, hogy egy hosszi el6készits szakasz utdn
(amelyben sok a viszonylag érdekesebb kérdés) egy hosszu, szdmolds, rutin jellegli rész
kovetkezik. Ezen ugy segithetiink, hogy a 63—124. feladatok egy részét mar elSbb felad-
juk, tovabbd az 1-62. feladatok koziil néhdnyat késGbbre halasztunk.

Még egy megjegyzés: sok a kényelmetlen szamolast igényld feladat. Ezek egy részé-
nél szamolégéppel dolgozzunk!

IV. Most haladjunk végig az anyagon sorjdban!

4. A részek szama 2", igy a vonalaké 2" — 1.
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5—-15. Ebben a részben gyakran kell egy-egy szamtani sorozat n-edik tagjat meghatdroz-
ni. Mondjuk a 2, 5, 8, 11,. .. sorozat n-edik tagjat keressiik. Egyik lehet6ség: 2-t6l indu-
lunk, (n — 1)-et Iéplink, minden 1épés 3 hozzdaddsit jelenti, igy az eredmény 2 + 3(n— 1)
(vo. 17.). A masik lehetség: A 3n+c sorozat mindig 3-mal nG; ha tehdt c-t igy valasztom
meg, hogy n = 1-re kijojjon a j6 eredmény (3 -1 + ¢ = 2, innen ¢ = —1), akkor végig
jonak kell lennie, hiszen jol kezdddik, és mindig ugyanannyival n6, mint a megadott
sorozat.

Mind a két gondolatmenetet j6 latni.

Amikor példdul a (2n + 3)-adik tagot keressiik, akkor ne ismételjék meg a gondolatme-
netet, hanem helyettesitsék be n helyébe a (2n + 3)-at.

13. 0, 1, 2, 3, 4, 5,... 126, 127, ... 1234, 1235, ... 2n, 2n+1

——— e—_—_—_—_ /. e———

A megjelolt parok koziil mindig pontosan egy tartozik a sorozathoz. fgy az n-edik tag a
(2n — 2), 2n — 1) szamok koziil a megfeleld lesz. A 2000-edik tag: 3998.

14. A félhavi 50 dollar az elonydsebb. Készitsiink tablazatot a havi, illetve félhavi fize-
tésekrdl:

hénap havi 150 félhavi 50
dollaros emelés | dollaros emelés

1000

1 2000 1050 } 2050
1100

2 2150 1150 } 2250
1200

3 2300 1250 } 2450

stb.

16. A 17. feladat elSkészitése. Arra kell rdjonni, hogy milyen paraméterek hatdrozzak
meg a szdmtani sorozatot.

23. Még korai lenne ay-et erGltetni.

24. Feladhatjuk versenykérdésnek is.
n—1
a; = 2! a, = 22 az =24 ... a, = 22

(Esetleg csak ag-at kérdezziik ajgp helyett.)
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27-28. A legszebb megoldds szerintem:

az alakzat teriilete = a nagy derékszogli haromszog teriilete + az n darab kis hdromszog

teriiletének Osszege = % + g
Mindenképp szerepeljen a kovetkez6 megoldas is:
1+24+3+... +n—1D+n=x
+n+m—-—1D+m—2)+... +2+1 =X
m+DH+m+1)+... +(n+1)=x
n darab
nn+1) =2x
nn+1)
2

Tovébbi lehet6ségek is vannak, példdul egy vagassal téglalappa darabolhaté az alakzat.

29-30. Ismét az a kérdés, értik-e, hogy mit jelent egy képlet, és hogyan lehet felhasz-
ndlni.

37-38. ElGszor probalgatéssal sejtsék meg a végeredményt.

Utédna:
I 1+3+... +Q2n—1) =x
+QC2n—1+... +1 =x
2n + ... + 2n =2x
IL.
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41. Hiaba emeljiik az évi 100 tonnat akar példaul évi 1000-re, hidba csokkentjiik a
10%-ot példaul 1%-ra, az eredmény mindig ugyanaz. (V6. a 7. oldalon leirt feladattal: a
kamatoz6 forint és a fénysebesség.)

Szamologéppel konnyen képet alkothatnak a gyerekek a kérdésr6l, csak sok évet kell
figyelembe venni.

43, El3szor készitsiink tiblazatot:

n |részek szdma
1 2
2 4
3 7
4 11

Azt is jatszhatjuk, hogy fejben kell elképzelni az dbrat és megmondani a részek szamat
(3, 4 egyenesnél ez mdr elég nehéz). Utdna meg mindig tippeljenek eldre a kivetkezs
szamra. (Hasonl6 médon célszerti feldolgozni a kor részeit szamlalé feladatot is, lasd a
8. oldalon a (¢) feladatot.)

Hamar észreveszik a szabdlyt. Jeldljiik a,-nel a részek maximélis szdmét n egyenes
mellett, €s fogalmaztassuk meg a szabalyt algebrai alakban:
an = ap—1 +n

Adjunk meg képletet a;-re!
2 4 7 ce an
+2 +3 +4 ... +n
Tehat
nn+1)

ap=2+2+3+4+... +n=1+1+2+3+4+... +n=1+ >

(Az a,, = ay— + n szabdly igazoldsardl azért ne felejtkezziink meg!)

44, Az el6z6 6sszegzési eljarast lehet gyakorolni.

Ide tartozik még 152. a) is. (Széndékosan van j6 messze innen.)

45. Segit6 kérdés: nézziik meg az Osszes pontra sorban, hogy hanyféleképpen lehet oda
eljutni.
Avalasz: 1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55.

Az n-edik szdmot f;,-nel jelolve, fogalmazzuk meg a sorozat képzési szabdlyat algebrai
alakban:

Nh=1L=1 fut2 = fu+ fa+1

13



46. Az tjfajta rekurziv képzési szabdly gyakorldsa a cél. A sorozat periodikus!
47. Vegyiik észre a, = 2/n-1-et is! (Lasd 45.)

48. Sok minden elGjohet a megoldés keresése kozben.

a) ... -3,-2,-1,0,1,2,3,... sorozat-e?
Miért nem az? (Ez megallapodas kérdése, persze.)

b) 0,1, -1,2, —2,3, -3,...
Kérdés: sorozat-e ez? Kell-e képlet egy sorozat megaddséhoz?

Valaszok:

(1) Barmiféle dolgok barhogyan egymds utdn rakva sorozatot alkotnak, nincs sziikség
semmiféle szabalyossdgra sem.

(2) De képlet is megadhaté most:
g, ha n péros
ay = _ 1
(— n 5 ), ha n pératlan

Szabad képletet esetszétvdlasztassal adni! De vajon lehetne-e anélkiil is (ebben az eset-
ben)? Ez mar fogas kérdés. Lehet:

1+ (=D"2n—-1)
anp = 1
Hogyan lehet r4jonni egy ilyen képletre?
Ebbdl induljunk ki:

1+ (D" 1, ha n paros
2 0, ha n pératlan

1 —(=D" 0, ha n péros
2 1, ha n pératlan
1+ (="

n 1-(=D" ¢ n-1
> a2t 2 ( 2)

stb.

Innen a, =

60. J6 példa arra, hogy az ember valamit rekurziv médon taldl meg: elkezdi valahogy,
és aztan egyértelm( a folytatds (vo. 163., 164.). Az 1, 2, 3 szdmokat ugyanis tetszés
szerint bevessziik vagy nem vessziik be a halmazba — ez 8 lehetdség. Innent6l viszont
méar minden meg van hatdrozva. 4 € H < 1 & H (vagyis ha 1 € H, akkor 4 & H; ha
pedig 1 & H, akkor4 € H), 5 € H < 2 & H stb.
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61. Most viszont végtelen sok lehetSség van. Minden pdratlan szamnal szabadon donthe-
tek, bevegyem-e a halmazba, vagy sem; a tobbi szdm sorsét viszont ez mér egyértelmiien
eldonti.

62. a), b), ¢) nem okoz gondot.

d) A feladat nehéz, és sok szép megolddsa van.
Vérjunk sokdig az otletekre!

Lehetséges megoldas példaul:

és a maradék:

Vagy csoportositsuk a szdmokat a primtényez6ik szdma szerint (az 1-et és a O-t
bedobjuk valamelyik halmazba).

A kovetkezd két megoldds lehetSleg hangozzEk el.

I. Rajzoljunk egy csomo karikdt:

Wil

Ez jelképezi a keresett végtelen sok halmazt.

15



16

Ne dontsiink egyszerre minden kérdésben, hanem egyeséwl adjuk meg a halmazokat!
(Ismét a rekurziv megoldasi mddszerrel taldlkozunk.)

Hi-be mit tegylink? A gyerekek javaslata sokféle lehet. Valdsziniileg ,,sporolni”
akarnak a szdmokkal, és ezért nem mondjdk a legkézenfekvdbbet: a paros (vagy a
pératlan) szdmokat.

Legyen mondjuk

Maradék: 1, 3,5, 7,. ..

Es H,-be mi keriiljon? Es most lepottyan a tantusz: teljesen mindegy, csak arra kell
tigyelni, hogy végtelen sok menjen H;-be, és végtelen sok meg is maradjon. Jut is,
marad is, futja a végtelenbdl. Példaul igy:

H,

Maradék: 3, 7, 11,. .. stb.
Tal4dn ez a megoldds mutat rd a legvildgosabban a dolog természetére.

II. Most pedig jatszani fogunk. Gondoltam egy felosztdsra, tessék kitaldlni! Akarki
mondhat egy szdmot, és megmondom, hogy az én rendszeremben hol taldlhat6.

H,

100 2300 H;

F

Nem nehéz kitaldlni a szép szabdlyt:

att6l fiiggden keriilnek a szamok a H;, H,, Hs,... halmazokba, hogy hany O-ra
végzbédnek. (De a 0-k szdma is lehetne az osztdlyozds szempontja — ez is egy szép
megoldas!)



Néhany tovabbi megoldds: csoportositsuk a szdmokat a szdmjegyek Osszege szerint,
a 2 kitevdje szerint (a primfelbontdsban), az osztok szdma szerint. Néhdny szdm
kiilon elbirdlast igényel! (A O-ra és az 1-re kell odafigyelni.)

64. I. a+tay +... +a,=x
+apt+ap—1 + ... +a; =x
stb.
Végeredmény: x = 4 ;a” n
ILaytax+... +ap=ar+atd+a +2d+... +al+(n—1)d=na1+—n(n2_ 1—).d

Mind a két alak j6l hasznélhatd.

65. ¢), d), f) Fontos elSkésziiletek késdbbi feladatokhoz. Lehet elkezdeni a ,,szimmetri-
kus felirast”.

68, 69, 76—79. A szimmetrikus felirds elényeit bemutat6 feladatok.

80-82. Osszetartozo feladatok. Ha S,, = 45, egyetlen n-re teljesiil, akkor minden n-re
is fennall. Ilyenkor

d=2a, S;= n*aj.

84. Példaul 0, 1, v2
V6. 162., F/3507

85. V. F/3529, 3590

86. a) 0,2,4,6,...
1,3,517,...

b) 0,1,2,3,...
0, V2, 2-v2, 3-V2,...
Vo. F/3527

106—-108. Leosztas.

111, Célszerd a szamtani sorozatot vélasztani ismeretlennek, vagyis az el6z6 feladatra
visszavezetni a megoldast.

112. Most mér viszont a mértani sorozat tagjaibol érdemes kiindulni:
2

a, aq, aq

a, ag, aq®>—73 szamtani
a—1, aq, aq*>-3 mértani
stb.
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13. a aq, aq?, aq’

a+1, ag+6, ag*+2 aqg’®+16 szamtani

114. Az el6z6 feladat felirdsi médja célszerd itt is!
119. b) Vo. F/3591, 3592

120. V6. F/3583, 3597

Nem 4artana ezeket a feladatokat az 6ran egyiitt attekinteni!
121. Nemcsak konstans lehet!
122. Vo. F/3589

124. Ellendrizziik el8szor, hogy értik-e magét az allitast.
Irjék fel, hogy n = 1, 2, 3-ra mit mond az egyenl&ség.
Ezutdn adjunk elég id6t a gondolkodésra.

Kis 1épésekkel segitsiink a gyerekeknek.
a) Mondjuk el (ha sziikség van rd), hogy 1500-r6l akarunk 1501-re kovetkeztetni.

b) Ha kell, irjuk is fel:
Ezt tudom:
1500 - 1501 - 1502

1-24+2-3+... +1500-1501 = 3

Ezt szeretném belatni:
1501 - 1502 - 1503
3

1-2+2-3+... +1500-1501 + 1501 - 1502 =

¢) Ha ez se elég, kérjiik meg &ket, nézzék meg, melyik oldal mennyivel lett
nagyobb.

d) Ha mér 1500-r6l sikeriilt 1501-re kovetkeztetni, akkor elkezdhetiink azon gon-
dolkozni, hogy nem lehetne-e ezt valahogy folytatni 1501-r61 1502-re, majd élta-
laban n-r6l (n + 1)-re.

Egy alkalmas ponton hagyjuk abba az 6rai gondolkozast, €s legyen hazi feladat annak a
végiggondoldsa, hogy mi tortént itt tulajdonképpen.

127. 1tt az eredményt elGszor — prébélgatds alapjan — meg kell sejteni.

n
Az Osszeg ——.
£ n+1
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128. Itt is sejtsiik meg az eredményt. ElGszor azt vegyiik észre, hogy az Osszeg mindig
négyzetszam, majd azt kutassuk ki, hogy miféle szdmok négyzetét kaptuk meg.

n|B+23+... +n°
1 1 =12
2 9 = 32
3 36 =67
4 100 = 10?
Ezt kapjuk sejtésként:
P+22+. +rd=0+2+... +n’= (n(nTJrl))z

Es most johet a teljes indukcio.

133. a) fit+h+... + = o211
b) Z+5+. Sy = far fae

135. Ha n egyenesre igaz az dllitds, akkor (n + 1)-re is igaz. Vegyiink fel ugyanis
(n + 1) egyenest, ey, ea,... ey+1-€t, és nézzilk az ey, ey,... e, megrajzoldsaval létre-
jovo térképet. Az indukcids feltevés szerint ez 2 szinnel kiszinezhets. Most hiizzuk meg
enp+1-et is! Az 1j egyenes egyik oldaldn hagyjuk meg az eddigi szineket, a masik oldalon
viszont mindegyik szint valtoztassuk meg. Ezzel sikeriilt 2 szinnel j6l kiszinezni az 4brét.
(Ez persze még indoklésra szorul!)

A feladat kapcsdn meséljiink a négyszin probléma torténetérsl! Vo. 152.
137-138. Itt is meg kell sejteni az eredményt.

139. Az indukcids 1épés: n — (n + 1).

(n + 1) résztvevl van, n-re igaz az 4llitas.

Emeljiik ki az egyik jatékost. A maradék n sorba rakhaté:

Ji—=Dh—-J3— ... Jp—1 — Iy (A nyil a gy6ztesre mutat.)

Ha az (n + 1)-edik jatékos — jeldljiik J-vel — megverte J,-et, akkor nincs gond:
Jh—-h—-I—... J,—J.

Ha kikapott J,-t6l, de megverte J,—1-et, akkor is készen vagyunk:
JI—-h—-I—... -1 —=J =y

Ha J,,—-tdl is kikapott, de J,—»-t megverte, akkor J,—» és J,— koz¢ lehet 4llitani. Ezt
a gondolatot folytatva azt kapjuk, hogy csak akkor van baj, ha J mindenkitdl kikapott.

De ebben az esetben is megvan a megoldds:

JoJh—-h—=0h—... = Jy
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tga + tgf

18 racionalis.

, tehat ha a és f tangense raciondlis, akkor (o +f) tangense

Ha most tg 1° raciondlis lenne, akkor eszerint 2°, 3°, 4°,... 30° tangense is racionalis
| . .
lenne, de tg30° = % irraciondlis.

Varhat6 a gyerekek részérdl a kovetkezo ellenvetés: mi van, ha 30° helyett 45°-nél dllunk
meg?

tg45° = 1, és nincs ellentmondas!

155, 220 +219.3 421832 4 4320 =9

Mértani sorozat 6sszegér6l van szo.
156. (1 +2+22 4., +2100) : (1 +3+32+... +3100)

157. Vo. 160.

158. A és B lesz a két halmaz.
A 1, 4,56, 11,12,13,14,15
B 2,3, 7,8,9,10,
159. A 116l 2!-ig 31161 41-ig
B 2!1-tdl 3!-ig 41-tol S!-ig

161. ... 1...2...3 Lehet-e?
.1, q, qz, q3,...2,...3

q
q=12 (\fZ) =3
k=3 kz0,n=0.
A bal oldal péros, a jobb oldal pératlan.

162. (\/5 - 1)—nek is, (\/§ - 1)-nek is d egész szamszorosdnak kell lennie.
V2—1=nd V3-1=kd

V2-1 &k
n\/i—n=kf—k
n\/§+k—n=k\/§

202 + (k — n)? + 2n(k — n)V2 = 3k?
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2n(k — n) # 0, ezért ebbdl /2 kifejezhetd lenne, vagyis megkapnink két egész szam
hanyadosaként, ami lehetetlen.

163. a) n=1
ar+a =6
201 +d =6
n=2
a +az =12
2a1 +3d =12

Innen a; = 1,5, d=3.
Ellendrizziik, hogy a kapott szdmtani sorozat minden n-re eleget tesz a feltételek-
nek:

ap=a1+m—1)d=3n-1,5

an+ap+1 =3n—15+3n+1,5=6n
b) A feltételt a,+, = 6n — a, alakba frva latjuk, hogy rekurziv képzési szabalyrél
van sz0.
ay értéke tetszbleges lehet, de a tobbi tag értéke ebbdl mar rendre meghatdrozhatd.

Lehet-e egységesen megadni az 6sszes megolddst? Igen, az a) pont segitségével.
Ha a; értékét az ottani 1,5-hez képest valami ¢ szdammal megemeljiik: a; = 1,5+ ¢
(c persze negativ is lehet), akkor a, = 4,5 — ¢, hiszen az 6sszegiiknek ugyanannyi-
nak kell maradnia!

Es igy tovabb:
az =75+c¢
as = 10,5 —¢
Egyszer c-vel kevesebb, utdna pedig tobb.

Osszefoglalva:
P {3n — 1,5+ ¢, ha n pératlan
n 3n—1,5— ¢, han péros
Vagy:
ap =3n—1,5—c(—1)"

164. Hogyan nézhet ki egy olyan sorozat, amelyben barmely hdrom szomszédos tag
Osszege 07

Kezdjiik el akarhogy:

4, 6,

A harmadik tagndl mar vége a nagy szabadsdgnak, az csak —10 lehet:

4, 6, —10
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Es a negyedik tag? Az csak 4, és igy tovibb:

4, 6, —10, 4, 6, —10,...

Konnyd végiggondolni, hogy ez éltaldban igy van, az els6 3 tag ismétlédik periodikusan:
a,b,c,a,b,c,a,b,c,...,ahol persze a + b + ¢ = 0-nak is teljesiilnie kell.
Esetiinkben

app =a=2,

axo = b =3,

mert 10 1-et, 200 2-t ad maradékul a 3-mal val6 osztasnal.

Végiil asszz = ¢, hiszen 3333 oszthat6é 3-mal, igy a3z = —5.
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