3. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan p primszdmot, melyekre az
.',1:'4 + 4 = py4
egyenlet megoldhaté az egész szdmok korében.

Megoldas. p =2 esetén py* pdros szdm, igy sziikségképpen z is az. Ekkor az egyenlet
baloldala 4-gyel oszthatd, ezért y-nak is parosnak kell lennie. Ha = és y is paros szdm, akkor
16 | z* és 16 | y*, ami azt jelentené, hogy az egyenlet baloldala 16-tal osztva 4 maradékot
adna, mig a jobboldal 16-tal oszthat6 lenne, vagyis az egyenldség nem 4llhatna fenn.

Ha p pératlan primszdm, akkor x és y kiilonbozd paritdsa esetén az egyenlet két oldaldn
is kiilonboz6 paritast szam allna, vagyis ez az eset nem valésulhat meg. Ha x és y is pa-
ros lenne, akkor a kordbbiak szerint a 16-tal valé osztdsi maradékok nem egyeznének meg
az egyenlet két oldaldn szerepl$ kifejezéseknél. Igy a megoldhatésig sziikséges feltétele,
hogy p, = és y egyardnt pdratlan szdm legyen.

Irjuk fel az egyenletet az alabbi formaban:

2

ot 4+ 4x¥ 4+ 4 — 427 = py?,

(22 +2)° - 22)* = py*,

(m2 — 2ar+2) (332 +2x+2) = py’.

A tovabbiakban meg fogjuk mutatni, hogy az egyenl&ség bal oldalan szerepld szorzoéténye-
z8k legnagyobb pozitiv kdzos osztdja 1.

Had|2*+22+2ésd| 2> —22+2 (d € N), akkor d | (2° +22+2) — (2° — 22+ 2) = 4z.

Mivel a vizsgélt tényezSk péaratlan x esetén pdratlan szamok, ezért d is az, ami azt jelenti,
hogy d | z. Ezt kihasznélva d | 2 + 2z és d | (932+2x+2) - (xz +2z) = 2. Mivel d pératlan
szam, ezért d valéban csak 1 lehet.

Felhaszndlva, hogy x> — 2z + 2 és 2> 4 2x + 2 legnagyobb kozos osztGja 1, két esetet vizs-
galhatunk:

1. eset: Léteznek olyan a, b természetes szdmok, melyekre (a;b) =1 és
2 —2x+2=a* & a*+2x+2=pb

Ekkor
(@—172+1=(a®)? 6 (z+1)>+1=pb".

Mivel az (az)2 és (x — 1)* négyzetszamok kiilonbsége 1, ezért a* = 1 és (x — 1)* = 0, ami-
bdl a =1 és = = 1. Ezen értékeket a masik egyenletbe helyettesitve b =1 és p = 5.

2. eset: Léteznek olyan ¢, d természetes szamok, melyekre (c;d) = 1 és
22 —2x+2=pct é 2*+2c4+2=d".

Ekkor
(-1 +1=pc & (z+1)Y +1= (d2)2.

Mivel a (d2
1é

)2 és (z + 1) négyzetszdmok kiilonbsége 1, ezért d* = 1 és (z + 1)* = 0, ami-
bold=1¢s x

= —1. Ezen értékeket a masik egyenletbe helyettesitve ¢ =1 és p = 5.
Eredményeinket osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy az egyenlet a feltételeknek megfele-

16en csak p = 5 esetén oldhaté meg. Ekkor az egyenlet x, y-ra ad6dé megolddsai az (1;1),
(I;—1), (=1;1) és (—1;—1) szampérok.
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