2. Legyen a, a kovetkez6 mddon definidlt sorozat:

a) =
ap =

ny1 = = (a1 +ar+...+a,) (n21).
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Igazoljuk, hogy a,, egész minden n-re, viszont nem teljes hatviany semmilyen n-re (vagyis
nem egy egész szam valamely 1-nél nagyobb egész kitevGs hatvanya)!

Megoldas. A sorozat elsé néhany tagja:

a=>-2=2-3, a3:§-(2+6):12:3-4, as =

5 (2464+12)=20=4-5.
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A tagok felirdsa utin adédhat az a sejtés, hogy a sorozat megadhat6 direkt médon is, és
a képzési szabdly: a, =n-(n+1).

Ezt a részeredményt bebizonyitjuk (mondjuk teljes indukcidval).
Lemma: a, =n-(n+1).
L) (Bdzis.) n =1 (2, 3, 4) esetén igaz az éllit4s, kordbban mar megvizsgaltuk.

II.) (Indukcios feltétel.) Tegyiik fel, hogy egy bizonyos pozitiv egész k-ig mar igazoltuk
az allitast, vagyis ap = k- (k+1).

III.) Kérdés, hogy kovetkezik-e, hogy ekkor igaz az allitds n = k + 1-re is?
Ekkor

~((a1 —{—az—l—...—i—ak_])—i—ak).

W

(ar+ar+...+ag) =

W

A4+1 =

3
Innen — mivel a definici6 szerint ay = o1 (a1 + a2+ ...+ ak_1) — a belsd zérdjel he-
lyettesithetd, vagyis:

N U R L T S
Tht1 = 3 a | =5 3 k)=
3 k

+2
=2 5 ke (k+ )= (k+1D(k+2).

Ezzel a lemmat bebizonyitottuk.
Mivel a, = n - (n + 1) két pozitiv egész szdm szorzata, nyilvdn maga is egész.

Misfeldl a, = n - (n+ 1) két egymast kovets pozitiv egész szorzata. Két egymast kovetd
pozitiv egész viszont egymashoz relativ prim.

Vagyis, ha egy p primre p | n, akkor p{ (n + 1), és ez forditva is igaz.
Azaz, ahhoz, hogy a,, = n-(n+1) egy pozitiv egész teljes m-edik (m > 1) hatvanya legyen,
az kellene, hogy mind n, mind (n + 1) teljes m-edik hatvény legyen.

Viszont két szomszédos pozitiv m-edik hatvany kozott legalabb harom a kiilonbség, vagyis
an valéban nem teljes hatvany.
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Osszesen: 7 pont





