Egy egységnyi oldali négyzet csticsai A;B;C;D. Az AB oldal tetszdleges pontja
P. A Q ponta BC oldalon van, és PDQ./ =45°.
Mekkora a PBQ haromszog keriilete?

1. Megoldés:

A feltételeknek megfeleld abrat készitink (2. abra), amelyen az AP =X, illetve

CQ=y, PQ=2z2,tovabbd az ADP/ =« és CDQZ = S jeloléseket valasztottuk.
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2. abra 1 pont
A valasztott jelolésekkel egyrészt BP=1—x és BQ=1-y, valamint o+ [ =45°,
tovabba a PBQ haromszog K -val jelolt keriiletére K =1—X+1—-y+z=2—X—y+2z. 1 pont

Meérjiik fel az AB egyenesre az AR =y szakaszt ugy, hogy a B és R pontokat az A
pont elvalassza.

Ekkor az ADR és CDQ haromszogekben két-két megfeleld oldal hossza megegyezik,

hiszen AR=CQ=Yy és AD =CD =1, illetve a kivalasztott két-két oldal 4ltal bezart
szog mindkét haromszogben derékszog.

Az ADR és CDQ haromszogek tehat egybevagdk, és igy ADR/Z = 3, valamint
DR=DQ.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy a PDR és PDQ haromszogek is egybevagok, mert a PD

2 pont
szakasz kozos, és az eldbbiek alapjan DR = DQ, tovabba mindkét haromszogben a
kivalasztott oldalak altal bezart szog o + 3 =45°.

2 pont
Ez azt jelenti, hogy a PDR ¢és PDQ haromszogekben a PR=x+y és a PQ=2z2
szakaszok hossza is egyenl0, azaz x+y=z.

2 pont



2

Ezért a PBQ haromszog K keriilete K=2—-X—y+z=2—-X—-y+X+Yy=2, vagyis a

PBQ haromszog keriilete 2 hosszusagegység.

Megjegyzés:

Ha a négyzet oldalhossza a, akkor a fentiekhez hasonléan bizonyithatd, hogy K =2a.

2. Megoldas:

A megoldas soran az 1. megoldas abrdjat és jeloléseit hasznaljuk.

Ezekkel a jelolésekkel az ADP haromszogben

X
o =—=X,
J 1
a CDQ haromszogben pedig
t9p = Ty =y.
Tudjuk, hogy o+ 8=45°, ezért a tg(a + B) = 9o +195
l-tga -tgp
tételbdl kapjuk, hogy
tg45° = M,
1—
mivel azonban
tg45° =1,
ezért
X+Y 4 ’
I=xy
amibdl
(]) X+y= 1— Xy
kovetkezik.

trigonometrikus 0sszegzési

2 pont

10 pont

1 pont

1 pont

2 pont



A PBQ haromszogre felirt Pitagorasz-tételbol azt kapjuk, hogy z° = (l - X)2 + (l - y)2 ,
ahonnan a miiveletek elvégzésével €s rendezéssel:
(2) 22 =X +y +2-2x-2y.
A (2) 6sszefliggésbol az kovetkezik, hogy
(3) 22 =X +y*+2-2-(x+y).
(3)-ba (1)-et behelyettesitve
22 =X +y +2-2-(1-xy),
innen pedig a miiveletek elvégzésével és rendezéssel
“4) 22 =X +y +2x%y. 2 pont
(4) éppen azt jelenti, hogy
2> = (x+vy),
és mivel Xx;y; z pozitiv szamok, ezért
&) Z=X+Y. 2 pont
A PBQ haromszog kertilete tehat
K=1-Xx+1-y+2z,
amelybdl (5) felhasznalasaval kapjuk, hogy
K=l-x+l-y+x+y=2. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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