3. Legyenek a1, as, as, ..., asgs4 1-nél kisebb pozitiv valds szamok, melyek szorzata A,
valamint legyen A; = %, i € {1;2;...;2014}. Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1 1 1 1
+ +...+ < + +.o
log,, (a1az)  log,, (asas) log,...,(aso14a1) ~logy A log,, A log 4., A

1<

Megoldas: A bizonyitandé egyenlétlenség jobboldalat atalakitjuk a logaritmus azonossagait
felhasznalva:

1 1 1
- tot—
log,, A log,, A 10g 4,0, A

=log, A1 +logy As + ... + log 4 Asg1s =

= logs Ay - Ay - ... - Aggrs = log 4 A% = 2013 1 pont
Alakitsuk at a kozépen allo kifejezést is:
1 1 1 1 1 1
log,, (aias2) +loga2(a2a3) +m+loga2014 (ag014a1) T 1t log,, a2+ 1 +log,, a3+m+ 1 +log,, ., a1
Legyen by = log,, as, by = log,, as, ..., bao1z = 10g,,.,. 2014 €s bao14 = log,,,, a1. Ekkor
1 1 1 1 1

+.

+ + ...+ = + e
1+ IOga1 as 1+ IOga2 as 1+ logazm aq 1+ bl 1+ bQ 1+ b2014

Ina;
Ina;
Ezt a szorzatot bontsuk egymés uténi parok szorzatara: (bybs)-(bzbs)-...-(b2o13b2014) = 1.
Mivel a parok szorzata 1, ezért van olyan k és [ amelyekre bop_1bo, < 1 és boy_1bg > 1.
1 pont
Hasznaljuk ki, hogy a feladatban megadott szamok 1-nél kisebb pozitiv szamok, ezért
b; > 0 (i=1,2,...,2014). Ezzel a kitiizott egyenlStlenség elsé részét igazolni tudjuk, hiszen:

1 1 1 1 1 2+ bog—1 + bog
+ +ot > + -
1+b 1+by 1+boora  L1+bog—1 14+Dbax 14 bag—1 + bap + bop_1b2p
2 pont

Attérve mas alapra b; = alakbol kovetkezik, hogy by - by - ... - b4 = 1. 1 pont

>1

Hatra van még a kdvetkezd bizonyitasa:

1 1 1
+ + .o+ — <2013
1+b  1+0b 1 + bao14
Mindkét oldalt ugyanannyival névelve:
1 1 1 by by bao14
+ + ...+ + + + ...+ ——=2014 <
140, 1+4+by 14+0bys 140 14by 1+ bop14
by by b2014
< 2013 + + +o—
14+06; 1+0by 1 + bao1a
Tehat a bizonyitandé:
b b b
1 1 2 2014

< + + ..+ —
1+06; 140y 1 + bao1a
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Ezt a részt is lezarhatjuk a kovetkezd becsléssel:

by by ba014 ba—1 ba 2bg1—1bay 4 boy—1 + by

4 T — > 1
1+b 1+by 14+0bogra  14+0by—1 1+by 1+by_1+ by +by_1by

. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A feladatban kitlizott egyenlétlenség éles. A fels6 becslés esetén legyen

bl = bg = ...= b2013 =€ és b2014 = 6_2013. Ekkor
1 n 1 4o+ 1 ~ 2013 n 1
1+b1 1+b2 1+b2014 N 1+e¢ 1+€72013

Ekkor

I 2013 n 1

im

=0t 14+¢ 14 2013
Hasonlé moédon lehet az alsé becslésnél eljarni, csak ekkor e tartson a végtelenhez.

= 2013






