3. feladat

Legyen P az ABC szabalyos haromszog bels§ pontja, tovabba Ay, By és C; a P pont
merdleges vetiilete rendre a BC, C'A, illetve AB oldalon. Bizonyitsuk be, hogy

ACy-BA;+ BA;-CB1+CBy - ACy = C1B-A.C+ A1C-B1A+ B1A-C1B.

Els6é megoldas: Huzzunk a P ponton keresztiil egyeneseket az A BC' hdromszog oldalaival
parhuzamosan. Ezek a haromszoget foldaraboljak harom kisebb szabalyos haromszogre és
harom parallelogrammara. (2 pont)
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Az A, B, C csiicesal szemkozti kis szabalyos haromszog oldalat jeloljiik rendre a-val, b-vel,
illetve c-vel. Ezek egytuttal a parallelogrammaknak is oldalhosszai, igy

c a b
A01:b+§, BA1:C+§, C31:a+§,

b
GB=S+a, AC=3+b, Bid=_+c. (3 pont)

Ezeket a bizonyitandé formuldba helyettesitve beszorzas és rendezés utan mindkét oldalon

7 1
Z(bc+ ca + ab) + i(a2 + 0%+ )

adodik, tehat a két oldal egyenld. (2 pont)



Masodik megoldas: A bizonyitandd egyenldség abban az esetben nyilvanvaloan igaz,
amikor P éppen a haromszog O koézéppontjaval esik egybe, hiszen akkor a benne szerepld
Osszes szakasz egyenld hosszu.

Legyen most P és P’ a haromszog két olyan belsé pontja, amelyekkel a PP’ egyenes a
haromszog valamelyik oldalara merdsleges. Bebizonyitjuk, hogy ha a feladat allitasa igaz
P és P’ kozil az egyikre, akkor a masikra is igaz. (2 pont)
Ebbdl mar kévetkezik, hogy az allitds minden P-re igaz, ugyanis az O koézéppontbdl tet-
sz6leges méasik P bels6 pontba el tudunk jutni olyan elmozditasok egymasutanjaval, ame-
lyeknél a pont valamelyik oldalra mer6leges iranyban mozdul el. Valéban, ha O-bdl egy
adott P bels§ pontba akarunk eljutni, akkor P-b&l htzzunk valamelyik oldalra merdSleges
egyenest, ez biztosan metszi a hiromszog valamelyik szimmetriatengelyét egy P’ belss
pontban, és ekkor O-bdl elgszor P’-be lépve legfeljebb két lépésben eljutunk P-be. (1 pont)

Tegyiik fel tehat, hogy PP’ merdSleges egy oldalegyenesre. Az altalanossag csorbitasa nélkiil
feltehetjiik, hogy PP’ 1 AB, és hogy P’ van tavolabb AB-t8l. Legyenek A, B és C] a
P’ merdleges vetliletei az oldalakon, ekkor C] = Cy. Az AC és BC oldalegyenesek a PP’
egyenessel egyenld (30°-0s) szoget zarnak be, ezért a PP’ szakasz vetiilete a két oldalon
egyenld. (1 pont)

Legyen x = A1 A} = BB, ezzel a bizonyitando egyenlSséget P’-re vonatkozoan igy
irhatjuk fel:

AC, - (BAy +x)+ (BA1+z)- (CBy —x)+ (CB; —x) - AC, =

Beszorzas utén az x-et nem tartalmazé tagok a P-re felirt egyenlGséget adjék. Az x-et
tartalmazo tagok részben kiesnek, a megmaradok pedig (CB; — BA;)-x = (A1C— B1A)-x
alakban irhatok. Ez az egyenlGség valoban fennéall, hiszen CB; + B1A = BA; + A1C a
haromszog oldalhossza. Tehat a feladat allitasa akkor és csak akkor igaz a P’ pontra, ha
P-re igaz. (3 pont)



Harmadik megoldas: Valasszuk a haromszog oldalat 2 egységnyinek, és jeloljik u-val,
v-vel, w-vel az A1, By, illetve Cq pont elGjeles tavolsagat a megfelel§ oldal felez&pontjatol,
az elGjelet a haromszog kortiljarasa iranyaban pozitivnak tekintve. Ekkor az ACy; = 1+ w,
C1B =1 — w stb. formuldkat félhasznalva a bizonyitandd egyenl&tlenség az

(I+w)(14+u)+A+u)(1+v)+(14+v)(1+w) = (1 —w)(1—u)+ (1 —u) (1 —v)+ (1 —v) (1 —w)

alakot Olti. Beszorozva és atrendezve azt kapjuk, hogy ez az egyenlGség pontosan akkor all
fonn, ha v +v+w = 0. (3 pont)

B

Azt kell tehat bebizonyitanunk, hogy u + v+ w = 0. Ehhez tekintsiik az O? vektort, ahol
O az ABC héaromszog kozéppontja, és vetitsiik az oldalegyenesekre. Az u, v, w szamok
éppen a vetiiletek elGjeles hosszaval egyenldk, ezért elGallithatok O_P)’ és az oldalvektorok
skalaris szorzatai segitségével:

O—}%-B?:u-\B—(ﬂ:Qu,
és hasonldan O? . CTZl = 2v, O? . 1@ = 2w. Emiatt val6ban

u+v+w:%()¢-(3?+(ﬁl+ﬁ)zéo—}%~0:o. (4 pont)



