4. feladat: Az ABC haromszog szogei CABZ = 75° és ABC/ = 60°. Legyenek az
ABC' haromszog magassagpontjanak a BC, C'A és AB oldalakra vonatkozé tiikdrképei
rendre az X,Y és Z pontok. Kozelits értékek hasznalata nélkiil hatdrozza meg az XY 7
és ABC haromszogek teriiletének aranyéat!

I. Megoldas: A haromszog mindharom szoge hegyesszog, a magassagpont tehat a harom-
sz0Og belsG pontja. Legyenek a haromszog magassagvonalainak a BC, C' A és AB oldalakkal
valé metszéspontjai rendre D, E és F'.
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Az AFME négyszog két szemben fekvs szoge derékszog, ezért a négyszog hirnégy-
szOg, innen azt kapjuk, hogy EMF/ = CMBZ = 105°. Az X pont az M magas-
sagpontnak a BC' oldalra vonatkoz6 tiikorképe, ezért CX B/ = 105°. Lathatd, hogy
CAB/Z + BXCZ =180°. A BACX négyszog hurnégyszog, az X pont az ABC' harom-
szo0g koriilirt korén fekvd pont. Hasonloképpen lathatjuk be, hogy YV és Z is a koriilirt
koéron levs pontok.

Az ABE és ACF derékszogti haromszogekben ABE/ = ACF/Z = 15°, ebbdl a tiikrozés
tulajdonsaga miatt ABZ/ = ACY / = 15° kovetkezik.

A keriileti szogek tétele szerintY CZ/ =Y X7/, igy belattuk, hogy Y XZ/ = 30°.
Hasonloan kapjuk, hogy FCBZ = MCDZ = 30°, és igy a tiikrozés miatt MCX/ =
ZCXZ = 60° innen pedig a keriileti szogek tétele miatt XY Z/ = 60°. Eszerint az XY Z
haromszog harmadik szoge derékszog, az XY Z haromszog félszabalyos.

AZ ABC és XY Z haromszogek koriilirt kore kozos, legyen ennek a sugara R. A tovab-
biakban felhasznaljuk a szégekre vonatkozé eredményeinket. Az altalanos szinusztétel
szerint

ZX = 2Rsin60° = RV3, és YZ = 2Rsin30° = R.
Az XY Z haromszog derékszogt, ezért teriilete

XZ-YZ R%3

T
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Felhasznalva a két szog Osszegének szinuszara vonatkozé addicios tételt:
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sin75° = sin(45° 4 30°) = sind5°cos30° + cos45°sin30° = 1

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)



Ugyancsak az altalanos szinusztétel szerint

6+ 2
AB = 2Rsind5° = RV/2, és BC = 2Rsin75° = R%. (1 pont)

Az ABC haromszog T teriiletére az eddigiek alapjan:

_ AB-BC-sin60° _ R*V6(v6++v2) _ R*V3(V3+1)

A két teriilet ardnya

T B2y3 2
T = R+ V3+1 =vi-L (1 pont)
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Osszesen: 10 pont
Megjegyzések:

1. Az els6 pontot akkor is megkapja a versenyz6, ha nem bizonyitja be, hogy a harom-
sz0g magassagpontjanak az oldalakra vonatkozo tiikorképei a koriilirt koron vannak,
de helyesen hivatkozik a tételre.

2. A méasodik pontot akkor is megkapja a versenyzd, ha el6bb bizonyitja, hogy ABZ/ =
15° , majd hivatkozik a keriileti szogek tételére



II. Megoldas: A haromszog mindharom szoge hegyesszog, a magassagpont tehat a ha-
romszog belsé pontja. Legyenek a haromszog magassagvonalainak a BC, CA és AB ol-
dalakkal valé6 metszéspontjai rendre D, E és F'.
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Az AFMFE négyszog két szemben fekvs szoge derékszog, ezért a négyszog hurnégyszog,
innen azt kapjuk, hogy EMF/ = CMBZ = 105°. Az X pont az M magassagpontnak a
BC oldalra vonatkozo6 tiikorképe, ezért C X B/ = 105°. Lathato, hogy CABZ/+BX(C/ =
180°. A BACX négyszog hurnégyszog, az X pont az ABC haromszog koriilirt korén fekvd
pont. Hasonloképpen lathatjuk be, hogy Y és Z is a koriilirt koron levé pontok.
AzABFE és ACF derékszogli haromszogekben ABE/ = ACFZ = 15°, ebbdl a tiikrozés
tulajdonsaga miatt ABZ/ = ACY /£ = 15° kovetkerik.

A keriileti szogek tétele szerintY CZ/ =Y X7/, igy belattuk, hogy Y XZ/ = 30°.
Hasonloan kapjuk, hogy FCBZ = MCDZ = 30°, és igy a tiikrozés miatt MCX/ =
ZC X/ = 60° innen pedig a keriileti szogek tétele miatt XY Z/ = 60°. Eszerint az XY Z
haromszog harmadik szoge derékszog, az XY Z haromszog félszabalyos.

A teriilet kiszdmitasahoz hasznaljuk fel a kovetkezs Osszefiiggéseket:

AB-BC-CA
4R

AB = 2Rsin45°%; BC = 2RsinT5°% CA = 2Rsin60°

Tapc =

és
XY YZ-ZX
4R
XY = 2Rsin90°; Y Z = 2Rsin30° Z X = 2Rsin60°

Txyz =

rendezés utan

AB-BC-CA
Tape = R = 2R? . 5ind5° - sin60° - sinT75°

XY .YZ-7ZX
Txyy = 0 = 2R? . 5in90° - sin60° - sin30°,

(1 pont)

(1 pont)
(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(2 pont)



valamint

V6 +v2

sin75° = sin(45° + 30°) = sind5°c0s30° + cos45°sin30° = 1 . (1 pont)
A két teriilet aranya
Tyyz 2R sin90° - sin60° - sin30°  1-%8.1
Tapc  2R?-sindb® - sinb0° - sinT5°  ¥2. 43 J6uva
= . ’ V3 -1 (1 pont)

V2 (V6+v2) VBl

Osszesen: 10 pont





