Bevezetd feladatok generatorfiiggvényre matematika tagozat

Bevezets feladatok generatorfiiggvényre

A didkoknak gyakran bemutatjuk a Pascal haromszog és a polinomok egy-
szert kapcsolatat, a binomidlis-tételt:

(1+2)" = g;) (Z):ck

Hasznos, ha a Pascal haromszoggel kapcsolatos mas sszefiiggések emlitése-
kor is el6keriilnek a polinomok.

1. feladat

Rajzoljunk egy ,nagy” Pascal haromszoget (legalabb 10 sort)! Adjuk Gssze
a Pascal haromszog n-edik sordban az elemek négyzetdsszegét az n =1, n = 2,
n =3, n =4, n = 5 esetekben! Tegyilink megfigyelést, fogalmazzunk meg
Osszefiiggést, bizonyitsunk!

Segitd 16kés

Keressiik meg az eredményt a Pascal haromszdgben.

Megoldas
() - (%)

Tétel:

Az Gsszefiiggés szépen bizonyithatd kombinatorikusan. Egy lehetGség, ha
tekintjiik a négyzetracs egy négyzetnyi darabjat és 6sszeszadmoljuk, hogy egyik
csicsabol hanyféleképpen juthatunk el a szemkoztes csicsba, majd aszerint is
Osszeszamoljuk a lehetGségeket, hogy hol keresztezziik kozben a mésik két cstcs
kozti atlot.

Gondolhatunk arra is, hogy n fit és n lany koziil kell kivilasztanunk n em-
bert. Mas formulit, de azonos eredményt kapunk, ha figyelembe vessziik a
nemeket a valasztdsnal és ha nem vessziik figyelembe.

Az algebrai megkdzelitésben négyzetreemeljiik a (1 + )" = >p_ (})z*
Osszefiiggést és meghatirozzuk benne z™ egyiitthatdjat a bal oldalon is és a
jobb oldalon is.

Az Gsszefiiggés és a kombinatorikai valamint az algebrai bizonyités is altala-

nosithato, teljesiil a
zs: n m _(n+m
k)\s—k) s '
k=0

Most egy téglalap egyik csticsabol a szemkoztesbe futd utakat szamoljuk
Ossze és azt nézziik, hogy egy bizonyos vonalat hol metsz az ut. Vagy n lany
és m fit koziil valasztunk ki s-et. Vagy (1 + x)"™™ hatvanyban szamoljuk ki
x® egyiitthatojat kozvetleniil a binomialis tételbdl illetve az (1 + x)™, (1 + )™
polinomok kifejtett alakjanak Gsszeszorzasabol.
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2. feladat

Rajzoljunk egy ,nagy” Pascal haromszoget (legalabb 10 sort)! Adjuk Gssze a
Pascal haromszog n-edik sordban az elemek négyzetdsszegét valtakozd elGjellel
azn=1,n=2n=3,n=4,n=>5 n=06 esetekben! Tegylink megfigyelést,
fogalmazzunk meg Osszefiiggést, bizonyitsunk!

Segits 10kés

Keressiik meg az eredményt a Pascal haromszogben!

Megoldas
Mivel .
14+z)" = Z <Z> 2"k
k=0
és
= n
(e = 3 ()

igy a keresett épp x™ egyiitthatoja az (1 + x)"(1 — x)" szorzatban. Masrészt
" n
(a2 = (% =31 (k)x

igy a kérdezett érték zérus, ha n paratlan illetve
afn
(_1) 2 (n) ’
2

Az el6z6 feladat is altalanosithatd, ennek végiggondolasat az olvasora bizzuk.

ha n péaros.

Az alabbi példat és I1. megoldasat egy hongkongi oktatotol hallottam.

3. feladat

A dobokockat ,szabélyos”™nak nevezem, ha minden oldalara egyenls eséllyel
esik és ,szokisos™nak, ha rajta az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok vannak, mindegyik
egyszer.

Lehet-e két szabalyos dobdkockara nem szabalyosan felirni pozitiv egésze-
ket tgy, hogy a két kocka feldobasakor a dobott szamok Osszegének eloszlasa
ugyanaz legyen, mint két szokasos szabalyos dobdkocka feldobésa esetén?

I. megoldas (FEsetek)

A 2-t, mint Gsszeget csak ugy kaphatjuk meg, ha mind a két kockdn van
1-es és csak gy kaphatjuk meg pontosan egyféleképpen, ha mind a két kockin
pontosan egy 1l-es van.

Ezek utén a 3-as Osszeget kétféleképpen kaphatjuk meg pontosan kétféle-
képpen: vagy mindkét kockin még egy 2-es van, vagy az egyiken nincs 2-es, a
mésikon pedig két 2-es van:

A) (1,2,2),(1);  B) (1,2),(1,2).
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A 4-es 6sszeget haromféleképpen kell megkapnunk. Ebben az eddigi szamo-
kon kiviil csak a 3-asok segithetnek. Igy az alabbi lehet&ségeink vannak:

AA) (1,2,2,3, 3 3) (1);
AB) (1,2,2,3,3),(1,3);
AC) (1.2,2.3),(1,3.3):
AD) (1,2,2),(1,3,3,3);
BA) (1,2,3,3),(1,2);
BB) (1,2,3),(1,2,3).

Az 5-6s Osszeget négyféleképpen kell megkapnunk. Ebben az eddigi szamo-
kon kiviil csak a 4-esek segithetnek. A lehet&ségek:
AAA) (1,2,2,3,3,3),(1,4,4,4,4);

ABA) (1,2,2,3,3,4),(1,3,4);

ABB) (1,2,2,3,3),(1,3,4,4);

ACA) (1,2,2,3),(1,3,3);

AD) (1,2,2),(1,3,3,3); — tal sok 5-0s!
BAA) (1,2,3,3,4,4), (1,2);

BAB) (1,2,3,3,4), (1,2,4);

BAC) (1,2,3,3),(1,2,4,4);

BBA) (1,2,3,4,4),(1,2,3);

BBB) (1,2,3,4),(1,2,3,4);

BBC) (1,2,3),(1,2,3,4,4), mint BBA)

A 6-ot Gsszegként Stféleképpen kell megkapnunk. Ebben az eddigi szamokon
kiviil csak a 5-0s0k segithetnek. Igy:

AAA) (1,2,2,3,3,3),(1,4,4,4,4) — tul sok 6-os!

ABAA) (1,2,2,3,3,4),(1,3,4,5);

ABB) (1,2,2,3,3),(1,3,4,4); — tal sok 6-os!
ACAA) (1,2,2,3,5,5),(1,3,3,5);
ACAB) (1,2,2,3,5),(1,3,3,5,5);
ACACQ) (1,2,2,3),(1,3,3,5,5,5);
BAAA) (1,2,3,3,4,4),(1,2,5,5,5);
BABA) (1,2,3,3,4,5),(1,2,4,5,5);
BABB) (1’2735374)’( 72’475’575),
BACA) (172537 3557 5) (17254745 5)7
BACB) (1’2735375)’( 72’474’575),
BBAA) (1,2,3,4,4,5),(1,2,3,5);
BBAB) (1,2,3,4,4),(1,2,3,5,5);
BBBA) (1,2,3,4,5,5),(1,2,3,4);
BBBB) (1,2,3,4,5),(1,2,3,4,5);

BBBC) (1,2,3,4),(1,2,3,4,5,5); - mint BBBA)

A T-es osszegnek hatféleképpen kell kijonnie. Ebben az eddigi szamokon
kiviil csak a 6-osok segithetnek. Igy:

ABAAA) (1,2,2,3,3,4),(1,3,4,5,6);

ACAA) (1,2,2,3,5,5),(1,3,3,5); — nem lehetséges.
ACAB) (1,2,2,3,5),(1,3,3,5,5); — nem lehetséges.
ACACA) (1,2,2,3), 1,3,3,5,5,5);

(
BAAA) (1,2,3,3,4,4),(1,2,5,5,

U‘

); — nem lehetséges.
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BABAA) (1,2,3,3,4,5),(1,2,4,5,5,6);

BABBA) (1,2,3,3,4,6),(1,2,4,5,5,5);

BACA) (1,2,3,3,5,5),(1,2,4,4,5); — tul sok 7-es.

BACB) (1,2,3,3,5),(1,2,4,4,5,5); — tal sok 7-es.

BBAA) (1,2,3,4,4,5),(1,2,3,5); — nem lehetséges.

BBABA) (1,2,3,4,4,6),(1,2,3,5,5,6);

BBBAA) (1,2,3,4,5,5),(1,2,3,4,6,6);

BBBBA) (1,2,3,4,5,6), (1,2,3,4,5,6);

Az eddigi jo kitoltések igy fejezhetk be, illetve ezért nem fejezhetSk be:

ABAAAA) (1,2,2,3,3,4),(1,3,4,5,6,8); Jo!

ACACA) (1,2,2,3),(1,3,3,5,5,5); — A 12 vagy nem jon ki vagy haromszor
is kijon.

BABAA) (1,2,3,3,4,5),(1,2,4,5,5,6); — A 12 nem jon ki.

BABBA) (1,2,3,3,4,6),(1,2,4,5,5,5); - A 12 nem jon ki.

BBABA) (1,2,3,4,4,6),(1,2,3,5,5,6); — A 10 csak kétszer jon ki.

BBBAA) (1,2,3,4,5,5),(1,2,3,4,6,6); — A 12 nem jon ki.

BBBBA) (1,2,3,4,5,6),(1,2,3,4,5,6). Jo!

Tehat a szokasos doboékockan kiviil mégy egy megoldas van:
(1,2,2,3,3,4),(1,3,4,5,6,8).

II. megoldas (Generdtor fiigguény)
A szokasos szabalyos dobokockihoz rendeljiik a

plr) =2+ 2>+ 23 + 2t +2° + 2"

polinomot. A polinom kitev6i a kockan elsfordulé szamoknak felelnek meg.
A polinom egyiitthatoi mind 1-esek, ez annak felel meg, hogy mindegyik szam
egyszer szerepel a kockan. A p polinom négyzete két kocka egyiittes feldobasarol
,mesél”:

p2(ac)=(x+x2+x3+x4+ac5+x6)-(x+x2+x3+x4+x5+x6):
2 + 203 + 3% + 42’ 4 520 4 627 + 5% + 42° + 3210 4 221t 4 212

Az 28 egyiitthatoja 5, ez épp azt fejezi ki, hogy a S-as dsszeg Stféleképpen &ll eld.
Valoban, ha elvégezziik a fenti szorzast, akkor az alabbi ,taldlkozasok” adnak
x8-0s tagot:

2?28 2325, otoat, 2P a3, aba?

A szorzasnél a kitevsk 6sszeadodnak, igy a
8=24+6=3+5=44+4=5+3=6+2

Osszeg-elGallitasok valosulnak meg a kitevSkben. Tehat a szorzatként kapott po-
linom egyiitthatoi azt mutatjik meg, hogy az adott tag kitevGje hanyféleképpen
allithato eld kéttagn 6sszegként az eredeti polinomok eléfordulé kitevsibdl, azaz
az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokbol.
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Keressiink most két masik kockat, A-t és B-t. Az A kockan szerepeljenek az

ni, ng, ...szadmok, méghozza n; éppen ai-szer, ny pedig as-szoér, ..., mig a B
kockan legyenek az my, ms, ...szamok rendre b;-szer, bo-szor, . . ..

Ezek a kitoltések egy-egy polinomot hataroznak meg:

A(z) = a12™ 4+ agx™ + ..., B(x) =byx™ +byx™ + ...

Az aq, ag, ..., b1, by szamok itt mind pozitiv egészek, azt fejezik ki, hogy

bizonyos szamok hanyszor fordulnak el6 a kockan. Az ay+as+...ésaby+bo+. ..
Osszegek az egyes kockakra rakeriilg szdmok szdmaval, azaz a kocka lapjainak
szdmaval, tehat 6-tal egyeznek meg. A polinomok nyelvén: A(1) = B(1) = 6.

Ha az A, B kockak megfelelnek a feladat feltételeinek, akkor a nekik megfelelé
polinomokra

A(z)B(x) = 2® + 22° + 32* + 42° + 52° + 627 + 52® + 42 + 3210 4 22 + 212,
A jobb oldali polinom igy is irhato:
(z+2®+2° +a* +2° + 1’6)2 =% + 24+ 1) (x4 1)%(2® — 2+ 1)%

Az
z, (*+z+1), (x+1), (@*—-z+1) (1)

polinomok Q[z]-ben (R[z]-ben is) irreducibilis polinomok. Q[z]-ben is igaz a
szamelmeélet alaptétele. Rdadéasul a Gauss lemma kimondja hogy ha egy A egész
egyitthatos polinom felbomlik két racionélis egyiitthatés polinom szorzatara,
akkor ugyanezen polinomok megfelels szimszorosai mar olyan egész egyiitthatos
polinomok, amelyek szorzata A. Ezért az A(x), B(z) polinomokat is a ()
polinomok szorzataként kell elGallitani.

Az A(1) = B(1) = 6 osszefiiggés pontosan akkor teljesiil, ha mindkét poli-
nomban benne van az (z + 1) és az (22 + x + 1) tényez6. Sziikséges még, hogy
a konstans tagok 0-k legyenek, az az ne forduljon els 2° egyik polinomban sem,
ne kelljen 0-t irni a kockdkra. Ez azt jelenti, hogy mindkét polinomban szerepel
az x tényezd is. Ezért csak két eset marad:

I. A(x) = B(z) = z(z+1)(2?+2+1) (22 —x+1). Ez a két szokdsos szabalyos
kockanak felel meg.

I1. A(x) és B(z) valamilyen sorrendben az z(x+1)(2? +z+1), z(z+1) (22 +
x4+ 1)(2? — 2 + 1)? polinomoknak felel meg. Mivel

r(z+1)(z? +z+1) = 2+ 207 + 22° + 24,
és
rz+ D@+ + 1)@~z +1) =z +2° +2* +2° + 2% + 25,

igy az alabbi j6 megoldashoz jutunk:
Az egyik kocka szdmai: 1,2,2,3,3,4,
a mésik kocka szdmai: 1,3,4,5,6,8.
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4. feladat

Adjuk meg az n, p, ¢ = 1 — p paramétert binomialis eloszlas varhaté értékét
és szorésat!

Megoldas

Az 6rédn nem az alabbi megoldassal kezdjiik, a binomialis egyiitthatokkal
valé szamolas sok-sok j6 lehetdséget ad. Lasd pl.

http://matek.fazekas.hu/portal/elte/elemifgyujt/elemimat_tisztitva.pdf
5.4. Pascal haromszog fejezetének 5.9.b) feladatat és annak megoldasait a 385-
386. oldalakon.

Mostani médszeriink meglehet@sen altalanos, alkalmas tetszéleges olyan nem-
negativ egész értékd y valdszintiségi valtozd varhatoé értékének és szoérdsdnak
kiszamitasara, amelynek generatorfiiggvénye (lasd alabb) ismert, de teljes meg-
értése az analizis mélyebb ismeretét igényli. Vezessiik be a p(x = k) = pi
rovidits jelolést. A x valoszintiségi valtozo generatorfiiggvényének nevezziik a

= Zpkﬂfk
k

kifejezést, amely véges valoszintiségi valtozo esetén — mint a binomiélis eloszlas
is — polinom, az altalanos esetben hatvinysor. A teljes valoszintiség:

=) p=1
k

Most az

B = Yk
k
varhato értéket keressiik. Mivel

= kpeatt,
p

igy

X:P' kak

A binomiéalis eloszlas esetén py = (Z)pkq"’k, tehat

Px($)=2(k)pkq" Fab = (g + pa)™.

k

Ebbel
Py (x) = np(q +px)" ",

azZaz
E,=Py(1)=np(qg+p)"~" =np.
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Attériink a x valésziniségi valtozo

yen ()

szorasnégyzetének meghatarozasara. PY/(z) = Y, k(k — 1)prpa™2, igy P/(1) =
> ok k(k —1)py, és ebbol

Z k’2pk P// + P/( )

D2 = P!(1) + PL(1) — (PL(1))
Mivel
P(z) =n(n—1)p*(q+ px)" 2,

igy
Di =n(n — 1)p? + np — n?p® = np — np® = npq.

A binomidlis eloszlas szérasa tehat

D, = /npq.
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