Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2006/2007

2006. szeptember 22.

A szakkor elgén felirtam atéblaraa 7. és 8. feladatokat. Ezek kdzel olimpiai nehézségiiek. Utana
kovetkeztek az év elgji bemelegit6 kisebb feadatok (1-6), ezeken dolgoztunk és megbeszéltik oket. A
szakkor végén oldottuk meg az el én kittizott két nehezebb példat (7-8).

1

Igazoljuk, hogy végtelen sok egész megol déasa van a kovetkezé egyenl etnek:
X2 +y?- 2% =1997.

Az ABCD négyzet BC oldalanak pontjaK. A KADD szégfelezéje a CD oldalt M-ben metszi.
Igazoljuk, hogy AK=DM+BK.

Orzse, Erzsi és Rezsb szavakat irtak a fuizetikbe, Orzse irta alegtobbet, Erzsi alegkevesebbet. A
szavakért pontokat kaptak. Haegy szét csak egy valaki irt, azért két pontot kapott. Ha egy szét
ketten isleirtak, azért mindketten egy-egy pontot kaptak. A mindharmuk altal leirt szavakért nem
jart pont. Lehetséges-e, hogy Erzsinek lett alegtobb pontja és Orzsének alegkevesebb?

K ét kor metszi egymést az A és B pontokban. Egy kdzds érintéjik az €l sét C-ben, a masodikat
D-ben érinti, CBDD > CADD . A CB egyenes amasodik kort még E-ben is metszi. 1gazoljuk,
hogy CAED szogfelezsje AD.

Minden négyjegyti szdmndl tekintsik szamjegyeinek szorzatdt. Mennyi ezeknek a szorzatoknak
az 0sszege?

Egy O cslcsu szdg egy-egy szarén taldhatdak az AB és CD szakaszok, az A pont O és B kozétt,
aC pont O és D kozott van. Az AD és BC szakaszok felezépontjain &halad6 egyenes AB-t M-
ben, CD-t N-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy

OM _ AB

ON CD’

Egy kockalapjait fehérre ésfeketére festettik. Van egy sakktéblank, amelynek mezoi éppen
akkordk, mint akocka egy lapja. A kockat a sakktébla egy mezdéjére helyezzik, majd
végiggorgetjuk atablan tgy, hogy minden mezére pontosan egyszer kertljon. Lehetséges-e,
hogy minden alkalommal a kockan levé alsd mezé szine megegyezzen a sakktébla éppen alatta
levé mezéjének szinével ?

Egy szog szérait érinti az O kdzéppontl kor. Az egyik szogszarra tikrozzik O-t, igy kapjuk az A
pontot. A korhdz A-bdl hlzott érinték a sz6g mésik szarét B és C pontokban metszik. 1gazoljuk,
hogy az ABC haromszdg koréirt korének kdzéppontja az eredetileg adott sz6g szdgfel ezéjén van.

Hézi feladat:

0.

Egy szabdlyos hdromszdgre oldalaival parhuzamos egyeneseket rajzolunk, amelyek az oldal akat
10 egyenl 6 részre, a haromszoget pedig 100 egybevagd kis haromszogre osztjak. Megrajzoljuk
még a haromszog oldalegyeneseit is. Két szomszédos parhuzamos kdzotti részt nevezzik savnak.
Legfeljebb hany kis haromszog jeldlhetd ki Ggy, hogy semely két kivalasztott se essen egy savba?

2006. oktober 5.
Ezt a szakkort Kos Géza tartotta.

1

2.

Legyenek X,X,,..., X, kilonbdzo val 6s szamok.
1

=7
X-Xg

d ~ &
axO §1+
i=1 i
Mutassuk meg, hogy hax,y>1, akkor
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Bizonyitsuk be, hogy ha 0< x,y<1, akkor
1 1 2

+ £ .
Vi+x  J1+y? Jl+xy

Igazoljuk, hogy ha a,b,c>0, akkor
a b C

+ + 31,
Ja?+8bc +b®+8a +c?+8ab

AZ X, X,,..., X, pozitiv szamokra

1 + 1 +..+ 1 =1

1+x 1+Xx, 1+xn_

Bizonyitsuk be, hogy x,x, %..xx. 3 (n- 1)".

6.

Bizonyitsuk be, hogy X, X,,..., X, kil6nbdzé pozitiv egészek, akkor
ﬁ2+x—§+...+x—g3 1'+1+...+1.
¥ 2 n~ 1 2 n

Az a,b,c pozitiv val 6s szamok reciprokainak 6sszege 1. |gazoljuk, hogy
Ja+bc ++/b+ca++c+ab3 abc++a++/b+c.

Egy haromszdg oldalai a,b,c. Mutassuk meg, hogy
a’b(a- b)+b’c(b- c)+c’a(c- a)3 0.

Legyen k pozitiv val6s szam, n pozitiv egész. Oldjuk meg az alabbi egyenl etrendszert:
X1|X1| = X2|X2| + (Xl - k)|X1 - k|
X2|X2| = X3|X3| + (Xz - k)|X2 - k|

x,[%,| = %] + (%, - K)x, - K.

2006. oktbber 20.

1

Igazoljuk, hogy végtelen sok egész megol déasa van a kovetkezé egyenl etnek:
xy(x- y)+yz(y- z) + 2x(z- X) =6.

Hat dobdkockat kifurtunk egy-egy szemkoztes lapjuk kdzéppontjan ét, majd egy rudat dugtunk a
lyukakon &. Minden kocka szabadon forgathat6 arddon. 1gazoljuk, hogy a kockékat
beforgathatjuk Ugy, hogy egy asztalra helyezve alegfelsé lapok szdmai dtal alkotott hatjegyii
szam oszthat6 legyen héttel. (A kockak 1-t6l 6-ig szamozottak, a szemkoztes |apokon a szamok
Osszege 7.)

Osszeszorozzuk az 6sszes kiillonbozs olyan szamot, melyet az aldbbi kifejezéshdl kaphatunk, az
el6jelek lehetséges kival asztésaival:
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+/1+/2+4/3+...£4/100.

Bizonyitsuk be, hogy az eredmény négyzetszam.

4. Egy 8" 8-assakktabla minden mezojét valamilyen szinnel kifestettiik Gigy, hogy minden
mezének legalabb két oldalszomszédja vele azonos szinti. Legfeljebb hany szint hasznal hattunk
fel?

5. Legyenek a b, c valés szamok. Bizonyitsuk be a kdvetkezé egyenl 6tlenseget:

a’ b* c’ a+b+c
+ + 3 .
a’+ab+b*> b*+bc+c® c’+ca+a’ 3

6. Egy egységoldalu négyzetet téglalapokra vagtunk. Minden téglalapnak tekintjik a révidebb
oldalét, hatéglalapunk egy kis négyzet volt, annak az oldalét. Bizonyitsuk be, hogy ezek
Osszege legalabb 1.

Hazi feladat:

7. Az ABCD konvex négysztg belss pontjiaM, AM=MB és CM=MD, tovabba

AMBD =CMDD =120°. Bizonyitsuk be, hogy Iétezik olyan N pont, amelyre BNC és DNA
szabdlyosak.

8. Egy énekversenyen 8 énekes vett részt. Osszesen d dalt énekeltek, mindegyiket négyen adték elé

és barmely két énekes ugyanannyi dalt adott €6 k6zosen. Mi alegkisebb d, amire ez lehetséges?

2006. november 10.

1

Adott két pozitiv egész m és n. Nevezziink egy sakkfigurat (n,m)-krokodilnak, ez n mezét 1ép
vizszintesen, vagy fliggélegesen, majd m mezét erre meréleges irdnyban. Bizonyitsuk be, hogy
egy végtelen sakktabla kiszinezheto fehérre és feketére Uigy, hogy a figura minden |épése sorén az
indul 6mez6tol kil onbdzé szini mezére 1ép.

Adott két ugyanakkora kdr. Huzunk a kdzéppontjaikat 6sszekdto egyenessel egy parhuzamos AB
szakaszt Ugy, hogy az A és B kozott messe a koroket. A-bol érintéket hizunk a hozza kdzel ebbi
korhoz, ugyanigy B-bdl érintéket hizunk a hozza kdzelebbi korhoz. Kiderllt, hogy a négy érinté
alkotta négyszog tartalmazza mindkét kort. Igazoljuk, hogy az érint6k alkotta négyszogbe kor
irhato.

Van 20 gyoéngyunk, 10 féle szinben, minden szinbdl éppen kett6 van. Beletettik a gyéngyoket 10
dobozba kettesével Ggy, hogy kivaaszthaté minden dobozbdl egy-egy gydngy, hogy mind a tiz
szin eléforduljon a kivalasztottak kozoétt. lgazoljuk, hogy az ilyen kivalasztasok szama 1-nél
nagyobb kettéhatvany.

Az ABC hé&romszdg beirt kore az AB és AC oldalakat rendre a P, Q pontokban érinti. Az AC ésBC
oldalak felezépontjai rendre RésS. A PQ és RS egyenesek metszéspontja T. Bizonyitsuk be, hogy
BT felezi az ABCD szOget.

Egy téglatest egy cstcsbol indul 6 é einek hosszét sszeadjuk és ezt nevezzilk atéglatest méretének.
Lehetséges-e, hogy egy téglatest tartalmaz egy 6nmagana nagyobb méretii téglatestet?6. Egy
fekete egységoldalll szabdlyos haromsztg van a sikon. Hogyan helyezheté d 9 egységoldalt
szabdlyos hdromszog Ugy, hogy ezek ne fedjék egymast és mindegyik | etakarja afekete haromszog
valamely belsé pontjét?
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2006. november 24.
A szakkoron a 93-94-estanév OKTV feladatai kdzil oldottunk meg néhanyat.

1

Egy egység oldali négyzetben két kor helyezkedik e, amelyeknek nincs kdzos belsd pontja
(egymast kivlrél, ill. anégyzet hatarét beltilrél érinthetik). Mennyi akeriletiik Osszegének alehets
legnagyobb értéke?

Hany olyan legfeljebb 10-jegyii pozitiv egész szam van, amely oszthaté négyzetgyokének (also)
egészrészével? (Pl. a 12 ilyen, mert [\/EJZBOSzt()ja a 12-nek, de a 22 nem ilyen, mert
[\/ZJ = 4 nem oszt6ja a 22-nek.)

Eszternek és Zsbfinak 3—3 forintja van. Egy szabdyos érmével dobalnak, fe esetén Eszter kap
Zsofitél Iforintot, iras esetén pedig Zsofi kap Esztertél 1 forintot. Addig jatszanak, amig
valamelyikik pénze elfogy. Mennyi a val6sziniisége annak, hogy legal abb 100 dobasra sor kerll ?

Legyen f olyan nemkonstans val 6s egy(tthatds polinom, amellyel minden x, y val0s szamra

ot v
Ff(y)£ F2EY2
e 2 g

teljeslil. Mutassuk meg, hogy f-nek pontosan egy val és gytke van.

Egy 1993 szdgpontu teljes graf minden éét szinezzik Ugy, hogy semelyik cstlicsba sem fut két
azonos szinti é. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van 17 olyan pont, amelyek kozil barmelyik kettét
kil 6nb6z6 szint €l kot Gssze.

Tekintslik az 1994 dimenzi6s vektorokat, azaz azokat az ( ai ,az ,...,a1904 ) SZAM-1994-eseket, ahol
az a; ,,koordinatak" tetszéleges val s szamok. Nevezziink egy ilyen vektort ,,bumfordi"-nak, haa
koordinétai kozott legfeljebb két kil énb6zo érték fordul €6 (azaz példaul minden koordinatga—1
vagy V2 ). Legkevesebb hany bumfordi vektor tsszegeként dlithaté el6 az (1, 2, ..., 1994) ? (A
vektorok sszeadasat koordinatanként értelmezzilk, azaz két vektort Ugy adunk dssze, hogy a
megfelel6 koordinatékat tsszeadjuk.)

Egy tetszéleges m pozitiv egészhez vegyiink minden lehetséges mddon olyan a; < az < ... < &
egészeket, amelyekre a; = m és az a; a; ...a; Szorzat négyzetszdm (t=1 is megengedett). Jel6ljik
S(m)-mel & leheté legkisebb értékét. Példaul §(1)=1, S2)=6 mert m=2 esetén a 2x3x6 szorzat a
legjobb vdlasztas, §(3)=8, §(4)=4 sth. Bizonyitsuk be, hogy az §2), S(3), 4), ... sorozatban éppen
apozitiv 6sszetett szamok szerepelnek, éspedig mindegyik pontosan egyszer fordul €lé.

2006. december 15.

1

2.

+

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely a,b,c pozitiv egészre (a;b)(a;c)[b;c] osztdja abc-nek.

Legyenek X1, X2, X3, X4, X5 pozitiv val6s szamok. Bizonyitsuk be, hogy
M = e +
X, +2X5 + 3X, +4X,

X, X, X, Xg

+ + +
Xg+2X, + 3K +4X, X, +2X; +3X,; +4X, X +2X; +3X, +4X; X, +2X, + 3K, +4X,

s 1
2
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3. Adott N ésk pozitiv egészekre megszamoltuk, hogy az N szamaot hanyfél eképpen |ehet fdirni

a+b+c aakban, ahol 1= ab,c= k, ésaz dsszeadandok sorrendje is szamit. Kaphattunk-e
eredménytil 2006-ot?

4. Egy nem szabdlyos haromszdg koréirt kdrének kozéppontja O, az oldalegyeneseket érinté korok
kozéppontjai: A1, Az, As, As. Bizonyitsuk be, hogy az Ai, Aj, Ak pontok OA, egyenestsl meért
eléjeles tavplsagainak az Osszege nullaval egyenls; (i,j,k,n az 1,2,34 szamok tetszbleges
permutéciojéat jelentik. Két pontnak egy egyenestél mért tavolsaga akkor azonos el6jelii, ha az
egyenesnek ugyanazon az oldalan vannak.)

5. Balint 200 Ft-ot fizet Annanak, ha alottén a kihlzott szdmok szorzatanak utolso szamjegye 0
lesz, kilonben Annafizet Baintnak 300 Ft-ot. Hosszabb tédvon kinek el6nyds ez a megéllapodés?

6. Jeldlje k(n) az n pozitiv egész legnagyobb paratlan osztdjét és legyen A(n)=k(1)+k(2)+.....+k(n),
B(n)=1+2+....+n. Mutassuk meg, hogy a 3A(n)=2B(n) egyenl 6ség végtelen sok n-re teljesll.

2007 januar 12.

Ezt a szakkort Hraskd Andréas és Pataki Janos vezette.

1. Az 1, 2, ..., N szamok mindegyike piros, vagy zOld. Egyszerre harom szdm szinét
megvatoztathatjuk, ha szamtani sorozatot alkotnak. Mely N-re érheté € barmilyen szinezésrél
indulva, hogy minden szam piros legyen?

2. 10'-nak legfeljebb hany osztdja adhatd meg Ugy, hogy koziil ik semely néhany szorzata ne legyen
négyzetszam?

3. Egy k elemii halmaznak legfeljebb hany részhalmaza adhaté meg melyekben az elemek szama
nem oszthat6 7-tel, de barmelyik két killonb6z6 metszete oszthato 7-tel ?

2007. januar 26.

Koradbbi évek olimpiai feladatait oldottuk meg: 1997/1; 1998/1; 1998/2; 1998/4 (Az eddigi olimpiadk
feladatainak és megoldasainak egyik j6 forrasa:  http://www.kalva.demon.co.uk/imo.html
Altaanosabb olimpiai oldal: http://imo.math.ca/ )

2007. marcius9.
Az OKTV donté és avaogatoverseny feladatait oldottuk meg.
Vaogatoverseny feladatai:

1. Az ABCD trapézban AB|CD, AB>CD. Legyenek K és L rendre az AB és CD szakaszokon Ugy,

hogy AK/KB=DL/LC. A KL szakasz P és Q pontjara teljesll, hogy APBD =BCDDb és
CQDDB = ABCD . Bizonyitsuk be, hogy PQBC hurnégyszog.

2. A BP,...P, szabdyosn sz0g oldalaira és &loiraréirunk egy-egy pozitiv egész szamot, ezek
kozil alegnagyobb legyenr. A szdmozéssordnaz 1, 2, ..., r szdmok mindegyikét legal dbb
egyszer felhasznaltuk. Barmely PP, R, haromszdg oldalai kozul kettén ugyanaz aszam al, a
harmadikon pedig egy kisebb. Hatarozzuk meg r legkisebb és legnagyobb |ehetséges értékét.
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3.

Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szam van, amire 2" + 3" oszthaté n?-tel.

OKTV donté 1. kategoéria:

OKTV donté 11, kategéria

2007. marcius 23.

1

Jeldlje A(n) az els6 n darab primszam Osszegét. Bizonyitsuk be, hogy A(n) és A(n+1) kozott
mindig van négyzetszam.

Az ABC haromszdg beirt kdrének sugara legyen egységnyi. Jeldlje ro. az AB és AC oldalakat,
valamint a h&romszog koréirt korét belllrol érinté kor sugarét; hasonlGan értelmezzik az rp ésre
sugarakat is. Hatarozzuk meg ratrp+rc minimumét.

Mutassuk meg, hogy minden k poz. egészhez |étezik olyan k-jegyli poz egész, mely oszthatd
jegyeinek Osszegével, de jegyel kdzott nem szerepel a 0.

Hatérozzuk meg é XX (X; +X;) maximumét, ahol az x; —k nemnegativ szamok és dsszegik 1-

i<j

gyel egyenlé.
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