Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2010/2011

2010. szeptember 17.

1.

2.

10.

11.

Biz. n egész kdzott van néhany olyan, melyek 6sszege oszthat6 n-nel.

Haaz 1, 2, ..., 2n szamok kozul valasztunk n+1-et, akkor egy kivalasztott oszt egy
masikat.

Ha (a;b)=1, akkor létezik X, y egészek, melyekre ax-by=1.

Egy sakkmester 77 nap alatt legfeljebb 132 partit jatszott de minden nap jéatszott legal abb
egyet. Biz. van néhany egymas utani nap, melyek alatt éppen 21 partit jatszott.

Az 1,2, ..., 101 szamokat valamilyen sorrendben felirtak. Biz letordlheté 90 Ugy, hogy a
maradék monoton novo, vagy csokkeno legyen.

Mely szamoknak van olyan tébbese, amelyben csak 1 és 2 jegyek vannak?
Biz. valamely Fibonacci szam legaldbb 2010 darab 0-ra vegzodik.

Egy 5 m*es szobaban van 9 szényeg, mindegyik 1 m? teriiletii. Biz. van két szényeg,
melyek legaldbb 1/9 m? teriileten fedik egymést.

Hatarozzuk meg az dsszes olyan val s egytthatds P(x) polinomot, amely kielégiti a P(a-
b)+P(b-c)+P(c-a) =2P(a+b+c) egyenl 6séget, valahanyszor a, b, ¢ olyan val és szamok,
amelyekre teljestl ab+bc+ca=0.

Egy ABCD konvex négyszogben a BD &tl6 nem szogfelezéje sem az ABCZ, sem a
CDAZ szdgnek. A P pont az ABCD négyszog bel sejében fekszik és teljesil ra
PBC«/=DBAZ ésPDC«/BDAZ. Biz ABCD hirnégysztg <> AP=CP.

Mely szamoknak van olyan tobbese, amelynek szomszédos jegyei killonb6z6 paritasiak?

2010. oktober 1.

1.

2.

3.

4,

Az ABC h&romszog BE és CF magassagal az M pontban metszik egymast. FE ésBC
egyenesek metszéspontja U. BC felezépontjan a parhuzamost hiizunk az EUB ./ szdg
felezéjével ez a CA, AB, MC, MB egyeneseket rendrea P, Q, X, Y pontokban metszi.
Igazoljuk, hogy az APQ és MXY haromszogek koré irt korok ugyanakkora sugariak.

Az ABC hdromszogben AB=AC. Az A-bdl indul6 magassag talppontjalL. E ésF az AD és
BC felezépontjai, G a B pont meréleges vetilete az AF egyenesen. Igazoljuk, hogy az EF
egyenes érintéje a GFC koré irt kornek.

ABCD paraelogramma, az ABC haromszog koréirt korének BE &méréje. 1gazoljuk,
hogy az ADE és ABC haromszogek koré irt korok ugyanakkora sugaruak.

Az ABC haromszdgben AC=3AB. A BC oldal felezépontjan & parhuzamost hiztunk a
BAC/ szbg felezbjével ez az AB és AC egyeneseket X és'Y pontokban metszi. X
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tikorképe Y-ralegyen Z. BY és CZ egyenesek metszéspontja D. Igazoljuk, hogy aBDC/
sz0g szogfelezdje parhuzamos XY-nal.

A szakkor vegen az el6z6 szakkor 10-es peldgjat beszéltilk meg és bebizonyitottuk az
izogondlis konjugdltrol sz6l6 kdvetkezo tételt:

5. Az ABC haromszdg sikjanak egy tetszéleges P pontja esetén az AP, BP, CP egyenesek

tukorképei rendre az A-bdl, B-bdl, C-bol indul 6 szbgfel ezékre egy ponton —P izogondlis
konjugdltjan— mennek keresztil.

2010. oktdber 15.
1. Max hany szam lehet egymas utan, habarmely 7 szomszédos 6szege <0, barmely 11
szomszédos dszege >07?

2. Egy konvex n szog minden &tlgjat behlztuk, nem megy & 3 egy ponton. (a) Hany részre
végtuk a sokszoget? (b) Hany hdromszog kel etkezett az dbran?

3. Egy horgészversenyen 5-en vannak, lehet holtverseny. Hanyféle lehet a végeredmény?
4. Egy neemi hamaznak hanyféleképpen adhatjuk meg két diszjunkt részhal mazat?

5. ngyerek il egy kerek asztal koriil. Atiilhetnek valamelyik szomszédos székre. Hany
tlésrend alakulhat ki?

6. Hany n betiis sz6 alkothatd az a, b, ¢, d betiikbsl, haa és b nem lehet szomszédos?

7. {1,2,...,2001} halmaznak Sdarab 77 elemii részhalmaza van, melyben az elemek dsszege
paros, T darab ahol paratlan. Melyik nagyobb és mennyivel?

8. Azl 2, ...,2nszdmok egy permutécijét nevezik jonak, havalamely két szomszédos
kildnbségének abszol Ut értéke n. Biz az Gsszes permutacio tobb, mint fele j6.

Ollmplal szakkor 2010. oktéber 29.
Prim-e 4>®+545%7

2. 600 db 6-0s és néhany 0 van egy szamban. Lehet-e négyzetszdm?

3. 11,21, ...100! Kihagyhat6-e kdzlluk egy Ugy, hogy a maradék szorzata négyzetszam
legyen?

4. 4%3+4"%+4" Van-e olyan poz. egész n, amelyre négyzetszam?
5. 15x°—7y*=9 egész megoldéasait keressiik.

6. Biz. n°+n*+1 n>1 egészre nem prim.

-217-



Olimpiai szakkoér, Dobos Sandor 2010/2011
7. 9-jegyti szamban nincs 0, minden jegy egyszer szerepel, utolso jegy 5. Lehet-e
négyzetszam?

8. Mely poz. egész n-re van poz egészekbil 816 megoldésa az (x+y+z+v)?=n?(xyzv)
egyenletnek?

2010. november 12.
Egyenl6tlenségek

2010. november 26.

1. Egy korat mentén van k benzinkut, benniik 6sszesen annyi benzin, amennyi egy auténak elég a
kor megtételéhez. 1gazoljuk, hogy valamely kuttédl indulva korbe lehet autézni. Az indul 6 kitnal
Ures az aut6 tankja és be tudjuk tolteni akér az 6sszes benzint is atankba.

2. Végtelen négyzetracs egy negyedének récspontjaihoz irhaté-e egy-egy egész, hogy minden sor és
0szlop minden egészet pont egyszer tartalmazzon?

3. Bbh minen egész egyértelmiien irhat6 fel kiil. Fib. szamok dsszegeként, ha szomszédosak nem
szerepel hetnek az dsszegben.

4. Egy kor mentén van n pont, ezekhez a-t vagy b-t irunk. Bbh max [(3n—4)/2] har hizhaté, melyek
végeindl kil. betiik vannak és melyek nem metszik egymast a kor belsejében.

5. Az{1.2,...,n} hamaz 6sszes részhalmazat tekintj ik, amelyekben nincsenek szomsz. szamok.
Minden részhal mazban 6sszeszorozzuk az elemeket, majd az eredményt négyzetre emelj k.
Mennyi ezen szamok dsszege? (n=3-ra 23.)

6. Egy mxn-es métrix minden sordban bekarikdzzuk alegnagyobb p szamot, minden oszlopaban
athizzuk alegnagyobb g szamot. Bbh legalabb pg szamot kétszer isjeldltink.

7. Egy végtelen sakktablan n lépést téve hany kiil. mezére keriilhet egy huszar?
8. Adott n(>1) egyenes, nincs kdztilk parhuzamos, nem megy & harom egy ponton. Bbh
megszamozhatdk a kialakult sikrészek #0, max n abszol Gt értékii egész szamokkal Ugy, hogy

barmely egyenes mindkét oldalan a szamok 6sszege 0.

9. a=9, a,.;=3a,+4a,’ , bbh ay, végén tébb, mint 1000 db. 9-es van.

2010. december 17.
1. a;=ay=1, az=-1, ap=an.18n-3. a2010=7

2. a=2, a=7, apr=7a, —12a,1. Adjunk explicit képletet.
3. fRoR. f(x+1)+f(x-1)=V2f(x). BBH f periddikus.

4. a=a;=1, a,=(an1"+2)/an2, (N>2) BBH & egész.
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10.

Biz 10001, 100010001, 1000100010001, ... mind Osszetett.
=1, an+1:an+(1/an2), korlatos-e a sorozat? Biz agyo>30.

a(1)=1, a(2)=12, a(3)=20, a(n+3)=2a(n+2)+2a(n+1)—a(n)BBH 1+4a(n)a(n+1)
négyzetszam.

Adott néhany poz szdm, paronkénti szorzataik 6sszegel. BBH letrolhet6 kozilik egy,
hogy a maradék dsszege <v2.

a(n)= a Pascal hdromszog n-ik sorénak elemeinek reciprokdsszege. Korldtos-e a sorozat?

a1=3, an+1= a/2, haa, paros, (a,+1983)/2 ha a, paratlan. BBH a sorozat periodikus. min
peri6édus="

2011. Januér 7.

1.

Egy tetraéder éleire val0s szamokat irtunk, akitéré élekre irt szamok dsszege
ugyanannyi. Ezutdn minden cslicshoz hozzarendeltiik az oda befut6 élekre irt szamok
Osszegét. Ezek az 6sszegek valamilyen sorrendben az a, b, ¢, és d szdmok, amelyekre
a=b=2c=2d teljesll. Biz. az élekre irt szamok kdzétt a0 isel6fordul.

Tekintsik az y=x* parabolét. K eressiik meg az 8sszes olyan egész meredekségii egyenest,
ami &halad a P(0;4) ponton és a parabola bel sejébe es6 szakasza is egész hosszusagu.

Keressilk meg a 2010-nél nagyobb egészek kozt alegkisebb olyan S szdmot, amelyet
elosztvaa 3, 4, 5, 6, 7 és 8 szdmokkal, maradékul kétszer kapjuk az 1, 2, 3 szamok
mindegyikét.

Biz. at terlletli ABCD konvex négyszog akkor és csak akkor téglalap, ha
(AB+CD)(AD+BC)=4t.

Az ABC haromszogben AD és BE szogfelezék, D és E akerlleten van. Mekkoraaz A-nél
levé sz6g, ha DE felezi az ADC szoget?

Tudjuk, hogy a, b, ¢ pozitiv szamok, abc=1. Igazoljuk :
1 1 1

+ + <1
14+a+b 1+b+c 14+c+a

A sikon van véges sok, parhuzamos sz&8l1i sdv, dsszes szélességik 100. Mutassuk meg,
hogy a savok eltolhatok énmagukkal parhuzamosan gy, hogy egyditt |etakarjanak egy
adott, 1 sugaru kort.

Bergengdcidban alotton 6 szamot hiiznak 36-bdl. Hany szelvényt kell kitdlteni a biztos
betli szelvényhez?
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2011. januar 21.

2 7 14 23 oz 9592
—+—t—+—+...+ +ot—
Biz 2 3 4 4 il 1001

<3

Elhelyezhet6-e egy kocka Ugy, hogy cslicsainak egy siktél valé tavolsagai 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6 és7 legyen?

Bizonyitsuk, hogy a) 97°"; b) 1997%" nem lehet szomszédos természetes szamok kobeinek
dsszege.

Az ABC haromszog belss pontja P, AB=BC. A8CL =80% PACY = 40° ACPL =307,
BPC /="

Egy sulykészletben a kdvetkezé grammos stlyok vannak: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
mindbdl egy darab. A kétkari mérlegiink mindkét serpenyéjébe tehetiink stlyokat. a)
Biz. semelyik stlyt sem mérhetjik le tobb, mint 34 modon. b) Adjunk példét olyan
stilyra, melyet 34 médon mérhetiink le.

Az ABC hdromszdgben AB=AC ésaBAC sz6g a. Legyen D az AB szakaszon,
AD=AB/n. Legyenek P;, Ps. ..., Pn1 aBC olda n-edel¢ pontjai. Mekkora lesz
a flggvényében afenti szogosszeg, han=20117?

Van-e olyan hatjegyt pozitiv egész, jeldlje A, melyreaz A, 2A, 3A,.....,500000A kozt
nincs olyan, mely hat azonos jegyre veégzédne?

Megadhatd-e egy poz. egészekbdl alo ndvé szamtani sorozat a) 11; b) 10 000; c)
végtelen sok egymaést koveté eleme gy, hogy a szamok jegyeinek dsszege is nbvé
szdmtani sorozat szomszédos elemei |egyenek?

Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan fiiggvény, melyre f(f(x))=x*-1996 minden val 6s x-
re.

2011. februar 4.
Ezt a szakkort Gyenes Zoltan tanér Ur tartotta.

2011. februar 18.

1

Az ABC haromszdg AB oldalat kivilrdl érinté hozzairt kér AB-t a P pontban, AC
meghosszabbitasat a Q pontban érinti; a BC oldalt kivilrdl érinté kor pedig AC
meghosszabbitasat az U pontban, AB meghosszabbitésat az X pontban érinti. Bizonyitsuk
be, hogy a PQ és az UX egyenesek metszéspontja egyenl6 téavol van az AB ésaBC
egyenesektol.

Az ay, ay, ..., an €S by, by, ..., by pozitiv egészek; az ay+ay+...+a, és a b, +h+...+by
Osszegek egyenl6k, és kisebbek nk-nal (n>1, k>1). Bizonyitsuk be, hogy az
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aptagt...+a,=b+hy+...+by egyenl 6ségben szerepl 6 mindkét Gsszeghdl elhagyhaté néhany
(de nem az Gsszes) tag Ugy, hogy az egyenl 6ség tovabbrais fenndlljon.

Mutassuk meg, hogy egy pératlan fokU, egész egytthatos polinomflggveny
grafikonjaban csak véges sokszor fordulhat €, hogy két (kildnbdzo) egész abszcisszagju
pont tavol saga egész szam.

Az ABC haromszdg nem egyenl6 szar(; a BC, CA, AB oldal felezépontjét jeldlje rendre
A1, By, Ci. A haromszog oldalain a C-bél az A-ba és onnan a B-be vezeté Gt felezépontja
legyen Ay, az A-bdl a B-be és onnan a C-be vezets Ut felezépontjét jeldlje B,, végll aB-
b6l a C-be és onnan az A-ba vezet6 Ut felezépontjalegyen C,. Bizonyitsuk be, hogy az
AlA;, B1B,, C1C; egyenesek egy ponton mennek &t.

Legyen n rogzitett, 1-nél nagyobb egész szdm. Adjunk meg olyan xq, Xo, ..., X, valés
szamokat, amelyekre teljesiiinek az Xq+Xo+...+x,=2(n-1) ésaz (Xq-1)%+ (Xo-1)%+...+ (Xo-
1)%=n egyenl 6ségek, és x;, értéke a lehetd legnagyobb.

Tekintslk azt a kort, amely athalad azon a hdrom ponton, ahol egy adott hdromszog
szogfelezdi metszik a szemkozti oldalakat. Bizonyitsuk be, hogy a haromszég
oldalegyenesal ebbdl akorbdl harom olyan hart metszenek ki, amelyek kozdil
valamelyiknek a hossza egyenld amasik kettd hosszanak az 6sszegével. (Haakor a
haromszdg ol dalegyenesét nem metszi, hanem érinti, akkor amegfelel hart 0
hosszUsaguinak vessziik.)

Van-e olyan n-oldal il soksz6g, amel yben a hegyesszogek szdma n®-30n+ 2367

2011. marcius4.
Az OKTV Il éslll kategoria dontéinek feladatait beszéltik meg

2011.méjus6.
1. Egy nem szabdyos haromszog koréirt kdrének kozéppontja O, az ol dalegyeneseket érint6

korok kozeppontjai: A1, Az, As, As. Bizonyitsuk be, hogy az Ai, A;j, Ax pontok OA,
egyenestél mért eldjeles tavplsagainak az Osszege nullaval egyenls; (i j,k,n az 1,2,3,4
szamok tetszéleges permutéciojat jelentik. Két pontnak egy egyenestél mért tavolsaga
akkor azonos el6jelli, ha az egyenesnek ugyanazon az oldalan vannak.)

Jeldlje k(n) az n pozitiv egész legnagyobb paratlan osztéjd& és legyen
A(N)=k(1)+k(2)+.....+k(n), B(n)=1+2+...+n. Mutassuk meg, hogy a 3A(n)=2B(n)
egyenl 6ség végtelen sok n-re teljesll.

Az ABC hegyesszogii hdromszog koréirt korenek kdzéppontja O, sugara R. Az AO

egyenes a BOC kort A;-ben, a BO egyenes a COA kort B;-ben, a CO egyenes az AOB
kort Ci-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy OA,-OB,;-OC, > 8R® .
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4. Az &, @, ..., & Vvaos szdmokra 2<a <3, n >3 teljesil. Bizonyitsuk be, hogy ha
grd-a gea-a  drd-a
ata,-a H+a;—q, a,+ta—a,

aq+apt....+a,=s, akkor <2s-2n.

5. Jeldlje A(n) az els6 n darab primszam dsszegét. Bizonyitsuk be, hogy A(n) és A(n+1)
k6zott mindig van négyzetszam.

6. Egy sakk kormérkézésnek k résztvevoje volt (k paratlan); mindenki mindenkivel
pontosan egyszer jatszott; gyézelemért 2, dontetlenért 1, vereségért O pontot kaptak. A
verseny végén mindenkinek mas volt az elért pontszama. Legfeljebb mennyi lehetett a
dontetlen jatékok szama?

7. Az ABC h&omszdg beirt kdrének sugara legyen egységnyi. Jeldlje r, az AB és AC

oldalakat, valamint a haromszog koréirt korét beltlrdl érinté kor sugardt; hasonldan
értelmezzik az r, ésr; sugarakat is. Hatarozzuk meg ra+rp+re minimumat.
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