Hraskd Andras, Suranyi Laszl6: 11-12. spec.mat szakkor
Tartotta: Surényi Laszl6

22. szakkor (Csoportelméleti alapfogalmak 1.)

A) A PERMUTACIOK CIKLIKUS SZERKEZETE

1. feladat:

Egy hisztagu tarsasag Ul az asztal korll. Néhanyat kozul ik (esetleg az 6sszeset) parba
alitunk, és a parok tapsszoéra helyet cserélnek (1. [€pés). Majd ismét kivalasztunk néhany
embert (esetleg az Gsszeset) és parba dlitjuk 6ket, s aparok tapsszoraismét helyet cserélnek
(2. 1épés). El szeretnénk érni, hogy mindenki atéle jobbralevé székre ljon . Elérhets-e ez
két |1épéshen?

MEGOLDAS: Szamozzuk meg a térsaség tagjait az il ésrend sorrendjében 1-t3l 20-ig,
az 1-es két szomszédja a 20-as és a 2-es, a 2-esé az 1-es és a 3-as, sth. Az elsb |épéshben
cseréljen helyet az 1-es ésa 20-as, a2-esésal19-es, a3-asésal8-as, sth. (az i-esa 21—
i-essel cserél helyet). Ekkor a 20-as mar a helyére kertilt, stéle indulva a sorrend most
ez: 20,19, 18, 17, ..., 3, 2, 1 vagyis,, megfordult a sorrend”. Ezutéan cseréljen helyet az
1-esa19-essel, a 2-es a 18-assal, és dltaldban az i-es a 20-i-essel. Igy éppen amegfelels
sorrendet kapjuk: 20, 1, 2, 3, ..., 18, 19.

Megjegyezzik, hogy a mésodik |épésben a 10-es szamu ember nem cserél helyet: 6 is
mar a helyén Ul: ott, ahol eredetileg a 11-es Ult.

2. feladat:
Hany tagu tarsasag esetén oldhatd meg két 1épésben a feladat?
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Tartotta: Surényi Laszl6

MEGOLDAS: Jeléljuk n-nel atérsaség tagjainak szaméat. Konnyen lathatd, hogy a fenti
megoldas minden paros n-re mikddik. Az els6 1épésben az i-edik ember az n+1—i-
edikkel cserél helyet, igy |étrejon a kdvetkezé sorrend:

n,n-1,n-2, ..., 3,2, 1

Az n-edik tehdt mar ahelyén van. Az 6 kivetelével most az i-edik az n—i-edikkel cserel
helyet. Igy megkapjuk a kivant

n123,...,n—2,n-1

sorrendet. Most isigaz, hogy az n/2-edik ember a masodik |1épésben mér a helyén
marad, sez igy isvan rendjén, mert 6 mar ahelyen Ult.

Han pératlan, akkor van ,,k6z&pss” ember: az (n+1)/2-edik és az els6 |épésben 6 a
helyén marad, nem |évén pérja, akivel felcseréljik. Most is megkapjuk az

nn-1n-2...,321

sorrendet az els6 1épés utdn. Most is alkalmazhatjuk ugyanazt a masodik |épést, mint
paros n-re, csak most az n-edik ember kivételével mindenki ténylegesen helyet fog
cserélni valakivel. Ismét megkapjuk a kivant

n123 .. n2n1

sorrendet.

Fel isdlittathatjuk atarsasagot és megkérhetjik, hogy éljanak sorba tgy, hogy az els6 dljon
legel 6l, utdnaa mésodik, stb. A feladat ezesetben az, hogy mindenki eggyel elébbre [épjen,
kivéve alegelsot, akinek leghétulrakell kertlnie. A megoldés szerint ez mindig elérhet6 két
|épésben. Természetesen vetddik fel akérdés, hogy milyen mas sorrend érheté € két
|épésben. Errél szol tehat a kovetkezé feladat. Fogalmazzunk igy:

3. feladat:

Egy osztaly tanulGi dlnak tornasorban, azaz nagysag szerinti sorrendben, nem koéralakban,
hanem egyenesvonalban. Egy |épés most is, mint az el6z6 két feladatnal, diszjunkt parok
csergiébol al. A cél most az, hogy arendezzilk ket névsor szerinti sorrendbe. A kérdés az,
hogy €l érheté-e minden esetben két |épésben?
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MEGOLDAS: Ismét megszamozzuk atanulOkat, de most egy kicsit bonyolultabban
szamozunk: legyen a sor elgjén alo tanul 6 az 1-es. Nézzilkk meg, kinek a helyére kell
kertlnie ennek az 1-es szamu tanulonak, ¢ lesz a 2-es tanul 6. Ezutan nézzik meg, kinek
ahelyére kell kertilnie a 2-es tanulonak, 6 lesz a 3-as tanul 6. Folytassuk igy a szamozast
(egyesevel), amig el nem jutunk ahhoz atanulohoz, akinek az 1-es helyére kell kertinie.
Nyilvan eljutunk hozza, legkéssbb akkor, amikor mindenki sorra kertilt. igy kapunk egy
ciklust, ami azt jelenti, hogy ha a szamozas sorrend] ében |eliltetj Uk 6ket egy asztal
mellé, akkor pontosan az €l6z6 feladatokkal alunk szemben: mindenkinek atéle eggyel
jobbra tilé helyére kell két |épésben &tlilnie. Azokat atanuldkat, akik benne vannak
ebben a ciklusban, két |épésben a helyikre tudjuk juttatni.

Demi lesz atobbi tanuléval? (Persze, ha méar nincs tébb tanul6, mert mindenki benne
van az €ls6 ciklusban, akkor kész vagyunk.)

Vegyunk ki egy olyan tanulot, aki nincs benne az elss ciklusban. Kezdjuk € Gjraa
szamozast és legyen 6 az 1-es, akinek ahelyére kell dlnia, az lesz megint a 2-es, ésigy
folytatjuk tovabb a szamozast: ismét kapunk egy ciklust, vagyis tanuloknak egy olyan
bezérul 6 sorat, ahol mindenki az utana kovetkezé helyére kell, hogy kertiljon, kivéve az
utolsot, akinek az elsd helyere kell kertlnie. Ez pedig ismét az el6bbi Ultetéses feladat.
Tehat 6ket is két 1épésben atjuttathatjuk a helyikre. Az is nyilvanval 6, hogy az elsé
ciklusbeli cserék és amasodik ciklusbeli cserék nem zavarjék egyméast: egy parban csak
azonos ciklusbeli tanulok cserélnek helyet.

igy folytatva az eljarast minden tanul 6t a helyére juttathatunk két |épésben: ha maradt
meég ol yan tanul 6, aki nincs benne az els6 két ciklusban, akkor ¢ lesz az Uj 1-es és
megkeressiik az ¢ ciklusat. S ezt addig folytatjuk, amig van meég tanulo, aki nem kertlt
bele akordbbi ciklusokba.

Most afogalmazzuk a 3. feladat megol dasaban hasznélt gondolatot permutéciokra. Ujra
megszamozzuk atanulOkat, de most az eredeti nagysag szerinti sorrendben. Ez azt jelenti,
hogy kezdetben az 1,2,3,...,n sorrendben allnak. A névsor szerinti sorrend viszont tetszéleges
lehet, vagyisaz 1,2,3,...,n szamok egy tetszsleges permutacidja lehet. A megoldasban
val¢jaban azt haszndltuk fel, hogy egy ilyen permutécié mindig diszjunkt ciklusokra bonthaté:
cikluson egy olyan (a; a; ... &) sorozatot értiink, ahol a; az a, helyére kerll, a, az ag helyére,
és dltaldban a ciklus minden tagja az utana kovetkez6 helyére keril, az utolso, ax pedig az a;
helyére. Ha egy osztalyban torténé karacsonyi aandékozéasra gondolunk, akkor konnyen
megeértjuk, mirél van sz6: az els &adja az ajandekat, aki ajandékot kap, az dtadjaa sgja
gjandékat, stb., amig a ciklus be nem fgjezédik, majd valaki Uj ciklust kezd. Ha példaul a
35124 sorrendet akarjuk el6allitani az 12345 sorrendbél, ez azt jelenti, hogy az 1-est a 3-as
helyére kell vinniink, a 3-ast pedig az 1-es helyére, ez egy kételemii ciklus lesz, ezt igy
jeléljik: (1 3). A 2-esad-es helyére kerill, a4-es az 5-0sére, az 5-0s a 2-esére, ezt igy
jeldljuk: (2 4 5). Ez a permutacio tehat igy irhatd fel: (1 3)(2 4 5). Haegy elem helyben
marad, akkor azt nem feltétlendl irjuk ki, ha eleve tudjuk, milyen elemeket mozgat a
permutécio.

Még egy mdédon megvilgithatjuk ezt afelirasi modot. Abrézoljuk nyillal azt, hogy melyik
szam melyiknek a helyére keril. A 35124 permutéciond igy a kovetkezét kapjuk:

1®3,2®4,3® 1,4® 5, 5® 2.
Maésik példaként vegylk az 561234 permutéciot. Itt a kovetkezot kapjuk:

1®3,2®4,3®5,4® 6,5® 1, 6® 2.
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Tartotta: Surényi Laszl6

Innen mé&r leolvashatjuk a ciklusokat, de még egyszertibben |eolvashatok, ha egy iranyitott
gréf éleivel dbrézoljuk azt, ami torténik. A 35124 permutaci 6 esetében a kdvetkezo Gtpontu

grafot kapjuk:

4

Az 561234 permutéci 0 esetében a kbvetkezé hatpontl gréfot kapjuk:

Innen leolvashatd a permutécio ciklikus szerkezete: (135)(246).
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DEFINICIO: Altalaban a kovetkezéképpen definidlhatjuk egy permutécio
ciklikus alakjét. Tekintsik az {1,2,...,n} hamaz egy s permutaciojat, ez azt
jelenti, hogy s az 1 és n kozotti szamok halmazét egy-egyeértel miien leképezi
Onmagéra. A s permutacionak megfeleltethetlink egy iranyitott gréfot,
amelynek pontjai az 1, 2, ..., n szamok. Az i pontbdl aj pontba pontosan akkor
mutat él, haaz i szamot as permutacio aj szambaviszi. Az igy kapott
iranyitott graf minden pontj&bdl pontosan egy é indul ki és minden pontjaba
pontosan egy él érkezik be, vagyis minden pont kifokais, befokais egy. (Ez
pontosan azt fejezi ki, hogy s egy-egy értelmi hozzarendelés.) Lehet benne
hurokédl is: az i pontbdl pontosan akkor indul hurokél 6nmagéba, haaz i szdm s
hatasaraa helyén marad. A fenti els6 dbran pedig |athatjuk, hogy két pont
kozott oda-vissza é isfuthat: az i ésj pont kozott akkor fut oda-vissza él, haa
s permutacio felcserdli i-t ésj-t.

A kapott iranyitott graf nyilvan iranyitott ciklusokra bomlik, ahol

— cikluson iranyitott kort értiink, de megengedjtik az 1 és 2 hosszu kort is
(elébbi a hurokél, utébbi az oda-vissza nyil);

—aciklusoknak nincs kdzos pontjuk, sem kozos élik;

—hafelirjuk a ciklusokban a pontok sorrendjét (a kezd6 elem barmelyik lehet,
ésnem irjuk ki kétszer), akiltnbdzo ciklusokat pedig zargjellel valasztjuk el
egymaéstol, akkor megkapjuk as permutacio ciklikus alakjét.

Egy permutéci6 ciklusszer kezete pedig azt adja meg, hogy a permutacio
milyen hosszu ciklusokbdl all.

igy példaul az (1 2 3)(4 5 6) permutécio azt a permutéaciot jelenti, amely az 1-et
a2-be, a2-t a3-ba, a3-at az 1-be, a4-et az 5-be, az 5-6t a 6-ba, a6-ot a4-be
viszi: avégeredmeény a 123645 sorrend.

A ciklikus feliras el6szor kissé szokatlan, mert nem kdzvetlentl olvashat6 le bel6le az, hogy
milyen islesz alétreovo Uj permutécio. Ez a ciklikus felirds azt mondja el, hogy milyen
hozzérendel és (vagy miivelet) hozza létre a permutaci6t. Mint 1&tni fogjuk, ez sok informéci 6t
ad, amit koriilményesebben kapnank meg, ha a létrejott permutéciot irnank fel. Erdemes
megjegyezni, hogy az Ujkori tudomany egy atalanos és nagyon erés jellemzéje, hogy a kész
eredményrdl &helyezi a hangsilyt arraamozgasra, amely az eredményt |étrehozza: igy vegso
soron akész eredményrél is sokkal tobb informéciohoz jut. (Erdemes még egy modszertani
megjegyzeést tenni: a 3. feladat megol dasa szerint tetszéleges permutécio el 6 lithato két olyan
permutacié egymés uténi alkalmazéséval, amelyek mindegyike diszjunkt parok csergébdl all.
A megoldéshoz a feladatot olyan részfeladatokra bontottuk, amelyek mindegyike mér
koénnyen megoldhaté volt: el6szor egy konkrét ciklusra oldottuk meg a feladatot, majd
megallapitottuk, hogy ez a megoldas barmely ciklusra miikddik, harmadik |épésben pedig
megmutattuk, hogy barmely permutécio felirhatd diszjunkt ciklusok Osszetételeként, selég
volt ezekre megoldani afeladatot. Az elgondolast, hogy egy feladatot |ehetdleg olyan részekre
osszunk fel, amelyek mindegyike mar kiildn-kilén hamar megol dhat6, Descartes avatta
maodszerré.)
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Tartotta: Surényi Laszl6

4. feladat:
Rajzoljuk fel akovetkezé permutaciok grafjat ésirjuk fel ciklikus alakjukat:
a) 1357642, b) 563421, c) 135246, d) 246135, €) 3456712.

MEGOLDAS:
a) Az 1357642 permutéci6 az 1-est helyén hagyja, az 1-esbdl tehat énmagéba megy
hurokél. A tobbi elemet egy ciklusban mozgatja:

2
3 7
1
0
6

A ciklikusaakja: (27 4 6 5 3). Ez tehét egy egyes és egy hatos ciklusbdl all.

b) Az 563421-ben a 3-as és a 4-es marad a helyén, ennek a permutacionak a gréfja:

1 ¢

c) Az 135246 permutécidban az 1 és 6 marad a helyén, a gréf:

aciklikusaakja (1625).

1

I

aciklikusaak: (245 3).
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d) A 246135 permutaci dban nincs fixpont, a graf:
2
1 4
3 5
6
aciklikusalak: (14 2)(356).
€) A 3456712 permutécio gréfja:
1
3 6
5 4

7 2

ciklikusalakja: (164 275 3). Ez tehét egy hételemii ciklus.

5. feladat:

irjuk fel akovetkezo ciklikus alakban felirt permutéciok eredményét:
a) (1 35)(2 4 6) (hatelemii permutécio),

b) (1 35)(2 4 6) (hételemii permut&ci0),

c) (1 2)(3 4)(7 8) (nyolcelemii permutécio),

d) (12 345 6) (hatelemii permut&cio).

MEGOLDAS:

ab) Az (1 35)(2 4 6) permutécio eredménye: 561234, ha hat elemet permutaltunk, haa
7-esis szerepel, akkor helyén marad, tehét az 5612347 permutaci 6t kapjuk.

c) Az (1 2)(3 4)(7 8) permutécio eredménye: 21435687.

d) Az (12345 6) hatelemii permutacio eredmenye: 612345.
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23. szakkor (Csoportelméleti alapfogalmak 2.)

B) A PERMUTACIOK INVERZE ES A CIKLIKUS SZERKEZET

A ciklikus felirasnak tobb elénye is van. igy példaul nagyon kénnyii leolvasni, hogy egy adott
permutéci 6 végrehajtasa utan milyen permutaciot kell végrehajtanunk az el emeken, ha vissza
akarjuk kapni eredeti sorrendet.

DEFINICIO: Egy s permutéaci6 inverzén azt as ™ hozzarendel ést értj ik,
amelyet s utan végrehajtva minden elem az eredeti helyére keriil vissza s ™
nyilvan szintén egy-egy értelmii hozzarendel és, vagyis nyilvan magais
permutécio.

Masképp fogalmazva ez azt jelenti, hogy has az i elemhez aj elemet rendelte,
akkor s™ aj elemhez rendeli az i elemet. Mint emlitettilk, haas permutécié
végeredményeét irjuk fel, abbdl korilményes leolvasni az inverzét. Tekintsik
példaul a mér szerepelt 35124 permutaciot. , Kapashdl” nehéz volna
megmondani, mi az inverze. Ha azonban az iranyitott grafos megfel eltetésre
gondolunk, akkor vilagos, hogy az inverzét Ugy kapjuk, hogy minden éen
megforditjuk az irdnyitast: ha eredetileg i-bdl j-be mutatott egy é, az azt
jelenti, hogy s i-hez rendelte j-t. Ekkor s™ j-hez rendeli i-t, vagyis val 6ban
meg kell forditani az €l iranyitasat. Ez azonban azt jelenti, hogy a ciklusokat is
meg kell forditani, vagyis

as permutacio inverzének ciklikus alakjat tgy kapjuk s ciklikus alakjabdl, hogy minden
ciklusban megforditjuk az elemek sorrendjét.

Svaléban, az el6bbi pédankon, a 35124 permutécion is léthatjuk, hogy ha ebbdl vissza
akarjuk kapni az eredeti 12345 sorrendet, akkor az 1-es és 3-as helyen all6 elemeket ismét fel
kell cseréiniink, ez az (1 3) ciklusismételt végrehajtésat jelenti. Az 5-6st a 4-es helyére kell
vinnuink, a4-est a 2-es helyére, a 2-est pedig az 5-0s helyére. Ez az (5 4 2) ciklus
végrehajtasat jelenti. Az (1 3)(2 4 5) permutéaciO inverze tehéat valdban az (1 3)(54 2)
permutaci6. Egy masik példan is megvizsgdl hatjuk ugyanezt: az (1 2 3 4 5 6) permutacié
eredménye a 612345 permutécio. Ennek inverze afentiek szerint a(6 54 3 2 1) permutécio, s
valéban: havégrehagjtjuk a 6® 5® 4® 3® 2® 1® 6 cserét a 612345 permutacion, visszakapjuk
az elemek eredeti 123456 sorrendjét.

A fenti dlitasbdl kovetkezik az is, hogy

Minden permutécionak ésinverzének ugyanaz a ciklus-szerkezete, vagyis minden k-ra
ugyanannyi k elemii ciklus van s-ban és az inverzében.
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C) PERMUTACIOK OSSZETETELE

Eddig azt kérdeztilk, hogy egy adott permutéci6 végrehajtasa utan milyen permutaciot kell
végrehajtanunk, ha vissza akarjuk kapni az eredeti permutéciot. Altaldban is felmeriil a
kérdés, hogy mi torténik, ha két permutéci 6t egymas utan hajtunk végre. Ha a permutaciokat a
végeredményiikkel jellemzink, akkor mér a kérdést is nehéz értelmezni. De ha a ciklikus
felirast vesszik, akkor is kétértelmii a kérdés. Vegyik példaul el6szor az (1 2 3 4)
permutacit. Ez azt jelenti, hogy az 1-est a 2-es helyére visszilk, a 2-est a 3-as helyére
visszilk, a3-ast a4-es helyére, azt pedig az 1-es helyére. igy végeredményill a 4123

permutaci 6t kapjuk. Erre a kapott eredményre szeretnénk alkalmazni az (1 2)(3 4)
permutéciot. De hogy ez mit jelent, azt mér kétféleképpen is értelmezhetjik. Az vilagos, hogy
az 1-es szdmot a 2-es helyére kell vinniink. De az mér kérdés, hogy hogy értjik a helyét? Oda
visszilk, ahol eredetileg allt akettes, vagyis, @’ masodik helyre, vagy oda visszik, ahol éppen
most, tehét az elsé permutéci 6 végrehajtasa utan al akettes. A csoportel mél etben altal dban az
utobbi értelmezést haszndljak, ezért mi is ezt fogjuk haszndni. Ez azonban, mint létni fogjuk,
egy helyen odafigyelést fog igényelni.

Az (1 2) (3 4) permutéci 6 tehat értelmezésiink szerint felcseréli az 1-es és 2-est, valamint a 3-
ast és 4-est, igy a4123 sorrendbdl a 3214 sorrendet dlitjael6. Ez ciklikus aakban az (1
3)(2)(4) permutaciot jelenti.

Ha ugyanezt az eredményt a ciklikus felirasok egymasutanjabdl akarjuk leolvasni, akkor meg
kell gondolnunk a kdvetkezot. A permutéci 0t egy-egyértelmi fliggvenyként értel meztik.
Amikor permutécidkat akarunk egymas utan alkalmazni, akkor tehdt fliggvenyeket akarunk
egymas utan alkalmazni. Gondoljuk meg, hogyan irjuk fel, ha példaul alogaritmus és a cos
flggveényt akarjuk egymas utan alkalmazni. Ha azt irjuk, hogy log cos x, akkor el 6szor
alkalmaztuk a cos fliggvényt és utana alog fliggvényt! Ha viszont alogaritmus flggvényt
akarjuk el6szor alkalmazni és utana a cos fliggvényt, akkor a cos log x fliggvényhez jutunk. A
két flggveény egyatalan nem azonos: a cos log x fliggvény csak pozitiv x-ekre értelmes és
csak —1 és 1 kozotti értékeket vesz fel, alog cos x fliggvény pedig ott van értelmezve, ahol a
cos fliggvény értéke pozitiv, -p/2 + 2kp < x < p/2 + 2kp esetén. igy pédaul coslog 0 nem
értelmes, mig log cos 0 = 0.

Ugyanigy a permutaciok osszetételénél sem mindegy, melyiket alkalmazzuk el 6szor és
melyiket masodszor. Az (12 3 4) ésaz (1 2 (3 4) permutécidkat egymas utén alkalmazva
akkor kapjuk a 3412 sorrendet eredményl, ha el6sz6r az (1 2 3 4)-et alkalmazzuk, utana az (1
2)(3 4)-¢t.

6. feladat:
Milyen sorrendet kapunk, ha el6szor az (1 2)(3 4) permutéciot alkalmazzuk és utdnaaz (12 3
4) permutéci 6t?

MEGOLDAS: Az (1 2)(3 4) permutécio eredménye: 2143. Most erre kell alkalmazni az
(12 34) ciklust. Az 1-est tehat & kell vinni a 2-es helyére, vagyis az €ls6 helyre. A 2-
est & kell vinni a3-as helyére, vagyis az utolso helyre, a 3-ast visszakell vinni a
helyére, a 4-est pedig az 1-es helyére: 1432 aveégsé sorrend.
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Mint |&tjuk, az eredmény val Gban kiilonbozik az el6z6 3412 végeredménytdl. Annak ciklikus
aakja (1 3)(2)(4), ennek viszont (1)(4)(2 3). A kétféle sorrendben kapott eredmény ciklikus
szerkezete ugyanaz, hogy ez véletlen-e, arramég visszatérink.

Egyel6re préba juk meg a végeredményt kdzvetlendl a ciklikus felirasbol kiolvasni. Haaz (1
2 34) ésaz (1 2)(3 4) permutéci Okat, tehat fliggvenyeket ilyen sorrendben hajtjuk végre,
akkor az eredmény az (1 3)(2 4). Az el6bb mér megbeszéltilk, hogy a fliggvények
egymasutanjat viszont nem balrdl jobbra, hanem jobbrdl balrairjuk fel: jobbrairjuk azt, amit
el6szor hajtunk végre, éstéle balraazt, ami utanajon. irjuk fel tehat most isigy a
permutéciok dsszetételét:

(12)(34)(1234)=(13)(2)(4),
és
(1234)(12)(34) = (1)(3)(2 4.

Nézzik el6sz0r az elsot, s nézzilk még egyszer, mi torténik ott az 1-essal. A (3 4) ciklus nem
mozgatja, azt tehat kihagyhatjuk. Az (1 2) ciklus hatéséra az 1-es atkertl a 2-es helyére. De
hol van a 2-es? Ahova korabban, tehét az €l6z6 két ciklus vitte! A (3 4) ciklus a 2-est sem
mozgatta, tehat a 2-es ott van, ahova az (1 2 3 4) hatésarakerilt: a 3-as helyén. Vagyis az 1-
est a 3-asba kell &vinni. Hovamegy a3-as? Az (1 2) nem valtoztat a helyzetén, a (3 4)
viszont odaviszi, ahol az (1 2 3 4) hatasaraa4-es dl, vagyis az 1-es helyére. Ez azt jelenti
(amit mar tudunk), hogy az 1 és 3 helyet cserél. Hogyan lehet ezt kdnnyen leolvasni a ciklikus
alakbdl? Térjunk vissza a ciklusok nyilakkal valé dbrézolésahoz. Az (1 2) ciklust az 1® 2 és
2® 1 nyilak abréazoljék, a (3 4) ciklust a3® 4 és4® 3 nyilak, az (1 2 3 4) ciklust az 1® 2,

2® 3, 3® 4, 4® 1 nyilak. Vagyisirjuk fel igy:

(12):102,2®1
(34):3@ 4, 4® 3,
(1234):1®2,2® 3, 3® 4, 4® 1.

Azt mondtuk: az 1-est a 2-es helyére kell vinni, ezt jel6li az 1® 2 nyil. De meg kell keresnlink
a2-es helyet, ezt jel6li a harmadik sorban levé 2® 3 nyil. Haakét nyilat sszerakjuk, kijon az
~eredmény”: 1® 3. Ugyanigy a 3-as helyét ugy keressiik meg, hogy megnézzik anyilakat. Az
els6 sorban nem szerepel, ott tehat nem torténik vele semmi. A masodik sor tanGiséga szerint a
4-es helyére kerlll, ezt jelenti a 3® 4 nyil, shogy hol van most a 4-es, azt a harmadik sor 4® 1
nyilaéruljael. Vagyis megint sszerakjuk a3® 4 és4® 1 nyilakat, és megkapjuk az
eredményt: 3® 1. Hamegnézzik, hovajut a 2-es, azt kapjuk, hogy az 1-es helyére, viszont az
1-est aharmadik ciklus éppen a 2-es helyére vitte. Vagyisa2® 1 és 1® 2 nyilakat kell
Osszerakni, s ennek eredménye val 6ban az, hogy a 2-es a helyén marad: 2® 2. Hasonl 6képpen
kapjuk, hogy a4-esisahelyén marad a 4® 3 ésa 3® 4 nyilak , 6sszerakésanak”
eredményeképpen.

Gondoljuk meg dltaldban is, hogy hogyan olvashatjuk ki két tetszéleges ciklus Gsszetétel ének
az eredményét! Ha el6szor az (a; a; ... a) ciklust, majd a(by b, ... by) ciklust alkalmazzuk,
akkor ez a

(biby...bp)(ar @ ... &)
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szorzatot jelenti. Itt az bi-t bi.; helyére kell vinniink, amit az bi® b, nyillal jel6link. Hogy
éppen hol a8l b; +;, azt viszont a mésodiknak felirt permutéciobdl olvashatjuk ki: ha ott
szerepel aby., éspedig =a;, akkor az aj.1 helyére kertilt, amit az bi.1=a® aj.1 nyil jeldl. A két
nyilat 6sszerakva: bi® bi.1=a® aj+1 kapjuk by helyét: bi® a;.1. Most latszik, hogy miért
elnyos, hogy akét permutéciot , forditott sorrendben”, jobbrdl balrairtuk fel: az eredmeényt
viszont kdnnyen leolvashatjuk balrdl jobbra haladva: el6szor olvassuk le abi® bi.; nyilat, ami
azt jelenti: megnézzik, mi @l by mellett jobbra az elsé ciklusban, majd utana a bi.1=a® aj+1
nyilat, ami azt jelenti, hogy megnézzik, mi &l bi.; mellett jobbra a mésodik ciklusban. Ha bj+1
nem szerepel amasodiknak irt ciklusban, akkor b; egyszeriien by, helyére kerll, hiszen a
masodiknak irt ciklus nem mozgatta. S ez megint kdnnyen kiolvashaté a ciklikus alakokat
balrdl jobbra olvasva.

7. feladat: Hatarozzuk meg az

a) (13)(245) mgdaz (1 2 34 5) permutécio,

b) az (1 2 3) ésa (2 3 4) permutécio,

c)az (12 3) ésa(345) permutacio

egymas utani alkalmazasanak eredményét mindkét sorrend esetén!

MEGOLDAS:
a) Haaz (1 3)(2 4 5) permutéciot alkalmazzuk el6szor, s utdnaaz (12 34 5)
permutéciot, akkor az eredmény:

(13)(245)(12345)=(14)(253).

(Ez a 24513 sorrendet jelenti.)

Ha a két permutéci6t forditott sorrendben hajtjuk végre, annak eredménye:
(12345)(13)(245)=(142)(35).

(Ez a 24315 sorrendet jelenti.)

t?) (123)(234)=(13)(24)

((323 4)(123)=(21)(34).

) (123)(345)=(12453), és
(345)(123)=(12345).

Megjegyezzik, hogy aciklikus szerkezet most is mindig azonos volt a két sorrend esetén.
Tovabbi gyakorl6 példak:

8. feladat:

Allapitsuk meg, mi az eredménye az aldbbi permutéciok egymas utani alkal mazésanak:
a) (12)(13) ésd) (13)(12);

b) (13)(23);

€) (13)(23)(45)(24);

d) (12)(23)(34)(45)(5 1);

e) (123)(345)(561);
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f) (12)(13)(14);
9) (14)(13)(12).

MEGOLDAS:

a(12)(13)=(123)és(13)(12)=(132).

b) (13)(23)=(123).

) (13)(23)(45)(2 4):

Az (1 3)(2 3) eredményét mar tudjuk: (1 2 3). Kénnyen kiszamolhatjuk a (4 5)(2 4)
eredmenyét is, hiszen ez ugyanaz, mint a (4 5)(4 2), s ez viszont ugyanolyan alaku, mint
az a)-ban szerepl6 (1 2)(1 3), tehét

(45)(24)=(45)(42)=(452).

Tehat afeladat az (1 2 3)(4 5 2) szorzat kiszamol asa:
(123)(452)=(14523).

d) (12)(23)(34)(45)(51):

Tudjuk, hogy (1 2)(2 3) = (1 3 2) ésugyanigy (34)(45) = (354). A 7.cfeladathoz
teljesen hasonldan e két permutéci 6 szorzata

(132)(354)=(213)(354) =(21543).

Most mar csak ezt kell megszorozni (5 1)-gyel:
(21543)(51) =(1)(254 3), vagy mésképp (1)(54 3 2).

€) Ismét a7.c feladatot alkalmazva (12 3)(345) = (1245 3), sezt kell megszorozni (5
6 1)-gyel:
(12453)(561)=(1246)(35).

f)(12)(13)(14)=(123)(14) =(1234).
9 (L4)(13)(12)=(143)(12)=(1432)=(4321).
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E feladat megol dasa soran mér tébbszor észrevehettik, hogy az, amit két ciklus szorzatanak
kiszamol ésarél mondtunk, akarhany ciklus kiszamolasand is haszné hat6:

Ha tébb ciklust szorzunk 6ssze, és egy tetszsleges a elemrdl akarjuk kiszamolni, hogy
végeredményben melyik elem helyére kertil, akkor a kovetkezéképpen jarunk el:

megkeressiik a balrél szamolva elsg ciklust, amelyben a szerepel, és vessziik e ciklusban a
jobb oldali szomszédjat. Ha ez b, akkor megkeressiik az elsé olyan ciklust téle balra,
amelyben szerepel b, és vessziik b jobb oldali szomszédjat, majd ezzel folytatjuk az eljarast.
Az utolsdnak kapott c elem helyére fog keriilni a, tehét a végeredmény ciklikus alakjaban a
jobb oldali szomszédja c lesz.

Ha a végeredmény ciklikus alakjéat akarjuk felirni, akkor nem kell méast tenniink, mint
megkeresni ezutan ¢ jobb oldali szomszédjat, majd ennek jobb oldali szomszédjat, ésigy
tovabb.

Mindez vilagos a nyilakkal térténé dbrazolashdl és vilagos akkor is, ha végiggondoljuk, hogy
mi torténik a-val az egyes permutéci 0kban.

DEFINICIO: Azt a permutéci6t, amely minden elemet a helyén hagy,
identitasnak nevezzik.

A tovabbiak kedvéért megemlitjik azt a nyilvanval 6 tényt, hogy egy s permutécio és az
identitds szorzatamindig s (akérmelyik oldalrdl szorozzuk is az identitassal).

Az eddigiek alapjan megallapithatjuk a kdvetkezéket: han elem permutéci it tekintjik, ezek
az Osszetételre mint , szorzésra’ nézve rendelkeznek a kovetkezo tul ajdonsadgokkal :

— Azidentitas ésegy s permutécio szorzatas.

— Minden s permutéciénak van egy s inverze, amellyel , szorozva® az identitast adja.
Megjegyezziik, hogy s inverze pedig s.

— A nyilakkal val6 dbrézolas aapjan konnyen ellenérizhets, hogy az Osszetétel
asszociativ, vagyishas, s’, s’’ harom permutacio, akkor (ss’)s’’'=s(s’s’”’). (De
ellenérizhet6 Ugy is, ahogyan a geometriai transzformaciok asszoci ativitasat
ellenérizzik.)

Vagyis a permutaci 0k az osszetételre mint szorzésra nézve csoportot alkotnak. Az egység az
identitas. Azt islattuk, hogy ez a szorzés a legttbb esetben nem kommutativ, vagyishas és
s’ két permutécio, akkor ss’ éss’s legtdbbszér nem ugyanazt az eredmeényt adja.

DEFINICIO: Az n elemen hat6 permutéciok csoportjat az n-edrendii
szimmetrikus csoportnak nevezzik és Sy,-nel jel 6ljik.
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24. szakkor (Csoportelméleti alapfogalmak 3.)

D) PERMUTACIOK RENDJE

Fontos kérdés a csoportelmél etben, hogy egy adott elem hanyadik hatvanya lesz az egység.

DEFINICIO: A legkisebb olyan pozitiv k szamot, amelyre s¥az egység, as
rendjének nevezzilk. Az egység rendje egy, minden méas elemé nagyobb
egynél.

Permutéci 0k esetében tehat azt alegkisebb pozitiv k szamot nevezzik as
permutéci6 rendjének, amelyre teljesil, hogy s az identitas. Az identitas
rendje egy.

Egy permutéci6 rendje ismét a ciklikus szerkezetéhél olvashatd ki.

9. feladat:
a) Has egyetlen k elemii ciklusbdl dl, akkor s™ pontosan akkor az identitas, hakjm (k
osztéjamnek), éss rendjek.
b) Has ciklusainak hosszaky,ka,... ki, akkor s™ pontosan akkor az identités, ha
[ke,Ko,... k] Jm.
¢) Has ciklusainak hossza ks, ko, ... ki, akkor s rendje [ky,kz, ... k.

MEGOLDAS:

a)Has =(a1a;... a), akkorezaz ay® a,® a3® ...® ax® a; ciklikus cserét jelenti.
Ha ezt még egyszer vegrehajtjuk, akkor a; mér as-ba kertil. Nyilvan pontosan k-szori
végrehajtas utan kerll el6szor vissza a;-be, s aztan minden k ismétlés utan. Ugyanez
minden a-re elmondhato, tehét pontosan akkor kerll vissza minden & a helyére, has-t
k tobbszorose alkalommal ismételjik. Es a) éppen ezt dlitja.

b) A ki hosszu ciklus elemei pontosan akkor kertilnek vissza a helyikre, has-t k;
tobbszorose alkalommal ismételjik. Minden elem tehat pontosan akkor kertl visszaa
helyére, has-t [Ki,ks,... k] tobbszorose alkalommal ismételjik. Es b) éppen ezt dllitja.
C) egyszerti kovetkezménye b)-nek.
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10. feladat:
Milyen ciklus szerkezete van azoknak a permutéci 0knak, amel yeknek rendje pontosan kett6?

MEGOLDAS: Az el3z6 feladat b) pontja szerint minden ciklus hossza osztéja kell,
hogy legyen kettének. Vagyis csak egyes és kettes ciklusokbol dlhat. Mésrészt kel
lennie kettes ciklusnak, kilénben az identitasrdl van sz, aminek egy arendje. Végul ¢)-
bol az is kovetkezik, hogy ha egy permutécio csupa kételemii ciklusbal al, akkor a
rendje ketté. Azt kaptuk, hogy

egy permutacio rendje pontosan akkor kettd, ha csupa egy és ketté hosszu ciklusbdl all és
van benne kettd hosszu ciklus.

Az 1. feladatban az volt a feladat, hogy egy huszelemii halmazt két |épésben at kellett
rendezni (vagyis permutdni kellett) Ugy, hogy mindkétszer csak diszjunkt parokat cseréliink.
Ez azt jelenti, hogy két olyan permutéciobdl kellett sszetenni, amelyek kételemti (diszjunkt)
ciklusok szorzata. Ennek alapjan dtalanositasa, a 3. feladat igy fogalmazhat6 ét:

Barmely permutécio felirhato két masodrendsi permutacio szor zatakeént.

Ebbél rogton az is kidertl, hogy két masodrendii elem (permutécid) szorzatdnak arendje
akarmilyen nagy lehet, hiszen pédaul egy n elemi ciklus rendje n. Megemlitjik azt is, hogy
ha végtelen csoportokat is tekintlink, akkor két masodrendii elem szorzatanak arendje akér
végtelen islehet (ami azt jelenti, hogy van két olyan masodrendii el em, amelyek szorzatat
akarhanyadik hatvanyra emelve nem kapjuk meg az identitést). Tekintsik példaul az egész
szamokat mint a szdmegyenes ponthal mazét és tekintsik az egészek dsszes egybevagdsagi
transzforméci6jét. Ezek az Osszetételre nézve csoportot alkotnak. Vegyuk most a kovetkez6
két transzformé&ciot: t legyen anullaravalo tikrézés, u pedig az Y2-re val 6 tikrozés. Mindkét
tukrdzés mésodrendii (kétszeri tikrozés minden egészt a helyére visz vissza). Masrészt atu
Osszetétel eredmeénye az 1-gyel valo eltolas és ezt akarhanyszor ismétel ve sem kerlilhet
egyetlen szdm sem a helyére. Megjegyezzilk még, hogy hatekintiink egy szabdyos n-szoget
és tekintjuk az 6sszes egybevagosagi transzformaciot, amely ezt az n-széget Gnmagaba viszi,
akkor ezek atranszformaciok is csoportot alkotnak az Osszetételre nézve. Hatekintjuk egyik
oldalanak felezémerslegesére valo t tikrozést, majd az oldal egyik végpontjan &mend
felezémerdlegesre val 6 u tikrozést, akkor ezek mindketten méasodrendii €l emek és szorzatuk a
szabdlyos n-sz6g kozéppontja koruli 360°/n szogii forgatas. Ennek rendje pedig n (legaldbb n-
szer kell forgatnunk 360°/n-nel, hogy minden cstics visszaker(ljon a helyére). Ez egy tovabbi
példa arra, hogy két mésodrendii elem szorzata akéarmilyen nagy lehet.

11. feladat:
a) Milyen rendii elemek vannak a harmadrendii szimmetrikus csoportban, S;-ban?
b) Milyen rendii elemek vannak S;-ben és Ss-ben?
c) Milyen rendii elemek vannak Sg-ban?

MEGOLDAS: A feladatra a ciklikus szerkezet segitségével adunk megoldést. Az
identités rendje mindig egy, ezzel nem foglalkozunk a tovabbiakban.

a) Sz-ban az identitason kivll kétfajta permutacio van: az egyik egy haromelema
ciklusbdl dl, amasik egy kételemii és egy egyelemii ciklusbdl. Az el6bbi rendje harom,
az utobbié ketts. Tehat Sz-ban az elemek rendje 1,2 vagy 3.
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b) S;-ben az identitéson kiviul négyfajta permutécié van: azok, amelyek

— egy kételemii és ket egyelemii ciklusbol alnak (2,1,1 a ciklusszerkezetik),
— egy haromelemii és egy egyelemii ciklusbdl dlnak (3,1 a ciklusszerkezetk),
— egy négyelemii ciklusbol allnak (4 aciklusszerkezetik),

— két kételemii ciklusbol alnak.

Az elsé és utolso fajta permutaci 0 rendje kettd, a mésodik rendje harom, a harmadiké
négy. Tehat S, elemeinek rendje 1,2,3 és 4.

Ss-ben az identitason kivil akovetkezé féle permutaciok vannak (csak a
ciklusszerkezetet irjuk ki):

-5, rendje: 5.

—4,1, rendje: 4.

— 3,2, rendje: 6.

-3,1,1, rendje: 3.

-2,2,1, rendje: 2.

-2,1,1,1, rendje: 2.

Tehat Ss-ben az elemek rendje 1,2,3,4,5 vagy 6.

C) Se-ban az identitason kivll a kovetkezo féle permutaciok vannak (ismét csak a
ciklusszerkezetet irjuk ki:)

-7, rendje: 7.

—6,1, rendje: 6.

—-5,2, rendje: 10.

-5,1,1, rendje: 5.

—4,3, rendje: 12.

—-4,2,1, rendje: 4.

-4,1,1,1, rendje: 4.

—-3,3,1, rendje: 3.

—-3,2,2, rendje: 6.

-3,2,1,1, rendje: 6.

-3,1,1,1,1, rendje: 3.

Tehat S;-ben az elemek rendje lehet 1,2,3,4,5,6,7,10,12.

Visszatérve még arra a kérdésre, hogy mi lehet arendje két méasodrendii elem szorzaténak:
l&ttuk mar, hogy akarmekkora szam lehet arendje. Ha azonban a két elem felcserélhetd, akkor
szorzatuk rendje is ketto.

12. feladat:
Bizonyitsuk be ezt az dlitast!

MEGOLDAS: Legyen akét elem a és b. Tudjuk, hogy a’=b’=e, az egység. Mésrészt a
kommutativitést is hasznélva: (ab)’=abab=aabb=a’h“=ee=e. Tehét ab rendje val 6ban
Ketto.

E) GENERATORRENDSZEREK

DEFINICIO: Léttuk, hogy mésodrendii elemek szorzataként barmely
permutacid megkaphatd. Ha bizonyos permutacidknak megvan az a
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tulgjdonsaga, hogy szorzatukként n elem barmely permutéciéja el 6all, akkor
azt mondjuk, hogy ezek az elemek gener éljak az n-edrendii szimmetrikus
csoportot, Sy-et. A szorzasnd egy elemet tobbszor is hasznd hatunk!

Kordbbi alitasunkat most Ugy fogal mazhatjuk, hogy a masodrendii elemel generdljék S;-€t.
De ebbdl az is kovetkezik, hogy mér a kételemii ciklusok is generdjék, hiszen minden
masodrendii elem ilyenek szorzata.

DEFINICIO: Az olyan permutéciot, amely egyetlen kételemii ciklusbdl &l (az
Osszes tobbi elem a helyén marad), transzpoziciénak nevezzik.

MEGJEGY ZES: Az elnevezés abbdl szarmazik, hogy egy kételemii ciklus két
elem helyét cserdli fel (két elemet helyez at, transzponal), minden mas elemet a
helyen hagy. A transzpoziciok aapveté szerepet jatszanak a szimmetrikus
csoportok elmeletében.

Eddig azt |attuk be, hogy atranszpoziciok generdjék az S, szimmetrikus csoportot. Mar ez is
nagy egyszeriisités, hiszen S;,-nek n! eleme van (ennyi permutécio van n elemen), mig
transzpoziciobol csak jéval kevesebb, n(n—1)/2. S ezek szerint elég ezeket j6l ismerni, hogy
informéciokat szerezziink S,-rél. Am még ez aszam is csokkenthets:
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13. feladat:
Bizonyitsuk be, hogy az {1,2,...,n} halmaz permutécidit mé&r n—1 transzpozicio is generdlja

|. MEGOLDAS: Megmutatjuk, hogy mér az (1 2), (1 3), ... (1 n) transzpoziciok is
generdljak az 6sszes permutéci 6t. Ehhez elég azt belatnunk, hogy ezek atranszpoziciok
megfel el 6en 6sszeszorozva minden mas transzpoziciot kiadnak, hiszen akkor ilyenek
szorzataként mar minden permutaci ot megkapunk. Vagyis elég az (i j) transzpoziciot
felirni (1 k) alakuak szorzataval. Rovid prébakozas utan megkapjuk, hogy

(i) =@napnai.

Il. MEGOLDAS: Megmutatjuk, hogy az (1 2),(2 3),(3 4),...,(n—1 n) transzpoziciok is
generdnak minden permutéciot. Most az el6z6 megol das alapjan mar elég az (1 i)
transzpoziciot felirni ezeknek a transzpozicioknak a szorzatakeént:
1)=(12)(23)(34)...(12i-1) (i-1i) (i-21-1) ... (34) (23) (1 2.

MEGJEGY ZES: 1. Mindkét bizonyitésban felhasznaltuk azt anyilvanval 6 dlitast, hogy ha
permutéci ok egy H halmazabdl szorzassal el6allithatd permutéciok egy G generdtorrendszere,
akkor H is generédtorrendszer.

2. Természetesen vetodik fel akérdés, hogy @) nem el ég-e kevesebb transzpozicio is S,
generd é&sdhoz; b) minimalisan hany elem generdlja Sy-et. A kdvetkezo feladatok mindkét
kérdésre valaszt adnak.

14. feladat:

a) Irjuk fel az (13524) ésa(24635) ciklusokat (1 i) alaku transzpoziciok
szorzataként.

b) irjuk fel dtaldbanisaz (a; ay... a) ciklust (1) aaku transzpoziciok szorzatként, ha
tudjuk, hogy szerepel az a-k kozott az 1-es.

c) irjuk fel az (aa;... ay) ciklust (1) alaki transzpoziciok szorzatként, ha az ai-k kozott
nem szerepel az 1-es.

d) Mutassuk meg, hogy az (1 35 2 4) permutécio felirhatd négy transzpozicid
szorzataként, de kevesebb szorzataként nem irhat6 fel. Mit dlithatunk dtalaban egy
otelemi ciklusrol?

€) Mutassuk meg, hogy ataldban egy k elemii ciklus el6dll k-1 transzpozicio
szorzataként, de kevesebb transzpozicio szorzataként nem al e6.
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25. szakk6r (Csoportelméleti alapfogalmak 4.)

14. feladat:

a)
b)
c)
d)

€)

frjuk fel az (1352 4) ésa (246 35) ciklusokat (1 i) alakl transzpoziciok
szorzataként.

frjuk fel dtaldbanisaz (a1 a,... &) ciklust (1 i) alaki transzpoziciok szorzatként, ha
tudjuk, hogy szerepel az a-k kozott az 1-es.

irjuk fel az (aya; ... a) ciklust (1) alaki transzpoziciok szorzatként, ha az ai-k kozott
nem szerepel az 1-es.

Mutassuk meg, hogy az (1 3 5 2 4) permutéci6 felirhaté négy transzpozicio
szorzataként, de kevesebb szorzataként nem irhat6 fel. Mit dlithatunk dtalaban egy
otelemi ciklusrol?

Mutassuk meg, hogy ataldban egy k elemti ciklus el6al k-1 transzpozicid
szorzataként, de kevesebb transzpozicio szorzataként nem al eo.

MEGOLDAS: a) Az (135 2 4) permutéci6 eredménye az 45123 permutécio. Ezt kell
transzpoziciokkal eéallitanunk. Kezdjik azzal, hogy az 4-est atvisszik az 1-esbe. Ezt
az (1 4) transzpozicidval érhetjik €. E csere eredménye a 42315 sorrend lesz. Ez a
transzpozicio az 1-est a4-es helyére viszi. De a4-es helyére a 2-est kell vinni, tehat
most az 1-est ki kell cserélni a2-essel, amit az (1 2) transzpozicioval tehetiink meg.
Ennek hatésaraa 41325 sorrend jOn |étre. A 4-es és a 2-es méar a helyén van, de most az
1-esa2-es helyén van, ahova végul az 5-6snek kell kertilnie. Ezt az (1 5) cserével
érhetjik el. Ennek hatéséraa 45321 sorrend jon létre. Most mér helyén van a 4-es, az 5-
0s ésa 2-es. Az 1-es most az 5-0s helyén van. Ide a 3-asnak kell kerlilnie, tehdt most az
(1 3) cserét kell végrehajtanunk. Ennek eredményeképpen |étrejon akivant 45123
sorrend. Tehat

(13524)=(13)(15)(12)(14).

Ugyanezt az eredményt a , nyilas” jel6léssel sokkal egyszertibben megkaphatjuk:
(13):1® 3, 3® 1,

(15):1® 5, 5® 1,

(12):1®2,2® 1,

(14):1® 4, 4® 1.

Ha ezeket a szokott modon ,, 6sszerakjuk”, akkor az 1® 3, 3® 1® 5, 5@ 1® 2, 2® 1® 4
es4® 1 nyilakat kapjuk, vagyis valdban az 1® 3® 5® 2® 4® 1 ciklus a végeredmény.

A (2 4 6 3 5) ciklus felirasahoz tobbfél eképpen is ejuthatunk. Az egyik: az €l6z6
gondolatmenetet alkalmazva felirhatjuk, hogy

(24635)=(24)(26)(23)(25),
majd minden (2 i) cserét felirhatunk (1 2)(1i)(1 2) aakban:

(24635)=(12)(14)(12)(12)(16)(12)(L2)(L3)(12)(L2)(L5)(12),
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ezutan felhaszndljuk, hogy (1 2)-t kétszer egymas utan alkalmazva éppen az identitast
kapjuk, tehat

(24635 =(12)(14)(16)(13)(15)(12).
b) Nyilvéan feltehetjik, hogy a;=1. Az @) rész gondolatmenetével azt kapjuk, hogy

(1ap... a) = (L a)(1 ag)...(1 &).

c) Az a) rész gondolatmenetével most azt kapjuk, hogy

(a1a...a)=(CQa)(lay)(lag)...(1a)(la).

d) Azt mar lattuk a)-ban, hogy (1 3 5 2 4) felirhat6 négy transzpozici6 szorzataként. Azt
kell csak belatnunk, hogy kevesebb szorzataként nem irhat6 fel. Ketté szorzataként nem
irhat6 fel, mert a két transzpozici6 tsszesen legfeljebb négy elemet mozgat, tehét
legaldbb egy biztosan a helyén marad, méarpedig az (1 3 5 2 4) permutéacioban nincs
fixpont. Tegyuk fel, hogy sikerll el6dlitanunk hdrom transzpozicio szorzataként:

(13524) = (a1 by) (a2 b) (ag bs).

A jobb oldalon nyilvén kell szerepelnie mind az 6t szdmnak, hiszen abal oldal mind az
0t szamot mozgatja. Elvileg elképzelhet6, hogy szerepel egy hatodik szém is, ami a bal
oldalon nem szerepel. De ekkor ajobb oldalon hdrom diszjunkt transzpozici6 dl, s ezek
szorzataa 9. feladat szerint méasodrendi, mig abal oldal 6tédrendii, ami ellentmondas.
Azt kapjuk, hogy ajobb oldalon szerepl6 hat szam kozo6tt pontosan ketté azonos.
Nyilvan feltehetd, hogy valamelyik két a; azonos, hiszen mindegy, hogy egy
transzpozicioban melyik elemet irjuk elére. Tegyik fel elészor, hogy a; = ap. Ekkor (ag
by)(az by) = (a1 by)(ay by) = (a1 by by), s ez harmadrendii. Azt kapjuk, hogy

(1 352 4) = (al bl bz) (ag b3),

sitt ajobb oldalon allo két ciklus diszjunkt, tehét szorzatuk — megint csak a 9. feladat
szerint — hat. Ez ismét ellentmondés. Pontosan igy jarhatunk el akkor is, haa; = ag,
ekkor amésodik és harmadik transzpozicio szorzata harmadrendii, s ezt szorozzuk atéle
diszjunkt masodrendii ciklussal, tehd megint csak hatodrendii lesz ajobb oldal.

Marad az az eset, haa; = ag. De ekkor az (a; by) és az (as bs) ciklus diszjunkt, tehat
sorrendj Uk felcserélheto, vagyis

(a1 b1) (a2 bp) (ag bs) = (au 1) (a3 bs) (a2 b),

sigy mé& akamazhat az el6z6 gondolatmenet.

Megjegyezzik, hogy természetesen ugyanez a bizonyitéds megy minden 6telemi
ciklusra. Vagyis belattuk azt is, hogy 6telemti ciklus el6all négy transzpozicio
szorzataként, de kevesebb szorzataként nem &l €lé.

e) Lattuk b)-ben, hogy egy k elemii ciklus el6adl k-1 transzpozicio szorzataként. Ha
dtaldban akarjuk bebizonyitani, hogy egy k elemti ciklus nem al el6 k-2 (vagy
kevesebb) transzpozici6 szorzataként, akkor masképp kell ejarnunk, mint d)-ben tettik.
TegyUk fel, hogy a(c; C; ... ) ciklust sikerlilt eléallitanunk m darab transzpozicié
szorzataként:
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(c1Cz... &) =(ar by)(az by) ... (am bm).

Szorozzuk meg mindkét oldalt balrdl (a; by)-vel, aztén (a; by)-vel, majd sorban az
Osszes transzpozicidval, utoljéra (am bm)-mel. Ekkor ajobb oldal igy alakul:

(am bm)(am_1 bm—l) ..(3.2 bz)(al bl)(al bl)(az bz) (am bm)

Ha egy transzpoziciot kétszer alkalmazunk egymés utan, akkor végeredmeényben semmi
nem torténik, tehat szorzatuk kiesik. igy ebbdl a szorzatbol kihlzhatjuk az (ay br)(ay by)
szorzatot. De akkor akét (a; b,) kertl egymés mellé, ezek szorzatais az identitas, tehét
kihGzhat6. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy afenti szorzat az identités, azaz csupa
egyelemi ciklusbdl al.

Most vizsgdjuk meg, mi torténik abal oldalon. Ott a kdvetkez6 szorzatot kapjuk:

(am bm)(anH bm_]_) ..(8.2 bz)(a]_ bl)(Cl Co... Ck).

Vagyis egy k elemi szorzatot szorzunk meg m darab transzpozicioval. Be fogjuk latni a
kovetkezo Alitast:

1. LEMMA:

Ha egy ciklust megszorzunk két benne szerepld elem transzpozicidjaval, akkor a ciklus két
ciklusra esik szé&t.

Ha pedig két diszjunkt ciklust megszorzunk egy olyan transzpoziciéval, amely két kil 6nbdzd
ciklusban levé elemet cserél fel, akkor a két ciklushdl egy ciklus lesz. (Megjegyezzik, hogy
ez utébbi allitas akkor isigaz, ha az egyik ciklus egyelemii.)

Ebbdl az dlitasbol mar kovetkezik, hogy a(ciC, ... ¢) ciklust az (a; b;) cserével
szorozva legfeljebb két ciklust kapunk, ezt az (a, by,) cserével szorozvavagy ismét egy
ciklust, vagy harom ciklust kapunk (attol fliggéen, hogy a, és b, ugyanabban a
ciklusban volt-e vagy masikban. Ugyanigy haladvatovabb azt kapjuk, hogy minden
cserével szorozvalegfeljebb eggyel né aciklusok szama. Kezdetben egy darab ciklus
volt, tehat a végeredmeény legfeljebb m+1 ciklus lehet. Marpedig a végeredményrol
tudjuk, hogy csupa egyelemi ciklusbdl, tehét (Ilegalabb) k ciklusbdl al. Ezért m+13 k.
Ami pontosan azt jelenti, hogy legaldbb k-1 csere kellett ak elemii ciklus el 6allitasahoz.

Hatra van még a dolt betiis Lemma bizonyitasa.

15. feladat:
Bizonyitsuk be az 1. lemmat!
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BIZONYITAS: Az egyszeriiség kedvéért az (1 2 3 ... K) ciklusra bizonyitjuk az elss
alitast. Nyilvanval 6, hogy ezzel nem vétiink az dtaldnossag ellen, hiszen a ciklus
elemeit atszdmozhatjuk. Szorozzuk meg ezt az (i j) cserével, ahol 1£i<j£k:

(A2 i+l . jj+l .. =12 ... 0 j+1... K(+1 ... j-1])),

tehét az eredeti ciklus valoban két ciklusra bomlott.

Ugyanigy ellenérizheté az dlitas, haamasik oldalrdl szorzunk (i j)-vel.

Masrészt tegyuk fel, hogy (a1 a2 ... am) és(by by ... by) két diszjunkt ciklus és szorozzuk
meg a szorzatukat az (a; by) cserével. (Megint nem megy az altalanossag rovasara az,
hogy akét ciklus els6 elemét cserdljUk, hiszen egy ciklust barmely elemeénél
elkezdhetiink irni.):

(al bl)(al a ... am)(bl b2 bn) :(al b2 bn b1 aaz ... am),

tehét a két ciklusbdl valdban egy ciklus lesz. Ugyanigy szamolhat6 ki, hogy hasonléan
egy ciklust kapunk, ha (a; b;)-gyel jobbrdl szorzunk.

A 14. feladat e) részébél mar kovetkezik, hogy n—2 transzpozicié nem elég S, generd éséhoz,
hiszen mar az n elemti ciklusokat sem generdlja ennyi transzpozicio. Vagyis bel attuk, hogy

S, generalhat6 n—1 transzpozicidval, de kevesebbel nem.

Az is megmutathatd, hogy n—1 transzpozicio pontosan akkor € ég S, generalasahoz, ha
Osszefliggo (tehat fa) az a gréf, amelynek pontjai az 1,2,...,n szamok és két pont akkor van
Osszekotve, hatranszpoziciojuk szerepel az n—1 transzpozicio kézott. Ennek bizonyitasa
megtaldhatd a Grafelmél et konyvben, 1asd a1V/63. feladatot és megol dasét.

16. feladat:
Van-e S;-nek kételemii generdtorrendszere?
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MEGOLDAS: Azt mér tudjuk, hogy a cserék (transzpoziciok) generdljék Sy-et. Azt kell
csak eldontentink, hogy van-e két olyan eleme S;-nek, amely minden cserét generd.
S6t, a 14.c feladat szerint az is elég, haminden (1 1) alaku cserét generd. Nyilvan
célszerti az egyik elemnek példaul az (1 2) cserét valasztani. Haamasik elemnek
peldaul a(2 3 ... n) ciklust valasztjuk, akkor |ényegében arrdl van szo, hogy van egy
Starcsdnk”: eza (23 ..., n), ezt tudjuk ,forgatni”. Az (1 2) pedig az 1-est ki tudja
cserélni a2-essdl.

Tehat akovetkezot tehetjik: el6szor elforgatjuk atarcsdt Ugy, hogy a2-esaz i helyére
kertljon. Ezutan kicserdljik az 1-est ésa 2-est, most mér az 1-esaz i helyén lesz, haa
tarcsét visszaforgatjuk.

A (23 ... n) ciklust annyiadik hatvanyrakell emelntink, ahany hellyel arrébb akarjuk
vinni az elemeket. A 2-t akarjuk az i helyére vinni, tehat i—2-edik hatvanyra kel
emelniink. Ezutan kovetkezik az (1 2) csere, majd a visszaforgatés. A |, vissza’-forgatas
azt jelenti, hogy annyival forgatjuk ,,el6re’, hogy 6sszesen n—1-gyel forgassuk arrébb az
elemeket: ekkor fog minden elem a helyére visszakerllni (természetesen az 1-est
kivéve). Ez azt jelenti, hogy most a(2 3 ... n) ciklust n—1—i—2) = n-i+1-edik hatvanyra
kell emelniink:

1i)=23...nN""12)(23...n)™>2

Va oban ellendrizhetjik, hogy ez torténik. Balrol jobbraolvasvaa?z, 3, ..., n
elemekhez el6szor n—+1-et kell hozzaadni (tul csordul és esetén pedig n—1-et még
levonni). Az i-ediket kivéve, amely a 2-esbe kertl, atobbit az (1 2) nem mozgatja, majd
még i—2-t kell hozzéadnunk mindegyikhez. igy dsszesen n—1-et, azaz mod n—1 null&t
adtunk hozza minden elemhez, tehat minden elem a helyén maradt. Az i elemhez n-i+1-
et adva éppen a 2-est kapjuk, ezt anyilakkal torténé abrazolasban az i® 2 nyil jeldli. Az
(12) cserét a2® 1 (ésaz 1® 2) nyil jeldli, majd az 1-eshdl nem mutat tovabb nyil a
harmadik ciklusban, mert ott nem szerepel. Tehat az i valOban az 1-esbe kerll. Hatra
van még 1-es sorsa. Ezt az els6 ciklus nem mozgatja, az (1 2) cserét az 1® 2 nyil jeldli,
az utolso ciklusban pedig a 2-eshez i—2-t kell adni, tehét ott a 2® i nyil szerepel. Ezeket
Osszerakva az 1® i nyilat kapjuk, vagyis Az 1 ési elemeket valOban felcserdli a fenti
felirés, atobbit pedig a helyén hagyja.

Ezzel belattuk, hogy

az(12) ésa(23... n) permutaciok generdljak az S, szimmetrikus csoportot.

MEGJEGY ZES: Ugyanigy generdjaaz S, csoportot barmely n=1 hosszu ciklus és egy olyan
csere, amely e ciklus egy elemét a kimaradd elemmel cseréli fel. Erdemes utana gondolni,
hogy (12) és(12 ... n) isgenerdja-e.
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17. feladat:
Generdja-e valamely n—2 elemii ciklus és egy csere az S, csoportot?

MEGOLDAS: Két eset van: haaz n—2 elemii ciklusnak és a cserének van kozos eleme,
akkor egy elem kimarad, azt tehét egyikik sem mozgatja, igy egyetien olyan
permutécio sem dlithato el6 bel 61Uk, amely ezt az elemet mozgatja.

Ha viszont nincs kzos elemilk, akkor a cserében szerepl 6 két elemet csak egymaés
kozott tudjuk cserélni, aciklusban levoket is, tehét egyetlen olyan permutécid sem
alithat6 el6, amely aciklus egy elemét és a csere egy elemét felcserdli.

Egy n—2 elemii ciklus és egy csere tehd nem generd hatja Sy-et.

MEGJEGY ZES: Természetesen ugyanez igaz minden legfeljebb n—-2 elemii ciklusra.

Térjlink még visszaa 15. feladatra, vagyis az 1. lemma bizonyitésdra. Ha pontosabban
megnézziik, amit bizonyitottunk, a kovetkezo alitast is megkapjuk:

Haegy r permutaciét jobbrdl is, balrdl is megszorzunk az (a b) transzpoziciéval, akkor a
kapott (a b)r (a b) permutacidban a ésb helyet cserél, a tobbi elem valtozatlanul marad.

18.feladat:
Bizonyitsuk be ezt az dlitast!

MEGOLDAS: Két eset van. Haa és b r -ban kiilonbtzé ciklusban van, akkor legyen e
két ciklus (aa; az... aW) és(b by b, ... by). A felsorolt k+m+2 elem mind kil 6nbdzo.
Ekkor

(ab)(aaia... a)(bbiby... bpy) =(@aby by ... bpnba; a... a&).

Hamost ez utdbbi ciklust jobbrdl megszorozzuk az (a b) transzpozicidval, akkor az
eredmeény

(@byby...bnba a... a)(ab)=(aby by ... by)(bas a... &).
tehét valéban annyi torténik, hogy a és b helyet cserdl.

A masodik eset az, amikor a és b-ban azonos ciklusban szerepel. irjuk fel ezt aciklust
(@abiby ... bnba; a... a) alakban és alkalmazzuk az utobbi egyenletet: e szerint az (a
b) transzpozicidval jobbrdl val6 szorzés e ciklust akét a és b kdzotti ivekre vagja ketté,
Most alkalmazhatjuk az el6bbi egyenletet, hafelcseréljik ai-k ésbj-k szerepét, és azt
kapjuk, hogy (a b)-vel balrdl szorozva a kapott

(ab)(abl bz bm)(bal ... ak):(aal a ... ambb1 bz bk):(b b1 bz bkaal a ...
am)

ciklusban val6ban annyi tortént az eredeti (a by b, ... by b a; a;... &) ciklushoz képest,
hogy a és b helyet cserdlt.

A 14.b és 14.c feladatban |&ttuk, hogy tetszéleges permutéci6 felirhaté olyan transzpoziciok
szorzataként, amelyek mindegyike ugyanazt az elemet cserdli ki egy-egy masik elemmel. (Ott
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az dland6 elem az 1-esvolt.) irjuk fel ennek alapjan as permutéciot s = (aby)(aby)...(abm)
alakban. A fenti alitas szerint ha egy tetszélegesr permutéci6t megszorzunk el 6szor balrol és
jobbrdl (a by)-mel, akkor akapott r ; permutécidban annyi torténik, hogy a és by, helyet

cserél. Hamost r 1-et megszorozzuk balrdl is, jobbrdl is az (a byy) transzpozicioval, akkor a
kapott (a bm-1)r 1(a bm-1) = r 2 permutécidban a és b1 cserél helyet. Mire eljutunk az

(@by)(@by)...@@bm) r (abm)...(aby)(aby)

permutaci 6hoz, a sorra helyet cserédl minden bi-vel. Ez 6nmagéban is fontos észrevétel. De
vegyuk még észre azt is, hogy ekdzben r_ciklusszerkezete nem valtozik! Masrészt nézzilk,
mivel szoroztuk megr -t. Balrdl as permutécidval. Jobbrdl viszont éppen s inverzével! A
kovetkezo dlitast kapjuk:

Tetszdleges s ésr permutaciokraigaz, hogy r ciklusszerkezete megegyezik srs™
ciklusszerkezetével .

DEFINICIO: Tetszdleges s permutacidraasr s permutéciot ar permutacio
konjugéltjanak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy har’ = srs™ konjugdltjar -nak, akkor forditva, r = s~
r's iskonjugdltjar ' -nek. Masrészt megjegyezzilk azt is, hogy akonjugéés
minden csoportban ugyanigy definidhato.

Az elébb kapott dlités igy is fogal mazhato:

Tetszsleges permutaci 6 ciklusszerkezete megegyezik a konjugéltjai ciklusszerkezetével.

Erdemes elgondolkozni azon is, hogy ha két permutéci6 ciklusszerkezete azonos, kovetkezik-
e ebbdl, hogy egymas konjugdltjai.

19. feladat:

Korabban megallapitottuk, hogy bar sr ésr s dtaldban nem ugyanazt az eredményt adjak, de
akét eredmény ciklikus szerkezete példainkban mindig megegyezett. Vagon igy van-e ez
mindig?

MEGOLDAS: A most megfogalmazott &llitas szerint afeladat éllitasa rogton
kovetkezik abbdl, hogy

s(rs)s™=sr,

tehat r s éssr egymas konjugdltjai.
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26. szakk6r (Csoportelméleti alapfogalmak 5.)

F) PAROS ES PARATLAN PERMUTACIOK

A 14.efeladat szerint négy elem minden permutécidjafelirhato legfeljebb harom
transzpozicio szorzataként. Hogy ez mit jelent, azt a szabalyos tetraéderen szemléltethetjik. A
szabalyos tetraédernek négy csticsa van, ezek egy permutécidja a négy csucsot valamilyen
sorrendben atrendezi. Els6 pillanatra nem vilagos, hogy barhogyan szamozzuk is @ a
szabalyos tetraéder cslicsait, mindig van atérnek olyan egybevagisaga, amelynek atetraéder
cslicsain ez az atszamozas az eredménye. De tudjuk, hogy minden ilyen permutécid
el6allithato transzpozicidk szorzataként. Egy transzpozicid két cstcs cseréjét jelenti, amasik
két csiics a helyén marad. Ezt akét csiics felezdmerdlegesére val 6 tikrozéssel érhetjiik €. igy
azt kapjuk, hogy atetragder cslicsainak barmely atszamozasa el érhet6 legfeljebb harom
élfelez6 merélegesre val 6 tikrozéssel.

El6szor is csoportositsuk ezeket a permutaciokat illetve transzforméciokat a szerint, hogy
hany csereilletve tikrozés eredményeképpen jonnek | étre.

20. feladat:
Allapitsuk meg, hany olyan transzformécio van, amely a szabdl yos tetraédert Snmagaba viszi
és0, 1, 2, illetve harom transzpozicio eredménye.
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MEGOLDAS:
0 transzpozici6/tikrozés: az identitas, ebbdl csak egy van.

1 transzpozicid/tikrozes: ebbsl annyi van, ahédny é (ahany cstcspér): vagyis hat.

2 transzpozicio/tikrozés: ez kétféle lehet. Az egyik esetben akét élnek, amelyre
tukrézink, van kdzos pontja, a mésodik esetben nincs. A masodik esetet konnyii
megszamolni: itt két szemkozti él felezomerdlegesére tikrézink. Minthogy a két
ciklusnak nincs kdzos eleme, ezért mindegy, milyen sorrendben hajtjuk végre 6ket.
Tehat csak azt kell megszamolnunk, hany szemkozti élpér van a tetraéderben:
nyilvanval6an harom. A harom szemkdzti élparra val 6 tikrozés nyilvan harom

kUl 6nb6z6 transzformaci 6t eredmeényez.

Marad az az eset, amikor akét éinek, amelyek felezémerélegesére tikroziink, van kézos
cslicsa. Ez a cstics négyféle lehet, akét masik csticsot pedig 3-2 féleképpen
véaszthatjuk ki. Ez 6sszesen 24 eset lenne. Csakhogy ezek kdzott mar vannak
azonosak. Ha a k6zos cstics P, amésik két cstics Q és R (ilyen sorrendben), akkor a (P
Q)(PR) = (P QR) permutéciordl van sz, s ez megegyezik példaul a(Q RP) = (Q R)(Q
P) permutacioval. Itt tehat masféle modon kell szdmolnunk: minden ilyen
transzforméci6t egy hdrom elemii ciklus hatéroz meg, tehédt a hdromelemii ciklusokat
kell megszdmolnunk. A kimarado cstics négyféle lehet és a maradd harom elemet
kétféle képpen lehet ciklusba rendezni. Ez tehat nyolc transzformécio. (Egy-egy cstics
koriili két forgatésrol van sz6: +120°-0s és—120°-os forgatéasrdl.) Osszesen tehdt 11
olyan transzforméci6 van, amely két élre val 6 tikrdzés eredménye.

3 transzpozicid/tukrozés: Harom ét kiva asztani mar nagyon sok féleképpen lehet, s ha
példaul egy lap harom é ét valasztjuk ki, s azok felezémerdleges sikjaira tikrozink,
akkor anegyedik cslics és a hdromszog egyik cslcsa is ahelyén marad, ez
geometriailag is belathatd, de kiszdmolhato algebrailag is. Haa haromszdog POR
haromszog PQ,QR,RP oldalainak felezémerdlegeseire tikrézink, akkor Q (ésa
negyedik cstics) marad a helyén: (P Q)(Q R)(P Q) = (P R)(Q). Azilyen
transzforméciokat tehat mar megszamoltuk az egy sikraval6 tikrézések kdzott.
Mésrészt (P Q) QR)(RS =(PSRQ) = (P 9(P R)(P Q), tehat két teljesen kill6nbdz6
harmas is adhatja ugyanazt az eredményt. Most tehd masképp kell szamolnunk. Nézziik
meg, hogy négy elem permutaci6inak milyen lehet a ciklikus szerkezete, melyek azok,
amelyek nem dlnak €l6 haromnal kevesebb transzpozici6 szorzataként. Az ilyen
permutaci ok nem allhatnak egy vagy két kételemii ciklusbdl (transzpoziciobdl). De nem
dlhatnak egy haromelemti (és egy egyelemii) ciklusbdl sem, mert a 14.e feladat szerint
ezek eléalnak két transzpozicio szorzatakent. Maradnak a négyelemi ciklusok. Tehat
csak anégyelemii ciklusok nem alnak el6 kevesebb transzpozicio szorzataként, csak a
nekik megfelel6 transzformaci ok nem allnak el6 haromnal kevesebb élfelezémerdleges
sikraval6 tikrozéssel. A tetraéder négy csticsabdl négyelemii ciklust hatfél eképpen
képezhetiink, tehat ilyen transzformaci6bdl hat van.

Csoportositsuk a kapott transzformacidkat a szerint, hogy megtartjék-e a tetraéder iranyitasat,
vagy megvaltoztatjak. Tudjuk, hogy egy sikraval 6 tukrézés (azaz egy transzpozicié)
megvaltoztatja az iranyitést. Ebbél kévetkezik, hogy a0 és a2 sikraval 6 tikrozés
iranyitéstarto, az 1 és 3 sikraval 0 tikrozes iranyitasvalto. Az el6bbibél 1+11=12 van, az
utdbbibdl 6+6=12. Vagyis:
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A térnek a szabalyos tetraédert Snmagaba vivé egybevagosagi transzformaciéi kozil
ugyanannyi (12) iranyitastarto, mint iranyitasvalto.

Nemsokara latni fogjuk, hogy ez az dllitas egy dtalanosabb csoportelméeti tény specidlis
esetekeént is felfoghatd.

Magatdl értetédéen hasznaltuk az , irdnyitas’ fogalmét a szemléet alapjan. A szemlélet
alapjan viladgos az is, hogy ha egy transzforméci6 iranyitastartd, akkor nem lehet
iranyitasvaltd is. Vagyis hogy van értelme az iranyitasrél beszélni. Felmerll a azonban a
kérdés, hogy biztosak lehetlink-e ebben. Persze ha elgondoljuk, hogy ajobb keziinket bajosan
tudnank ,, &vinni” abal keziinkbe, akkor avélasz egyértelmiinek tiinik. Csakhogy megint a
szemléetre hivatkozva hisszik €, hogy az ,,iranyitasvatd” azt jelenti, hogy abal ésajobb
keziinket felcserdli, az ,,iranyitéstartd” pedig nem cseréli fel. A kérdésre tehat més vaaszt kell
keresnlink, s ezt tulajdonképpen a 20. feladat fenti megoldasa mar magaban foglaja. A
tetraéder cslicsait ugyanis pontosan 24 féleképpen lehet permutélni. Méarpedig a 18. feladat
megol dasdban pontosan ennyi permutéciot taldltunk, nem tdbbet. Tehdat nincs kozottik
ismétlodés. Marpedig az 6sszes 0,1,2 és 3 tikrozéssel el 6allithatd transzforméci ot
megszamoltuk. Ez viszont azt jelenti, hogy nem lehetséges, hogy egy transzformaciét pél daul
egy és két tukrozéssel is eléalithatunk, vagyis nem lehetséges, hogy egy transzformacié
iranyitasvaté islegyen ésiranyitastartd is.

De vagjon valGban ennyire megnyugtato-e, amit kaptunk. Nem biztos. Ugyanis az eddigiek
meég megengedik példaul, hogy egy transzformacio el6alljon harom és négy tikrozéssel is! S
ez esetben mégis lenne olyan transzformécio, amely egyszerre iranyitésvatd is és
iranyitastartd is. Megjegyezzik, hogy végig lehetne nézni, hogy atetraéder minden négy
tikrozéssel eodlithatd egybevagosagi transzformécidja (vagyis atetraéder csicsainak
minden négy cserével el6dllithatd permutécidja) el6dl (nullavagy) két tikrozéssd is, sez
esetben mér kész is vagyunk legaldbb annak bizonyitasaval, hogy a négy tikrozéssel
el6allithato (tehat iranyitastarto) transzformaciok nem lehetnek irdnyitasvaltok. Ez azonban
sok szdmolassal jarna. Az 6t- éstobb tikrozéssel elédlithato transzformaciokkal mér nem
kell foglalkoznunk, hiszen egy ismert geometriai tétel szerint atér minden egybevéagosaga
el6all legfeljebb négy sikraval 6 tikrozéssel, s ezekrél mar egyértelmiien el dontéttik, hogy
iranyitastartok-e vagy iranyitasvatok.

Most egy més utat val asztunk:

21. feladat:

Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan permutéci6, amely el6allithatd |lenne paros sok
transzpozicio szorzataként is és paratlan sok transzpozicid szorzatként is.

MEGOLDAS: Hajobban szemiigyre vesszik a 14.e feladat bizonyitését, ott a
kovetkezoket lattuk be. El6szoris, haa(c; c;, ... ¢) permutécio el6all m darab csere
szorzatként, vagyis

(C1Cz... C) = (ar by)(az by) ... (am bm),

akkor a

(am bm)(awl bm_l)...(az bz)(al bl)(Cl Co... Ck)

permutécio az identités. Masrészt a LEMMA szerint (Iasd 15. feladat) ha egy
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permutéci 6t megszorzunk egy transzpozicidval, ennek eredményeképp vagy egy
ciklussafiiziink ossze két ciklust (beleértve azt az esetet is, amikor az egyik ciklus
egyelemti volt), vagy épp forditva, két ciklusra bontunk egy ciklust. Vagyis egy
transzpozicidval val6 szorzas a ciklusok szamét pontosan eggyel valtoztatja meg. Ebbdl
minket csak annyi érdekel, hogy egy transzpozicidval vald szorzas a ciklusok szaméanak
paritdsdt megvaltoztatja. A fenti szorzatban tehé a ciklusszam paritasa m-szer fog
megvaltozni, s avégeredmény az identitas, ami nem fligg m-tél, csak attol, hogy hany
eleme van a permutacié alapha mazanak. Hatehat az alaphalmaznak n eleme van (a
permutacié n elemet mozgat), akkor a k+m és n paritasa meg kell, hogy egyezzen,
vagyis k+m-n mindenképpen péros. Ebbél viszont kdvetkezik, hogy m paritasa meg van
hatédrozva: egyenl6 k—n paritasaval. Ezt akartuk belatni.
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MEGJEGY ZES: A most bizonyitott tétel tehét azt mondjaki, hogy van értelme péros és
paratlan permutaci 6krol beszélni:

DEFINICIO: Egy permutéciot par osnak neveziink, ha paros sok transzpozicio
szorzataként alithatd el6, és paratlannak nevezink, ha paratlan sok
transzpozicio szorzataként alithato el6.

A 14.efeladat szerint minden permutécio el6dll transzpoziciok szorzataként,
tehét afenti definicid minden permutaciora érvényes, és a21. feladat szerint
nincs olyan permutécio, amely parosis volnaés paratlan is, tehat minden
permutaci orél egyértelmiien eldonthetd, hogy paros vagy paratlan.

Ez egyben azt isjelenti, hogy atetraédernek sincsen egyszerre paros s
paratlan permutécigja, tehat valOban van értelme az iranyitasnak: atetraéder
paros permutéci 6i az iranyitéstartd permutaci ok, a paratlan permutéciok az
iranyitasvaltok.

Magasabb dimenzidban viszont éppen a most bizonyitott tételt haszndl hatjuk
az iranyitéas definial aséhoz!

Megjegyezzik, hogy a paros és paratlan permutéciok hatérozzék meg a
determinans kifejtési tagjainak el6jelét is.

Végul megjegyezzik, hogy a paros és paratlan permutaci 6k sok szempontbdl
ugy viselkednek, mint a pozitiv és a negativ szamok. Két paros permutécio

Y

permutécié szorzata paratlan.

22. feladat:
Bizonyitsuk be ez utdbbi dlitést!

BIZONYITAS: Haegy s permutécio el6al mtranszpozicio szorzataként, egy s’
permutécio pedig m' transzpozicié szorzatakent, akkor a szorzatuk, ss’ eléall n+ny
transzpozicio szorzataként. Ez pedig pontosan akkor paros, hamésm' paritasa
megegyezik. Vagyis a szorzat pontosan akkor lesz paros permutacio, ha a két
permutéci6 azonos paritasu volt.

Korabban beléttuk, hogy a szabdlyos tetraéder cslicsainak ugyanannyi (12) paros és paratlan
permutécidjavan. A szabdyos tetraéder cslicsain haté permutaci ok csoportja definicid szerint
Sy. Ss-ben tehat ugyanannyi péros és paratlan permutéacié van. De ez dtalanosan isigaz.
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23. feladat:
a) Bizonyitsuk be, hogy Sz-ban ugyanannyi paros és paratlan permutécio van.
b) Bizonyitsuk be, hogy S,-ben ugyanannyi paros és paratlan permutacio van.

MEGOLDAS: &) S; felfoghato gy is, mint ami a szabé yos haromszog csticsai nak
permutéciGibdl al. Egy csere (transzpozicid) most egy oldal két végpontjéat cseréli ki,
vagyis egy oldal felezémerdlegesére val o tukrozést jelent. A harom forgatas nyilvan
két-két felezomerdlegesre val 6 tikrozést jelent, mig a harom ol dalfel ezémerélegesre
val 6 tikrozés egy oldalfelezé merélegesre val 6 tikrozést jelent. A forgatésok paros
permutéciot eredményeznek, mert el 6dllithatok két transzpozicid szorzataként. A
tengelyes tikrozesek péaratlant, mert el6allnak egy transzpozicidbdl. Mindkettobol
harom van.

b) Altaldban, n elem esetén az n dimenzids szimplexszel kellene okoskodnunk, de ez
nem olyan szemlél etes (és az iranyitast sem definidhatjuk szemléetesen), igy helyette a
kovetkezot tesszik. Veszink egy tetszéleges transzpoziciot, mondjuk azt, amely az 1 és
2 elemet cseréli fel (nyilvan feltehetjik, hogy az alaphalmaz n eleme az 1,2,...,n
szamok). Szorozzuk veégig ezzel az (1 2) cserével S, 6sszes permutécidjat. Az (1 2)
csere paratlan, tehét avele val6 szorzés minden permutéci6 paritésat megvéltoztatja. Ha
kezdetben p darab paros és q darab paratlan permutéci6 volt, akkor a szorzas utan p
darab paratlan és q darab paros permutéciét kapunk. De az (1 2) permutécidval valé
szorzas eredmenyeképpen minden permutaci 6t megkapunk (és mindegyiket pontosan
egyszer), igy példaul minden pérosat is megkapunk. Tehét a paratlanok szama, q,
megegyezik a parosak szamaval, p-vel. Ezt akartuk bizonyitani.

MEGJEGY ZES: 1. Mit haszndtunk, amikor azt mondtuk, hogy az (1 2) permutéciéval val6
szorzas eredmeényeképpen minden permutaci 6t megkapunk (éspedig pontosan egyszer)?

2. A fenti bizonyitasban 6sszesen két dolgot haszndtunk. Egyrészt azt, hogy permutéaciok egy
csoportjardl (vagyis permutéciocsoportrdl) van sz6. Masrészt azt, hogy ebben a csoportban
van egy paratlan permutacio. A fenti bizonyitas azt adja, hogy dltaldban igaz a kovetkez6

tétel:

Ha egy permutaciécsoportban van paratlan permutécio, akkor a paros és paratlan
permutéciok szama megegyezik.

Befejezésill egy feladatot ismertetiink, amely az 1999-es olimpian szerepelt a kitiizésre
javasolt feladatok kozott. (A feladatot tobb részre bontottuk.)
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24. feladat:

Egy lanyosztaly n tanul6ja koziil mindegyik kezében van egy labda. Azt jatsszak, hogy
mindenki mindenkivel egyszer labdét cserdl. A cserék sorrendje tetszéleges, és amikor két
lény sorrakerl, kicserélik az éppen kezikben levé labdat. Az akérdés, hogy milyen n-ekre
van a cseréknek olyan sorrendje, amely mellett mindenki a sajét labdajat kapja vissza vegul.
Allapitsuk meg, hogy van-e a cseréknek ilyen sorrendje

a) n=3-ra; b) n=6-ra; c) n=7-re; d) n=10-re?

Adjuk meg a cserék megfelel6 sorrendjét

e) n=4-re; f) n=8-ra; g) dtaldban néggyel oszthatd n-ekre; h) n=5-re, i) dtaldban n=4k+1
alaku szamokra.

i) Allapitsuk meg, hogy milyen n-ekre van még megfelelé sorrend.

MEGOLDAS: Altaldban megdllapithatjuk, hogy n elem 6sszes transzpoziciojét kell
olyan sorrendben dsszeszorozni, hogy az eredmény az identitas legyen.

a) n=3-raminden sorrend (a b)(b c)(c a) alaku, s ennek eredményeképp a helyén marad,
de b ésc helyet cserdl. Tehdt n=3-ranincs o6 sorrend.

b) n=6-ra a végrehajtandd cserék szama 15, s ez paratlan, tehat a szorzatuk nem lehet az
identités, mert az paros permutécio.

c) ésd) Ugyanigy kapjuk, hogy n=7-re és n=10-re is paratlan sok cserét kell
végrehajtani, tehat nem johet ki az identitas eredménydl.

j) Altaldban isigaz, hogy megfelelé sorrend csak akkor lehet, han(n—1)/2 péros, vagyis
ha n=4k vagy n=4k+1 alakl. Tehat n=4k+2 és 4k+3 alak szamokra nincs megfeleld
sorrend. A kovetkezék azt mutatjék, hogy n=4k és n=4k+1 alakli szdmokrav viszont
van.

e) n=4-re megfelel6 az (1 2)(2 3)(1 4)(2 4)(1 3)(3 4) sorrend.

f) n = 8-raakobvetkezét csindjuk. Léttuk e)-ben, hogy négy lany ki tudja cseréini a
labdakat Ugy, hogy végul mind anégyen a sgjét labdgjukat kapjak vissza. A nyolc lanyt
két négyes csoportra osztva végrehajtjuk ezt a cseresorrendet mindkét csoportban, ilyen
példaul az

(12)(23)(14)(24)(13)(34)(56)(67)(58)(68)(57)(78)

sorrend. Ezutan mar csak a két négyes csoport kozotti tizenhat cserét kell Ugy
megszervezni, hogy végul mindenki a sgjat |abdgdhoz jusson hozza.

Ehhez vegyik észre, hogy ha e)-ben kihagyjuk az elgjérél az (1 2) cserét, avégérdl a (3
4) cserét, akkor amarado (2 3)(1 4)(2 4)(1 3) eredménye az (1 2)(3 4). Hatehét a 3-ast
és 4-est példaul az 5-0s és 6-ossal helyettesitj ik, akkor a (2 5)(1 6)(2 6)(1 5) cserék
eredménye (1 2)(5 6). Ugyanigy a (2 7)(1 8)(2 8)(1 7) cserék eredményeis (1 2)(7 8).
Tehat

(25)(16)(26)(15)(2 7)(18)(28)(17) = (56)(7 8).

Ha most ugyanezeket a cseréket az 1 és 2 helyett a 3 és 4 szamokkal hajtjuk végre,
akkor ugyanezt a végeredmeényt kapjuk:

(45)(36)(46)(35)(47)(38)(48)(37)=(56)(78).

Hatehat a két csere sort végrehajtjuk, mindenki a sgjat labdgdhoz jut vissza a végén.
Masrészt minden cserét végrehajtottunk a két csoport kdzott.
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Ezzel n=8-ra megoldottuk afeladatot.

g) Ugyanugy jarhatunk el, mint f)-ben: alanyokat négyes csoportokra bontjuk, minden
csoportban végrehajtjuk azt a hat cserét, amely sorén mindenkihez a sgjét |abdgja kerdl
vissza, majd minden két négyes csoport kdzott is végrehajtjuk azt atizenhat cserét,
amelynek kovetkeztében mindenkihez a sgjét labdgja kertil vissza.

h) Most az n=4-re adott megoldasba, tehat az (1 2)(2 3)(1 4)(2 4)(1 3)(3 4)
cseresorozatba beillesztiink két blokkot, ami nem zavarja meg a sorrendet:

(15)(12)(25) (23)(14) (241 3)(35(34)(45)
isaz identitast adja.

i) A h) ponthoz hasonl6an most is az n=4k alaku szdmokra adott megoldasbdl indulunk
ki. Ott k darab négyes csoportra osztottuk alanyokat és el6szor mindegyik csoportban
végrehajtottuk azt a hat cserét, amelynek eredményeképpen mindenki a sajét labdajat
kapjavissza. Most az 4k+1-edik lanyt minden ilyen négyes csoportba beiktatjuk a h)-
ban [&ott modon, igy ez alany mar mindenkivel cserélt egyszer és mindenki, igy 6 isa
sgjét labdgét tartja kézben. Ez utédn a négyes csoportok kdzotti cseréket hajtjuk végre,
igy végul minden csere megvolt és mindenki a sajét |abddjat fogja a kezében.

MEGJEGY ZES: Feltehets az akérdésis, hogy milyen n-ekre van olyan sorrendje a
cseréknek, amelynek végeredmeényeképpen mindenki valaki més labdajat kapja meg.
Kodnnyen beléthato, hogy n=3-ra nincs megfelel6 sorrend. Paros n-ekre megfelel6 a
kovetkezo sorrend:

(12)(13)...(1n) (23)24)...2N) ... ( i+1)( i+2)...0 n) ... (=1 n).

Vagyis el6szor az elsé lany cserél sorban atobbivel labdét, aztén a mésodik sorban
azokkal, akikkel még nem cserdlt, az i-edik blokkban az i-edik lany cserél sorban
mindenkivel labdét, akivel még nem cserélt. Ennek a sorrendnek az eredménye a
kovetkez6képpen szamolhatd ki egyszertien. A 14.b és c feladatban lattuk, hogy

(i+1)( i+2)...(1n) = (i i+1i+2... n),
tehat

12)(13)...(An)(23)(24)...2n) ... (i i+1)(i i+2)...(in) ... (-1 n) =
12..n23...n)...(Ii+1li+2...n) ... (-1 n) =
An) (2n-1) ... (>[I nH+1) ... (*an Yan+l).

Han péros, akkor i és n—i+1 nem lehet egyenl, tehat ennek a sorrendnek az
eredmeényében nincs fixpont, és ezt akartuk.

Han=2k+1 pératlan, akkor lesz egy fixpont. Ekkor az els6 n szamra ugyanazt hajtjuk
végre, de eléirjuk akovetkezot:

(1 2k+1)(2 2k+1)...(k 2k+1)(2k 2k+1)(2k—1 2k+1)...(k+1 2k+1).

Az igy kapott sorrendnek nem lesz fixpontja.
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