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Gréfok spektruma
Hrasko Andras
El6adés a spec. mat. tagozaton tanito tanérok tovabbképzésen 2003. marciusaban,
illetve ugyanezen idészak szakkori anyaga az FPI 11-12-es tehetséggondozo szakkorén

1. A spektrum

Képzeljik €, hogy egy gr&f minden csticsana van egy szam (kizarjuk, hogy mindegyik O
legyen). Minden csticshoz odairunk egy Uj szamot is, az éllel szomszédos csticsokon
eredetileg &6 szamok 6sszegét. igy most mindegyik csticsndl két szam al: az eredeti és az (jj.
El6fordulhat-e, hogy az () és arégi szam aranya mindegyik cstiicsndl ugyanazzal al szammal
egyenl6? Mely | esetén |ehetséges ez? Hogyan kell megvalasztanunk az eredeti szamokat
ahhoz, hogy egy eléirt | aranyt kapjunk? Az aranyossagi tényezéként el6forduld | ardnyok a
gréf sajatértékei, halmazuk a gréf spektruma, az egyes sqjatértékekhez tartozé az
aranyossagot teljesité eredeti szamkitoltések a sajatvektorok.

Ezek afogalmak afizikabdl szarmaznak. Egy hur, amelynek két vége rogzitett csak néhany
periodikus mozgéasra képes. Ezek a periodikus mozgasok a hur sgjatrezgései, frekvencidik - a
sgjatfrekvenciak - csak a har anyagétdl és hosszatdl fliggenek. A hir csak ezeknek a
frekvencidknak megfelel6 hangokat képes kiadni magabdl. Barhogy is penditjik meg a hurt,
az csak olyan mozgasralesz képes, amely ezekbd| a sgjétrezgésekbdl al tssze. Attol fiiggoen,
hogy az egyes sajétrezgések milyen mértékben vannak jelen a hir mozgasiban més és mas
Osszetett hangot hallunk, de alehetséges Gsszetevok adottak.

Az elnevezéseket azonban nem a hang-, hanem a fényjelenségek motivaték. Mar régen
megfigyelték, hogy ha afény elé prizmét tesznek, akkor az kiilénbdzé alapszinekre esik szét.
Az eszkdzok finomodésa dtal elérhetévé valt aaposabb vizsgdlat azt mutatta, hogy ataldban
a szinkép nem folytonos: bizonyos hullamhosszak megjelennek benne, bizonyosak pedig
nem. A részletes felbontasban nem folytonos szivarvanyszeric minta, hanem fekete
tartomanyok kozott elkiildnilve megjelené szines savok - spektrumvonalak - |athatok.

Azonban mar alegegyszeriibb eset, a hidrogén szinképe sem egyezett meg a har
"hangképének™ egyszerii mintéival. Mig a har egyféle sgjétfrekvencidval és annak
tobbszoroseivel (felharmonikusok) képes rezegni, a hidrogén atom szinképe --- Balmer
vonaak --- ennél bonyolultabb. Niels Bohr adta meg azt a képletet, amely a kil 6nb6z6
palyakon keringé elektronok frekvenciabdl kifejezi az atlépéskor kibocsétott fény
frekvencigjat. Képlete csakis a legegyszeriibb atom, a hidrogén esetén irtale jol a spektrumot.

Werner Helsenberg tébl &zatba rendezte a killonbdzo elektronpdlyék kozti &ugrés adatait. A
rendszer leirasara a kilonbozo tablazatok dsszeszorzésarais szilksége volt: Ujrafelfedezte a
matrixszorzast. EIméletében minden fizikai mennyiségnek (energia, impulzus stb.) egy-egy
matrix felel meg, a mennyiségek lehetséges értékel az adott mennyiségnek megfelel6 métrix
sajétértékei. Eppen igy a gréf sajatértékei isfelfoghatok egy métrix - a gréf
incidenciamatrixanak - sajéatértékeikeént.

A téavoli csillagokbdl kevésinformacié jut el hozzank fényukon kivil. Mégis, e fény
spektrumét vizsgalva megfejthetj ik a csillag mozgasét, anyagi Osszetételét.

Epp igy a graf spektrumais sokat elérul magérol a gréfrél. Ebbél szeretnénk rovid izelitot
adni.
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2. Harom graf spektruma

1. feladat Hatdrozzuk meg

a) akocka;

b) az 6tszog;

c) a Petersen-graf

spektrumét ésirjuk le az egyes sqjatértékekhez tartozd sqjtvektorok rendszerét!

h g

a b

a) Az dorajeltléseinek megfelel6en az aldbbi egyenleteket irhatjuk fel:
| -a=Db+d+e, | -b=atc+d, | .c=b+d+g,
| -d=atc+h, | -.e=atf+h, | f=bt+etg,

| .g=c+f+h, | -h=d+etqg.
V& asszunk ki négy paronként nem szomszédos csticshoz tartozo egyenletet, és adjuk dssze
Oket:

l-a+l-c+lf+1-h=3(b+d+etg),

|l b+I-d+1-e+l|.g=3-(atct+f+h).
Az elsb egyenlet | -szorosanak és a mésodik hdromszorosanak dsszegébdl sok tag kiesik.
Marad, hogy

| 2.(at+ct+f+h) = 9-(a+c+f+h),
és teljesen hasonl 6an:
| 2. (b+d+e+g) = 9-(b+d+etq).
Ez akét egyenlet haromfél eképpen teljesiilhet egyszerre: vagy | =3, vagy | =-3, vagy
atctf+h=b+d+et+tg=0. (»)

| =3 aztjelenti, hogy mindegyik cslicsnd alo szam egyenlé aszomszédjainak atlagaval.
Allitjuk, hogy ez csak akkor |ehetséges, ha mindegyik szam egyenl 6. Vadban, alegkisebb
szam csak ugy |lehetne a szomszédainak étlaga, ha azok mind egyenl6ek volnanak vele. De
akkor azok is legkisebbek, igy egyenlék aszomszédaikkal. igy tovabb haladva lathato, hogy
minden szam egyenl 6 lesz.

| =-3 csak Ugy lehetséges, hogy a 4 paronként nem szomszédos csticson allo szamok
egyméssal egyenlék, amésik négy csticson pedig ezeknek a szamoknak az ellentettje dl. Ez
azért van igy, mert haal = -3 -hoz tartozé sgjétvektorban a4 paronként nem szomszédos
cslicson alo6 négy szamot a (-1)-szereseikre cserdljik, akkor al = 3-hoz tartozd sajétvektort
kell kapnunk.

Tegylk fel most, hogy | * £3, hanem a (+) feltétel teljesil. Ekkor

| -a=b+d+e=-g, | .g=c+f+h=-a,
igyl2a=1-( -a) =- -g=a. Nem mindegyik szdm 0, ezért | =1, vagy | =-1. Korébbi
egyenleteinkbdl leolvashatd, hogy al =1 sgjatértéknek pontosan azok a vektorok a sgjat-
vektoral, amelyek teljesitik a (+) feltételt, és emellett a szemkdztes csiicsokra irt szamok
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egymas ellentettjei. Ezek a vektorok hdrom szabad paraméterrel adhatok meg: pld a, ¢ ésf
ertéke tetszéleges lehet, de atdbbi valtozo ezek utan méar meghatarozott:

h=-b=-(atct+f), e=-c, g=-a, d=-f.
| =1 esetén a szemkoztes csticsokra irt szamok egyenl 6k és ugyanigy 3 valtozo értéke adhato
meg tetszélegesen. A sqjétértékhez tartozd sajétvektorokban a szabadon megadhat6
paraméterek szama a sgjatérték multiplicitasa. Ebben az esetben a 3 és a (-3) sgjatértékek

d
e C
a b
multiplicitésa 1, mig az 1-€ ésa (-1)-é 3.
b) Az &borajeldléseivel most
| -a=bte, | -b=c+a, | .c=d+b, ()
| -d=e+c, | -.e=a+d. (+++)

Az Osszes egyenlet Gsszege:
| - (a+b+ct+d+e) = 2:(atbt+ctd+e),
amibol | =2, vagy at+b+ctd+e=0.1 =2 pontosan akkor teljestl, ha mindegyik szam
egyenl6. Ha a szamok Osszege egyenld, akkor a
| a=bte, |2a=1 b+l -e=atctd+a
egyenletekbdl (I +1 ?-a=a+ (a+b+c+d+e) = a. Ugyanilyen sszefiiggés barmelyik csiicsra
irt szammal felirhatd, tehat 1 2+1 - 1 =0, amibsl | = (-1+CB)/2.

Mindkét sgjétértékhez két szomszédos csticshoz tartozd szam is tetszélegesen megadhatd, a
tobbi a (x+), (+++) egyenletek alapjan mar egyértelmiien adddik, és megfeleléen "korbeér"
(kihaszndljuk, hogy | =1-1):

a=a b=b, c=lb-a d=l-c-b=-1-b-I-q
e=l-d-c=-b+1 - a=|-e-d=ab=1-a-e=h.
d

) Az Osszes egyenlet Osszegébdl most az adddik, hogy | = 3 vagy a vatozok értékeinek
Osszege 0. A | = 3 sgjatértékhez tartozd sajatvektorban mindenitt ugyanaz a szam al. Ezutan
adjuk 6ssze kulon a"belsé" és kulon a"kilss™ 6tszdghoz tartozo egyenl eteket:

(I -2)-(a+btctd+e) =f+gth+i+],

(I -2)-(f+g+h+i+j) =a+b+ct+d+e.
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Ezekbol

(I -2)*(a+b+ct+d+e) = a+b+ct+d+e,

(1 -2)%(f+g+h+i+) = f+grhti+],
tehat vagy
a+b+c+td+e=f+g+h+i+j=0,vagy| =3,vagy| =1.1 =1 esetén a, b, c, d és e értékét
tetszélegesen elbirhatjuk, atobbi csticshoz tartozd szam mér egyértelmiien adddik:
f=ab-e g=Db-ca, h = c-d-b, I =d-e-c, j =ead,

és mindig sgjatvektort kapunk. Pld f szomszédainak 6sszege:

a+h+i = atc-d-b+d-ec=a-b-e=f.

Az 1-t6l és 3-t0l kulonbdzo sajétértékek sgjdtvektorairaatb+c+d+e=f+g+h+i+j =0
teljesil.
| .a=b+fte, |%a=|-b+|f+|-e=(ctg+a)+ (h+i+a) + (j+d+a),
igyl 2a+1-a=2aazaz (I >+ -2)-a=0.
Hasonl 6 dsszefliggés barmelyik mésik valtozora levezethetd, tehat ha nem mindegyiknek 0 az
értéke, akkor 1 2+1 -2=0,azaz| =1,vagy| =-2. Al =-2 sgjétértékhez tartoz6 sajétvek-
toroknak negy szabad paramétere van. Ha pld a kiils6 6tszog 6t szamét ugy val asztjuk meg,
hogy 6sszegiik O legyen, akkor abelsd csticsok értékei mar egyértelmiien adddnak:

=-2-a-b-e=c+d-a, g=d+eb, h=etac, Ii=atb-d, | =bt+c-g
és mindig sgjatvektort kapunk. Pld f szomszédainak 6sszege:

at+h+i = ateta-ctatb-d = (a+b+ctd+e)+2a-2c-2d=-2.

Hézi feladat Alljon az F gréf két csticsbol, akét cstics kozotti @bdl, és az egyik csticshoz
tartoz6 hurokébol.

a) Hatérozzuk meg F spektrumat!

b) irjuk mind akét csiicsraaz 1 szamot. Bontsuk fel ezt a vektort sajétvektorok dsszegére!
¢) Hatédrozzuk meg @) és b) alapjan a Fibonacci sorozat explicit képletét!

3. Két graf geometrigja
Erdekes mddon fiigg 6ssze a méasodik |egnagyobb sajétértékhez tartozo sajatvektorok halmaza

agréf geometriai megval 6sithatésagaval. Rajzoljunk le egy szabalyos 6tszget a
koordinatarendszerbe gy, hogy kézéppontja az origd legyen!

A\

A cslicsok x-koordinétéi:

Rxcosa, R>cos(a +%) R>cos(a +4%) R>cos(a +%) R>cos(a +%).
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Ha mindegyik koordinétat rairjuk a neki megfelelé cslcsra, akkor az 6tszog-gréf
-1+4/6 1 2p
5

| = ———— = —cos

2 2
saj atértékéhez tartozd sqgjétvektort kapunk! Valdéban, a
a+b a-b
cosa +cosb =2cos cos 5
azonossag a apjan:
Rmosf?é +2n_p9+ R>COs€eé +—(2n+4)p 9: Rmosg?:l +—(2n+ 2p 9>Qcos§éz—p9
e 5 g e 5 g e 5 g ebg

Hasonl6an igazol hatd, hogy a csticsok y-koordinétéi is ugyanehhez a sgjétértékhez tartozo
sgjatvektort adnak.

Helyezziink most egy kockét atérbeli deréksz6gti koordindtarendszerbe Ugy, hogy kozép-
pontjaaz origd legyen! Hamost minden cslcsrafdlirjuk az egyik (de mindegyiknél ugyanazt)
akoordinétgjat, akkor al =1 sgjatértékhez tartozd sajatvektort kapunk. Ezt a harom koordi-
natéra egyszerre is ellenérizhetjik: csak azt kell megmutatni, hogy a kocka kézéppontjabdl az
egyik cslicsha mutaté vektor megegyezik a kdzéppontbdl a cslics szomszédaiba mutatd vekto-
rok dsszegével.

4. A Colin de Verdiere gréaf paraméter

Az utébbi évek kutatésal ilyen jellegii Osszefliggésekre deritettek fényt (1asd [5]). Colin de
Verdiere a Schrédinger operator hatésat vizsgata Riemann fellleteken. A felliletet egy graffal
modellezte, igy egy gréfravonatkozo sgjatértékproblémat kapott, igy jutott el alapvets
eredmeényeihez.

Legyen advaegy G gréf, az éleire tetszéleges médon irjunk pozitiv szémokat. és hatérozzuk
meg az igy kapott élstlyozott graf spektrumaban a masodik legnagyobb sajatérték multipli-
citésat. A maximalis multiplicitas, amely egy adott grafna a kilonbdzé stlyozasoknd fellép,
agraf Colin de Verdi¢cre gréf paramétere (n(G)).

Az utébbi évek kutatésainak eredménye szerint:

Téte

amMG £l U G utak diszjunkt unidja

bymG £2 U G outerplanar®.

omG)£3 U G sikba rajzolhato.

dnmG) £4 O G csomdz6das nélkill megjelenithetd a térben®.

Az a)-c) dlitasokat maga Colin de Verdiere, ad) alitast egyik irdnyban Robertson, Seymour
és Thomas, amasik iranyban pedig Lovasz és Schrijver bizonyitotta be. Az alitasok nagyon
erésen geometriai tartalmuak, és a kordbbi példakon az allitédsok direkt geometriai interpre-

! Bizonyos specidlis elrendezéseket az ligynevezett Erés Arnold tulajdonsagnak nem megfelel ket nem szabad
megengedni, de ezt itt nem részletezzik, lasd [5].

2 azaz lergjzolhat6 a sikban gy, hogy minden cslicsa a végtelen, kiils3 tartomany hatarén legyen.

3 azaz a gréf barmelyik két diszjunkt korének egyikéhez illeszthets egy feliilet, amely nem metszi a mésik kort
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tacidit lathattuk. A bizonyitasok kertl6utat hasznalnak, ezért bizonyos hianyérzetet okoznak
meég afelfedezékbenis. A kertl6ut a " gréfminorok Robertson-Seymour-féle elméete”.

Egy graf minorja egy olyan gréf, amely megkaphatd bel6le élek torlésével, dsszehlizésaval,
izolalt csticsok torlésével, kettés élek és hurokélek megsziintetésével. Az elmélet azt mondja
ki, hogy ha egy gréftulajdonség olyan, hogy biztosan nem teljesiil egy gréfra, havalamely
minorjara nem teljesil, akkor meghatarozhat6 véges sok tiltott graf Ugy, hogy atulgjdonsag
pontosan akkor nem teljesll egy gréfra, ha tartalmazza minorként e tiltott gréfok barmelyikét.
Az elmélet agrafok sikbargjzolhatosagi tételét veszi alapul, azt dta anositja messzemendsen:
tudjuk, hogy a sikbargjzolhatésag tiltott gréfjai a "teljes 6tds' (Ks) és a"harom héaz, harom
kat" (Ks3). A fenti d) dllitast pld gy sikertlt igazolni, hogy megdllapitottak a csomomentes
abrézolhatésag tiltott gréfjainak csoportjat (Petersen-csal &d), megmutattdk, hogy a m(G)
flggvény minormonoton, és megmutattak, hogy a m(G) £ 4 gréaftulajdonsag tiltott gréfjai is
pontosan a Petersen-csal &d tagjai. Talan ezek aapjan mar érthetd, hogy mi okozzaa
hiadnyérzetet.

5. Alapveto tételek a sajatértékek ésvektorok rendszerér ol

Vizsgdjuk meg jobban hdrom példankban a sgjatértékek rendszerét! Alabb minden
sajatértéket annyiszor soroltunk fél amennyi a multiplicitasa.

Kocka: 3, -3, 1, 1, 1, -1, -1, -1.
Otszog 2, ~1HV5 “1+V5 145 145
2 2 2 2
Petersen-graf: 3, 1, 1, 1, 1, 1, -2, -2, -2, -2.

Két egyszerti megfigyel ést tehetlink:

(1) A sgjaértékek szama (multiplicitassal szamolva) annyi, ahany cslicsa van a grafnak.
(2) A sgjatértékek tsszege 0 (minden sagjétértéket annyiszor szamolva, amennyi a multi-
plicitasa).

Az (1), (2) tsszefliggések barmely hurokél nélkili graf spektrumarateljesiilnek (stlyozott
élekkel is). (1) szerint a sgjtvektorok dsszes szabadsagi foka megegyezik a gréf cslicsainak
szdméval, tehat az egész rendszer szabadsagi fokainak szamaval. Ez atulajdonsag annak felel
meg, hogy ahur altal keltett barmely hang felbonthatd a sgjatrezgések dsszegére.

Az (1), (2) dlitésok kdnnyen bizonyithatdk, haa gréf spektrumat a gréf incidencia-matrixanak
spektrumakeént értelmezzik. Ebben a megkdzel itésben ugyanis a sajatértékek az A-l | métrix
(A agrédf incidenciamatrixa, | az egységmétrix) determinansanak gyokei és adeterminans|
egy olyan polinomja, amelynek foka a graf csticsainak szama, az eggyel kisebb foku tag
egyitthatdja pedig hurokmentes gréfban® zérus.

6. A Hoffmann-Singleton tétel

Egy klasszikus feladat (Iésd pld Bergengéc példatar |. 19. példa):

* azaz amikor A f3diagonalisaban mindentitt O &l
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Feladat A Bergengoc Kozlekedési Minisztérium felkért egy |égitarsasagot, hogy inditson
ingajaratokat az orszag legfontosabb vérosai koz6tt Ugy, hogy egy varoshdl legfeljebb harom
masikba induljon jarat, de legfeljebb egy dtszdllassal e Iehessen jutni barmelyik varosbdl
barmelyik masikba. Legfeljebb hany véaros kdzétt [ehet megszervezni ilyen dsszekbttetést?
(Ingajérat: két varos kozti dsszekottetés.)

Ismeretes, hogy afeladat megoldasa 10, és az optimdlis graf a Petersen-gréf.

Probaljuk varidni afeladatot! Engedjik meg, hogy minden varosbdl legfeljebb r masikba
menjen ingajarat. 1lyenkor legfeljebb hany varos kdzétt oldhatd meg az Osszekdttetés?

Az dtalénosesetben 1+ r +r-(r - 1) = r? + 1 akoézvetlenill adédé felss korlét. Egyétalan nem
nyilvanval 6 azonban meghatarozni, hogy mely r esetén szervezheté meg az dsszekottetés
ennyi varos kozott. Alabb az ezzel kapcsolatos matematikai fogalmakkal és egy érdekes
tétellel ismerkediink meg.

Egy gréf regularis, ha egyszerii és benne minden csuics foka ugyanakkora. Haez afokszamrr,
akkor azt is mondjuk, hogy a gréf r-reguléris. Egy gréf améréje alegtavolabbi csicsainak
tavolsdga. Az elébb azt 14ttuk be, hogy egy r-reguldris 2 &mérsji grafnak legfeljebb r2+1
cstcsa lehet.

Téte (Hoffmann-Singleton)
Haegy r-reguldris 2 &mérsjii grafnak r? +1 csticsavan, akkor r = 1, 2, 3, 7 vagy 57.

Tekintsiink egy tetszéleges r-reguldris 2 &mérsjii grafot r’+1 csticesal . Egy, az 6tszognél ésa
Petersen-grafnd mér |&tott trikkel meghatarozhatjuk a sajatértékeket.

Haaz Osszes feltételi egyenletet 6sszeadjuk, akkor azt kapjuk, hogy | 1 =r vagy pedig a
cslicsokra irt 6sszes szam dsszege 0. A | 1 = r sgjatértékhez tartozd sajatvektorokban minden
szam egyenl6, ez Ugy bizonyithato, ahogy akockand islatuk. Tehét al ; = r sgjatérték
multiplicitésa 1.

Térjink & al 11 r esetre.Tekintslink egy tetszéleges cslicsot. Ennek r szomszédja van.
Az r szomszédnak r-r szomszédja van. Ezek kozott r-szer szerepel az eredeti csiics, a tobbi r?-
r szomszédban az eredeti csticstdl és annak szomszédaitol kilonbdzé csticsok mindegyike
pontosan egyszer szerepel. Ennek alapjan barmely sgjatértékre, és barmely cslicsra irt szamra
| sa+l2xa=(r-)xa+S,

ahol S az 6sszes cslicsra irt szam dsszegét jeldli, tehat esettinkben a 0-t. Ha nem mindegyik
csticsra rt szam 0, akkor sziikségképpen | %+l - (r-1) = 0, azaz

_-1+ar-3 _-1-4r-3

et et

Jeldlje a két sgjatérték multiplicitésat rendre m, és mg. Az el6z6 fe ezetben megfogal mazott
(2) és(2) tulajdonsag alapjan

©)) M+ Mg =12,
(4) r+mpl 2+ mgl 3=0,
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ahol tehat m, és mz (nemnegativ) egész szamok. A sajatértékek helyére a kordbban kapott
értékeket irva kapjuk, hogy

2r - (mg+m,)+(m, - m,)%/4r - 3=0,
azaz (3) dapjan

(5) 2r- r?+(m; - m,)x/4r- 3=0.

Ismeretes, hogy egész szam gyoke vagy egész, vagy irraciondlis. Ha
Jar 3
irraciondlis, akkor szilkségképpen mp - ms=0és 2r - r> = 0. Az ut6bbi egyenletbé! r = 2, tehét
amér vizsgat 6tszogrol van szo. Ha
Jar3=s
egész, akkor r = ($+3)/4. Ezt (5)-be helyettesitve, 16-tal szorozvaaz
\[s"4-2\cdot "2 - 16\cdot (m_2-m_3)\cdot s- 15 =0\]
egyenlethez jutunk. Ennek egyltthatdi egészek, igy az s pozitiv egész szam csak akkor lehet
gyoke az egyenletnek, ha osztja 15-6t, tehat

s=1,3,5vagy 15ésigyr =1, 3, 7 vagy 57.

Azr =7 esetre Hoffmann és Singleton konstrudltak is egy grafot (Iasd [6]). Az r = 57 eset
maig el dontetlen.

Hé&zi feladat

Egy tarsasadgban mindenkinek ugyanannyi ismerése van, és barmely két embernek is egy-
forma szamu (legaldbb 1) kozos ismerése van. Kovetkezik-e ebbél, hogy a tarsasagban
mindenki ismer mindenkit?
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http://www.math.fau.edu/l ocke/unsol ved.htm
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