Kardos Gyula Emlékverseny 2011 — 10. évfolyam

1.) Egy hiperbola csicsérintdinek nevezik a fékuszokat 6sszektd egyenesre meréleges
két érintot. Bizonyitsd be, hogy egy hiperbola tetszéleges, a csticsérintéktol kiilonb6zo
érintojének a két csucsérinté kozé esé szakasza mindkét fokuszbdl derékszoghen
latszik.

2.) Az A maétrixrdl tudjuk, hogy

az A inverzérdl pedig, hogy

(a) Hatdrozd meg az A maétrixot.

(b) Legyen
3 1
5 (4 1),

Keress olyan X matrixot, amelyre teljesil az AX=BA egyenlség,

3.) Az aldbbi két allitdasrél dontsd el, hogy igaz-e vagy hamis. Ha igaz, bizonyitsd
be, ha pedig hamis, akkor mutass ellenpéldat.

(A) Ha X? = 0, akkor X=0.

(B) Ha X* = 0, akkor X% = 0.

A 0 a nullmétrixot jeloli, amelyre tehat

o=(19)
a=(2 ) om=( L) e=(02)

(a) Bizonyitsd be, hogy nincs olyan X mdtrix, amelyre X* = A.
(b) Bizonyitsd be, hogy pontosan két olyan X mdtrix van, amelyre X? = B.
(c) Bizonyitsd be, hogy pontosan négy olyan X métrix van, amelyre X? = C.

4.

5.) Bizonyitsd be, hogy az f : = — %7 x # 0 fiiggvény grafikonja hiperbola. Hol
vannak a fékuszai és milyen hosszu a valds féltengely ( a )7
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Kardos Gyula Emlékverseny 2011 — 11. évfolyam
1.) Az A métrixrdl tudjuk, hogy

A=)
(1) -0)

Oldd meg az AX=BA "matrix-egyenletet”, ha
3 1
a( 1),

2.) Bizonyitsd be, hogy az f : = — %, x # 0 fliggvény grafikonja hiperbola. Hol
vannak a fékuszai és milyen hosszi a valés féltengely (a )?

az A inverzérol pedig, hogy

3.) Legyen e egy adott hiperbola tetszdleges érintéje, az e egyenesnek a fékuszoktol
mért tavolsdgai pedig rendre d; és dy. Bizonyitsd be, hogy a d;dsy szorzat értéke nem
fiigg az e érint6 megvalasztasatol.

512
M:(m —5)'

(a) Bizonyitsd be, hogy az XY = M egyenloség végtelen sok X,Y matrixra teljestil.
(b) Legyenek A és B olyan métrixok, amelyekre AB = M. Hatérozd meg a (BA)?

matrixot.
0 1
F_(l 1).

(a) Legyen F az {Fy(0; 1), F1(1;1), F»(1;2), F5(2,3), F4(3;5) ... Fn(fo; fat1),- - } pon-
tok halmaza a derékszogi koordinatarendszerben, ahol f,, az n-edik Fibonacci szamot
jeloli. Mi az F halmaz képe az F transzformécio soran?

(b) Bizonyitsd be, hogy létezik két egymésra meréleges, az origbn dtmend egyenes,
amelyet az F transzformécié onmagara képez le. Milyen transzformécidja az F
ezeknek az egyeneseknek?

(c) Jelolje f a (b)-részbeli két egyenes koziil azt, amelyiknek a meredeksége pozitiv.
Milyen viszonyban van az JF ponthalmaz és az f egyenes? Mi kovetkezik ebbdl az
F,11/F, ardnyra?

4.) Legyen

5.) Legyen



Kardos Gyula Emlékverseny 2011 — 12. évfolyam

1.) Bizonyitsd be, hogy az f : z — %, x # 0 fliggvény grafikonja hiperbola. Hol
vannak a fékuszai és milyen hosszu a valds féltengely ( a )7

2.) A két alabbi allitasrél dontsd el, hogy igaz-e vagy hamis. Ha igaz, bizonyitsd
be, ha pedig hamis, akkor mutass ellenpéldat.

(A) Ha X? = 0, akkor X=0.

(B) Ha X* = 0, akkor X? = 0.

3.) Az X matrixrdl tudjuk, hogy a négyzete az egységmatrix. Milyen értékeket vehet
fel |X|, az X métrix determindnsa? Bizonyitsd be, hogy ha X% =1 és |X| értéke 1,
akkor X vagy az egységmatrix, vagy pedig az egységmatrix ellentettje.

4.) Legyen

T:(§§>

(a) Bizonyitsd be, hogy pontosan két olyan egyenes van, amelyet a T transzforméacié
onmagara képez le.

(b) Bizonyitsd be, hogy az 2 — 2y? = 1 egyenlet{i h hiperboldt a T transzformdcié
onmagara képezi le. (Ez azt is jelenti, hogy a h minden pontja eléall valamely h-beli
pont képeként.)

(¢) Bizonyitsd be, hogy végtelen sok olyan, egész szamokbdl &ll6 m,n szampar
van, amelyre m? — 2n? = 1.

5.) Mi azon P pontok halmaza a derékszogii koordindtarendszerben, amelyekbdl az
y = x? egyenletii paraboldhoz egymdssal 30°-o0s szoget bezdrd érinték hiizhatok? (A
feladatban két érinté hajlasszogét az altaluk meghatarozott szogtartomanyok koziil
annak a mérészamaként értelmezziik, amelyik tartalmazza a parabolét.)
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A versenyen bizonyitas nélkiil felhasznalhato HASZNOS TENYEK

1. ) A kanonikus helyzetii hiperbola egyenlete
Az’ + By*+C =0, ahol A-B-C#0 és A-B <0,

tehat példdul 222 —y? = 1 egy hiperbola egyenlete. (Egy ilyen egyenletben egyébként
is foltehetd, hogy C' = 1.)

2. ) E hiperbola aszimptota-parjanak az egyenlete:
Az* + By* =0,
tehdt példaul a fenti hiperbola aszimptotaparjanak az egyenlete 222 — y? = 0. (A

bal oldalon két négyzet kiilonbségét szorzattd alakitva az y = v/2x és az y = —V/2x
egyenletli egyenesek adédnak. )
A — ( ail Q2 )
a1 Q22

matrixhoz vannak olyan p, ¢ valdés szamok, hogy
A’=p.-A—q-1

ahol I az egységmatrix. Radasul itt p = aq1 + age, a féatléban all6 elemek Gsszege, ¢
pedig a matrix determindnsa. (Aki nem hiszi, szdmoljon uténal)

3. ) Tetszoleges

Ez a meszemenden altalanosithaté eredmény Cayley-Hamilton tétel néven ismert, és
remekiil haszndlhaté egy méatrix hatvanyainak vizsgalatakor.

sokok

FONTOS! A versenyen kalkulator NEM hasznalhato!



