: A CSAPATVERSENY FELADATAI

XV. Kavics Kupa
2019. marcius 22.

1. feladat Sagres varosdban Tengerész Henrik navigécios iskolat alapitott. Ennek kapuja felett a kdvetkezs
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Legalabb hanyszor kell leszirni a kérzét ahhoz, hogy ezt az abrat megrajzolhassuk?
(20 pont)

2. feladat A sagres-i iskolédhoz csillagvizsgéld is tartozott. Az itt dolgozo csillagasz katalogust készitett a
tengeri tajékozodasban hasznalhato csillagokrél. Minden ilyen csillagnak egy olyan kilencjegyti azonosito
szamot adott, melyben minden el6fordul6 szamjegy pontosan annyiszor szerepel, mint amennyi a szamjegy
értéke (pl. az egyik csillag szama: 313553555). Legfeljebb héany csillag kaphatott ilyen azonosito-szémot?
(25 pont)

3. feladat A sagres-i iskolaban nugy tartottak, hogy csak abbol valhat
biztos kezii térképrajzolo, aki nagy meéretben is pontosan meg tudja
szerkeszteni az itt lathato abrat. Ebben két félkort és egy negyedkort
szerkesztettek egy négyzetbe, majd az egyik keletkezs sikrészbe egyre
kisebb sziirke koroket szerkesztettek tigy, hogy sorra érintsék egymast
és a térrészt hatarolé nagyobb koriveket is.

Nektek nem muszaj megszerkesztenetek az dbrat. Elég, ha megmondja-
tok, hogy a sziirke korok koziil a tizedik legnagyobbnak a sugara hdnyad
része a négyzet oldalanak.

A megoldds eqy tort, a vdlasz a tort legeqyszeribb alakjdban a szamldlo
€s a nevezd dsszege! (45 pont)

4. feladat A tengerészeti iskola hullamtani kurzusanak legkonnyebb elméleti feladatai kozé tartozott a
kovetkezs: Hany olyan 0 < x < 27 valos szam van, amelyre teljesiil a sina + cos? z + sin® z + cos?z = 2
egyenlet? (25 pont)

5. feladat A sagres-i iskola vitorlatervezési tanszékérsl szarmazik ez és a kovetkezs feladat. Az ABC
haromszog szimmetrikus az AD magassagvonaladra. A B cstcs belsd szogfelezéje az AC oldalt E pontban
metszi. Az ADC haromszog beirt korének kézépponjta K. Tudjuk, hogy BE K< = 45°.

Hany fokos lehet a BAC'<(? A véalasz az Osszes lehetséges érték Osszege. (35 pont)

6. feladat Az ABCD konvex négyszoghben BC = 3, CD = 5, BCD< = 120°. Legyen E, F és GG rendre
az ABC, BCD és AC'D haromszogek sulypontja. Mekkora az ABCD négyszog teriiletének a négyzete, ha
tudjuk, hogy FFG haromszog szabalyos? (40 pont)
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7. feladat Miel6tt belevetette magat a gombi geometria alapos tanulmanyozéasaba, Kolumbusz Kristof a
m-vel valo szamolast gyakorolta. Elgszor felirta a fiizetébe a -t (nem tizedestort alakban, hanem a gorog
betiivel). Ezutan felirt a fiizetébe még Gjabb szamokat is, a kovetkezd szabélyok szerint: (1) Ha egy szam méar
szerepelt a flizetben, akkor felirhatta a kétszeresét, az ellentettjét és a reciprokat. (2) Ha két szam szerepelt
a flizetben, akkor felirhatta az Osszegiiket is. (3) Ha egy szam mar szerepel, azt méasféle alakjaba is atirhatta,

1 1
igy példaul ha @ mér szerepelt, akkor felirhatta ezt is: %—1—1; hiszen . % = 7727:'1 = ﬁ;:_ T
A 72 w3, w92 szamok koziil legfeljebb hanyat irhatott fel a fiizetébe? (45 pont)

8. feladat Az Atlanti-6cedn idGjarasanak el6rejelzéséhez Kolumbusz megkereste a legkisebb foka egész

egylitthatés primitiv polinomot, amelynek cos 18° gydke. A vélasz ezen polinom egyiitthatéinak abszolut-

értékeinek Osszege. Fgy egész egyiitthatos polinom primitiv, ha egyitthatoinak legnagyobb kézés osztoja 1.
(40 pont)

9. feladat Kolumbusz Kristof sokaig nem tudta, hany matrozt fog tudni 6sszeszedni elss utjara. Mindeneset-
re egyenld bért akart nekik fizetni, ezért olyan szamokat gyjtott, amelyeket sokféleképpen lehet egyenléen
szétosztani. Igy a fiizetébe Gsszeirta az Gsszes olyan 1-nél nagyobb de 1492-nél kisebb pozitiv egész szamot,
amelyre teljesiil, hogy t6bb osztéja van, mint az Gsszes néla kisebb pozitiv egész szamnak.

Hany szamot gytijtott ossze? (40 pont)

10. feladat A Pinta kapitanya, Martin Alonso Pinzén megparancsolta matrézainak, hogy
készitsenek egy szines zészlot, a kovetkezd elGirasok szerint: A zaszl6 legyen négyzet alaki,
mely 4 x 4 kisebb négyzet alakt mezére van felosztva. Minden kis négyzet legyen kifestve
valamilyen szintire gy, hogy a zasz16 minden 2 x 2 résznégyzetében legyen két egyforma
szinl négyzet. Legfeljebb hény kiilonb6z6 szin szerepelhet a zaszlon? (25 pont)

11. feladat Harom hord6 bort és egy hord6 vizet szeretnénk elhelyezni egy hajo
tatjaban kialakitott tarolohelyen. Mindegyik hord6 1 egység magas, egyenes henger
alaki. A harom boroshordé egyforma keresztmetszetii, a vizeshordd lehet naluk
kisebb vagy nagyobb.

Az alabbi feliilnézeti rajzon lathaté modon szeretnénk ket elhelyezni: a hidrom egy-
bevago sziirke kor a boroshordokat, a fehér kor a vizeshordot jeloli. A rendelkezésre
2 all6 hely feliilnézetbdl egy 2 egység atfogdji, egyenls szart derékszogl haromszog.
A boroshordoknak két-két falhoz, a vizeshordénak a hérom boroshordéd kozé kell
szorulnia.

Szamitsuk ki, hogy ezen feltételek mellett hany kébegység a négy hordd Ossztérfo-

—b
gatanak legkisebb lehetséges értéke. Hozzuk az eredményt olyan ad\ﬁ
ahol Inko(a,b,d) =1 és ¢ négyzetmentes. A valasz a + b+ ¢+ d. (35 pont)

7 alakra,

12. feladat Kolumbusz legénységének egyik tagja jo sakkozd hirében allt. Mivel 7,
mélto ellenfelet nem talalt a hajon, igy inkabb a kovetkezd feladvanyon gondolkodott: % %7
Egy huszart elhelyeziink egy mind a négy iranyban végtelen sakktabla egy mez§jén.

Jelolje f(n), hogy legfeljebb n lépéssel hany mez&t érhet el (példaul f(1) =9, ahogy

az abrén is lathato). Léteznek olyan a, b, ¢ egész szamok, amelyekre teljestil, hogy ha W
n elég nagy, akkor f(n) = an®+bn + c.

Hatéarozd meg az |al - |b| - |c| szorzat értékét. (40 pont)
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13. feladat Kolumbusz expedicidja Hispaniola szigetén kiilonos szépségii dragakére lelt. A dragaks egy
olyan konvex poliéder, amelynek hat egybevagd négyzetlapja és nyolc egybevagé szabalyos hatszoglapja van.
A négyzetlapok teriilete egyenként 8 négyzethiivelyk, és koziilitk semelyik kettének nincs k6zos csiicsa.

Hany kobhiivelyk a dragaké térfogata? (35 pont)

14. feladat Egy szigeten él6 indianok egy a tizestdl kiillonb6zd szamrendszerben szamolnak. Egy tengerész
észrevette, hogy ebben a szamrendszerben a kilences és a négyes oszthatosag szabalya éppen forditva van,
mint a tizes szamrendszerben. Tehat egy szam pontosan akkor oszthatd 4-gyel, ha a szamjegyeinek Osszege
oszthato 4-gyel; és pontosan akkor oszthatd 9-cel, ha az utolsé két szdmjegye altal alkotott szdm oszthato
9-cel (de ha csak az utolsé szamjegyet ismerjiik, az még nem elég a 9-cel valo oszthatosag eldontéséhez).

A tengerész azt is megallapitotta, hogy az indianok szdmrendeszerének alapja a legkisebb olyan szam, amelyre
ez teljesiil. Mi az indidnok szdmrendeszerének alapja? (25 pont)

15. feladat 1500 tavaszan egy 6t hajobol allo spanyol expedicié Gjabb teriileteket fedezett fel Dél-Amerika
partjainal, ahol mesés gazdagsagot igérs zsakmanyra leltek. Ot 0j telepet is létrehoztak, ezeket sorban 1., 1.,
II1., IV. és V. Ferdinand kasztiliai kiralyokrol nevezték el. Osszel aztan mindegyik teleprsl indulva hazatért
egy-egy hajo, rakomannyal gazdagon megpakolva. A visszatért hajok a mesebeli gazdagsag hirét messzire
terjesztették: igy az N. Ferdinand teleprdl visszatérd hajo helyett a kdvetkezs tavasszal mér egy N hajobol
allo flotta indult Amerika felé: az N hajo kozil egy az 1. Ferdinand telepre, egy a II. Ferdinand telepre
stb... végiil az N. az N. Ferdinand telepre tartott. Osszel aztan mindegyik hajo visszatért, és az eléz6 évhez
hasonléan terjeszetette tovabb a mesés gazdagsag hirét (tehat ha egy &szon k db hajo érkezett haza az N.
Ferdinand teleprdl, ezek helyett Gsszesen k- N hajo indult ttnak a kovetkezo tavasszal). Ez igy folytatodott
a kovetkezs évtizedben. Az 1510 §szén visszatérsd hajoknak hanyad része érkezik a II. Ferdindnd teleprél?

A wdlasz a kapott tort legegyszeridbb alakjdban a szdmldlo és a nevezd dsszege. (35 pont)

16. feladat Santo Domingo egyik kocsméjiaban kilenc matroz felirta a falra, hogy hany napja nem jartak
Europaban. A kovetkezs szamok keriiltek a falra: 256, 384, 448, 480, 496, 504, 508, 510 és 511.

Melyik az a legnagyobb pozitiv egész szam, amely nem allithatd elé a falon szereplé szamok Osszegeként?
(T6bbszor is felhasznalhatjuk ugyanazt a szamot az Osszeg képzésénél.) (30 pont)

17. feladat Egy karakk és egy karavella néhany 6ra kiilonbséggel indult el ellenkez utvonalon: a karakk
Arboletes kikot5jébdl az onnan 330 tengeri mérfold tavolsagban levé Barahona kikot&jébe tartott, mig a ka-
ravella Barahonabdl Arboletesbe. A két hajo egyszerre ért a kdzbees§ Cartagena kikét6hoz, idaig a karavella
atlagsebessége éppen masfél csomoval volt nagyobb a karakkénal (1 csomo sebesség éppen 1 tengeri mérfold
oranként). Cartagenara éppen vihar csapott le, ezért mindkét hajo 20 orat vesztegelt ebben a kikt&ben.
Ennek elmultéaval egybdl tovabbindultak, és innentdl olyan jé oldalszéllel haladtak, hogy mindkét haj6 atlag-
sebessége negyedével nagyobb volt a megallas utani szakaszon, mint a megallas elStti szakaszon. Igy végiil a
karakk 8 oraval, mig a karavella 16 6raval késébb ért el céljdhoz, mint ha megallés nélkiil, az eredeti atlagse-
bességgel haladtak volna. Hany tengeri mérfoldre van Cartagena kikotéje Arboletes kikotsjétsl? (25 pont)
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18. feladat A tordesillasi szerzédeés felosztotta az Ujvilagot Spanyolorszag és Portugélia
kozott. Két értékes sziget azonban éppen raesik a nyugati 48-adik hosszusagi korre, igy
ezekrol kiilon kell rendelkeznie VI. Sandor papanak.
Az els§ kérdéses sziget téglalap alaku és 72 négyzet alaku parcellara tagolodik, az
abran lathaté modon. A pépa tgy szeretné felosztani a szigetet a portugdl és a spanyol
uralkodé kozott, hogy ha egy parcella a portugaloknak jut, akkor minden attol keletre
vagy északra levé parcella is a portugélok kezére keriiljon. Emellett azt is szeretné,
hogy a portugal parcellak szima 3-mal osztva 1 maradékot adjon. Hany olyan felosztas
van, amely mindegyik elvarast kielégiti?
Az abrdn eqy lehetséges felosztds lathatd, a portugdlok részét sziirkével jeloltik.

(50 pont) -
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19. feladat A masik kérdéses sziget kor alakt. Ennek partjan tiz kikotofalu, mig a belsejében 6t tovabbi
telepiilés talalhatd. A papanak most ezt a 15 telepiilést kell szétosztania a portugélok és a spanyolok kozott
gy, hogy a szétosztés utdn mindkét orszag létrehozhasson egy Osszefliggs szarazfoldi uthalozatot a sajat
varosai kozott, a kovetkezé kivanalmak szerint:

1. Portugal ut ne menjen be spanyol varosba és spanyol ut se menjen portugal varosba.
2. Portugél ut sehol ne keresztezzen spanyol utat.

Héany olyen szétosztés van, amely megfelel ennek a feltételnek? (Az is lehet, hogy az Gsszes telepiilést egy
orszag kapja). (45 pont)

20. feladat Magellan utazasa tervezéséhez egy foldgdmbot készitett. Ezen kiilonbozd szinekkel bejelolt 15
kik6t6t, ahol mar jart életében. Egy-egy kikdtGvel megegyezs szinnel megjeldlte a foldgomb &tellenes pontjat
is. Ezutan minden szinhez feldobott egy pénzt, és ennek eredménye alapjan a két egyforma szint potty
egyikét letorolte. Igy megint 15 kiilonboz6 szinti pontja maradt. Szamitsuk ki annak a valoszintségét, hogy
ennek a 15 pontnak a konvex burka nem tartalmazza a f6ldgomb kézéppontjat.

A wvdlasz a kapott tort legegyszerdbb alakjiban a szamldlo és a nevezd 6sszege. (60 pont)

21. feladat Magellan egyik tengerésze a kovetkezs feladaton gondolkodott. Amig megkeriilték a Foldet, a
tengerésznek volt elég ideje, hogy végigprobélja az Osszes lehetéséget. Nektek azonban nincs ennyi id6tok...
Melyik az egyetlen olyan 1000 < m < 1522 egész szdm, amelyhez talalhato olyan 0 < k < m egész szam,
hogy egyszerre teljesiil: k osztdja (m? +m + 1)-nek és m is osztdja (k? + k + 1)-nek? (60 pont)

22. feladat Egy karavella a kovetkezGképpen mozog a Csendes-6cednon: egyenesen elére halad valamennyit,
majd 60°-kal jobbra fordul. Ebben az irdnyban is pontosan ugyanannyit halad egyenesen elére, mint az
el6z6 szakaszban, majd ezen szakasz végén is jobbra fordul 60°-kal. Ezt megismétli még haromszor, igy végiil
pontosan a kiindulési helyzetébe ér vissza. A hajo tehét egy egyenls oldali gémbi 6tszoget jar korbe. Ez az
Otszog a Fold feliiletét egy kisebb ¢ és egy nagyobb T teriiletii részre osztja. Mennyi a t/T tort legegyszertibb
alakjaban a szamlalé és a nevezs Osszege? Feltételezhetjiik, hogy a Féld pontosan gomb alakid. Amikor a
karavella egyenesen halad, akkor a gomb valamelyik fékorét koveti. (30 pont)
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