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Az a, b és n természetes szamok olyanok, hogy a’® +b” és a'” +b'" is oszthaté n-nel.
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Bizonyitsd be, hogy a is oszthato n-nel!

Megoldas. Ha a vagy b nulla, akkor az allitas nyilvan igaz. Ezért feltehetjiik, hogy a és b, igy
ezzel n is pozitiv egész szam.

Legyen a és b legnagyobb kozos osztdja d, majd legyen a=d-xés b=d-y, ahol x és y
relativ prim pozitiv egész szamok. Ezutan legyen n és d'” legnagyobb kozos osztdja m, ezzel
n=m-k é d'° =m-d' alaku: itt k és d’ relativ prim pozitiv egész szamok. A feltételekbdl
kovetkezik, hogy n =m-k osztoja a kovetkezod két szamnak:

q* '(a% +b96): 41 '(X% +y%)= m'd"(X% +y96)’
2100 | 1100 _ 100 _(XIOO +y100)= m'd"(XIOO +y100).
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Kovetkezményképpen k osztja x”° +y” és x'" +y'" szdmok d’-szeresét, amibdl k és d
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relativ prim 1évén adddik, hogy x*° +y* és x'” +y'” oszthat6 k-val.

Tegyiik fel, hogy k rendelkezik p paratlan primosztoval. Ekkor p osztja x* +y” és

100 0
X

+y'" szamokat, amiért osztja a kovetkezé mennyiséget is:

X100 100y -(X% +y96): X100yt g% = x% -(X4 _y4).

Ebbol adodik, hogy p osztja a szorzat valamelyik tényezojét.

Amennyiben p osztja x”° -t, osztja x-et, igy kapjuk, hogy p y'* -nak is osztéja, ahonnan p y-t
is osztja. Ez azonban ellentmond annak, hogy x és y relativ primek, hisz lett k6zos
primosztéjuk. Ha pedig p az x* —y* osztéja, akkor x* és y* ugyanannyi maradékot ad p-vel

osztva, igy hatvanyaik is ugyanannyi maradékot adnak p-vel osztva. Emiatt példaul x'® és

y'" maradéka is azonos, igy kapjuk, hogy x' +y'” maradéka és 2-x'""maradéka is

megegyezik p-vel osztva. Mivel elébbi maradéka nulla, igy utdbbi is p-vel oszthato, ami
lehetetlen, hisz tudjuk, hogy p az x-hez relativ prim, tovabba paratlan is.

Kaptuk, hogy k-nak nincs paratlan primosztdja, azaz kettdhatvany. Ha x és y ellentétes
paritasu, akkor x”° +y” paratlan, igy k nem lehet paros, azaz k=1. Mivel x és y nem lehet
egyszerre paros, igy a masik eset, hogy x és y pdaratlan. Ez esetben, mivel a pdratlan
négyzetszamok 4-gyel osztva 1 maradékot adnak, igy x’° +y”® 4-es maradéka 2 lesz, igy nem
oszthatd 4-gyel. Ezzel k sem lehet 4-gyel oszthato, igy k=1 vagy k=2. Mindkettd esetben igaz

lesz, hogy kaz x'”° +y"” osztoja lesz.
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Most pedig mivel m osztja d'”-t, ezért -ot is. Ezt Osszevetve azzal, hogy k pedig
1996 1996

X U +y " osztdja, adodik, hogy n =m-k osztdja szorzatuknak, ami
q1%% _(X1996 + yl996): (dX)1996 +(dy)l996 — 219% | pl9%

Ezt akartuk bizonyitani.



