T.270

Mutasd meg, hogy ha az x> +y* + 2° - 3xyz = n egyenlet megoldhaté X, y, z egész szdmokkal,
akkor az x* + y3 +7° - 3xyz = 2n egyenletnek is van egész megoldasa az X, y, z valtozokban.

Megoldas. Belatjuk, hogy az x* +1° + 2° - 3xyz = n egyenletnek pontosan azokra az n-ekre
van megoldésa, melyek oszthatok kilenccel, vagy melyek nem oszthatok 3-mal.

Kiszorzassal konnyen ellendrizhetd a kovetkezd (ismert) azonossag:

x+y’ +z° —3xyz=(X+y+z)-((x+y+z)2 —3-(Xy+yz+zx))

Ha a kapott szorzat masodik tényezéje 3-mal oszthato, akkor (x+y+z)” is, igy a szamelmélet
alaptételébdl adodoan osztja az elsé tényezot is. Nyilvan ha az elsé tényezd 3-mal oszthato,
akkor a mésodik is. Ebbol adodik, hogy ha egy 3-mal oszthaté n-re van megoldés, akkor az
csak ugy lehet, hogy n 9-cel is oszthato.

Minden nem kizart n-re adni fogunk egy alkalmas megoldasharmast:

Ha x=k-1Ly=k,z=k+1, akkor
x4yt 2z’ =3xyz= (k=1 +k* +(k+1) =3(k —Dk(k +1) = 3k* + 6k - 3(k* —k )= 9k.

Ha x=k,y=k,z=k+1, akkor
Xyt 2’ —3xyz =K' + Kk + (k+1) =3k7(k+1) =3k +3k> +3k +1-3(k’ —k>) =3k +1.

Végill az x =k, y =k, z=k —1 valasztassal
X} +yd 2’ = 3xyz =k’ + K+ (k=1) =3k>(k —1)=3k" =3k? + 3k —1-3(k* —=k* )= 3k 1.

Ezzel belattuk, hogy minden 3-mal nem oszthatdo (3k+1 vagy 3k-1 alakt) n-hez taldlhato
megoldas, illetve a 9-cel oszthatd n-ekhez is.

Ha egy n-re van megoldéasa a feladatban szerepld elsé egyenletnek, akkor az igazoltak szerint
n nem oszthat6 3-mal, vagy 9-cel oszthato, és mivel ugyanez 2n-re is fennall, ezért a masodik
egyenletnek is lesz megoldasa.



