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Laczko Laszlo

M értani helyek keresése egy pont mozgasa soran

Az oktatas anyag létrehozasat a KOMA tamogatta

A geometria tanitasa soran a nehezebben emészthetd feladatok koz¢ tartozik a ponthalmazok
keresése. Nehézséget okoz, hogy valdjaban két feladatot kell megoldani. Az elsé 1épésben
megkeressiik, hogy milyen tulajdonsagt pontok tartoznak a halmazhoz €s utana vizsgalni kell,
hogy a fellelt halmaz minden pontja hozzatartozik e a valaszhoz. El6szor talan Thales
tételénél talalkozik minden didk azzal, hogy a fellelt kérvonalnak minden pontja nem tartozik
hozzé a keresett halmazhoz. A feladatok soran bizonyos geometriai tulajdonsagok,  pl .egy
ponttdl vagy egy egyenestdl azonos tavolsadgra levés egy korvonalat, illetve egy egyenest
adhatnak de a feladatban szerepld megkotések ezen pontok mindegyikét vagy megengedik,
vagy nem. Ezért fontos a megforditas vizsgalata is. A tanult tételek valtozatos gyakorlasara
alkalmasak ezek a feladatok. A geometridban fontos szerepe van az abraknak, ilyen
feladatoknal ezek elkészitése nehéz, hiszen kezdetben nem tudjuk még a valaszt nyujtod
halmazt. Jelen feladatokban, olyan problémakat vizsgalunk melyek sordn egy pont mozgasa
soran masik pontok palyajat keressiik. Itt fontos szerepet kaphat a szdmitogép. A mozg6 pont
palyajat még el tudjuk képzelni, le tudjuk rajzolni, de a keresett pontét mar nem latjuk, azt
pedig, hogy egyszerre mozogjanak végképp nehéz elképzelni. A szamitogéppel készitett
animacio teszi fel a koronit a miire, hiszen roppant latvanyos. A feladatokhoz 14tokor
ismerete ¢és a hdromszog nevezetes pontjaihoz csatolodo ismeretek sziikségesek. Ezen
anyagrészek megtanitdsa utdn ugy csindljuk az Osszefoglalast, hogy kozben 1j dolgokat
fedeziink fel, igy nem unalmas a tanulé szamara.

1. Az ABC haromszog C csucsa korbe fut a haromszog koré irt korén. Mi a haromszog
beirt kore kdzéppontjanak mértani helye?

M egoldas: Két abrat kell késziteni. Els6 esetben célszerli egy hegyesszogii ABC haromszoget
nézni és lerajzolni a haromszog koré irt korét.
Az A, B, C csucsoknal levo szogek legyenek rendre a, B, y. A beirt kor kozepe O.

AOBO =180° - (% + g] =90° + ;—2/, ha C ezen az AB iven mozog. Igy az O pont rajta kell,

hogy legyen az AB szakasz AOBLI-ii l1atokorivén. Ezek utan el kell késziteni azt az 4brat,
amikor a C pont a masik AB ivén van a kornek. Nagyon jé gyakorlé feladat, hogy a tanuldk

onalloéan adjak meg a masik latokoriv darabot. Ekkor ACBU =180° — ), AOBL =180° — %

Azt elfogadjak a tanulok, hogy az A és a B pont nem tartozik a mértani helyhez. (Ekkor az ABC haromszog két
csucsa egybeesne, €és ezt nem tekintjilk haromszdgnek.) Nehezebb annak a vizsgalata, hogy a korivek tobbi
pontja viszont igen. Ha mar mutattunk példat arra, hogy maradnak ki - igymond nem trivialis - pontok, mint az
elobb A és B, akkor ezt a vizsgalodast nem tartjak feleslegesnek. Tapasztalatom szerint ez a ,,megforditas”
nehezen megy a tanuloknak. Itt arra van sziikség, hogy az iven tetszélegesen felvett O’ ponthoz megtalaljuk a
nagy koron azt a C’ pontot, mely ABC’ haromszdgnek O’ a beirt kdrének a kdzéppontja. Itt az AB egyenest
célszert tiikrozni az AO’ és a BO’ egyenesekre, és a tiikkorképek C’ metszéspontjanal 1évo szogére y jon ki, (itt
tulajdonképpen az A és B-nél levd szogeket ismerjiik, és a haromszog sz6gosszegét ismerve adjuk meg a C’-nél
1év6 szoget), és ebbdl kovetkeztetiink arra, hogy a C’ a haromszog koré irt koron van.

A masik abran, ahol ugyan ezt a tiikr6zést célszerti a tanuldknak 6nalldan elvégezni, értelemszeriien 180-y jon ki.
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2. Mi a BC oldalhoz hozzairt kor kozéppontjanak a mértani helye, ha C korbefut az
ABC haromszog kore irt korén? ( A pont rogzitett)

Megoldas: O’ most a hozzairt kor kézéppontjat jeloli. Ha C a y szogili iven mozog, akkor

BO’A szog %, ez pedig az eldbbi feladatban talalt 180 - % szogl koriv folytatdsa. Ennek

az az ive jo, mely az A ponttol addig a pontig tart, ahol az A-ban AB-re emelt merdleges

metszi ezt a kort. Haa C a 180- y szdgli iven mozog, akkor O’ a 90 + % sz0gl elobb talalt
kor azon ivén mozog, melyet az A pont €s az elébbi merdleges és a kor metszéspontja hatarol.
Itt is célszerl, hogy ezt a masodik részt a tanulok maguk végezzék el az elébbi gondolat
mintdjara. Ez azért fontos, mert egy masik abran kell meglatnia azokat a dolgokat, amiket a
feladat els6 részében észrevettiink. A korivek hatarolopontjai megint nem tartoznak a mértani
helyhez. A korivek belsé pontjai koziil egyet kivalasztva O’-nek, az el6bbi tiikkrozéses
megoldassal megtalalhatjuk azt az ABC’ haromszoget, melynek O’ lesz a hozza irhato kor
kozepe.

3. Mi az AC oldalhoz hozzairt kor kozéppontjanak a mértani helye, ha a C csucs
korbefut az ABC haromszog koré irhato koron? (B pont rdgzitett)

Megoldas: Kezdjék el a feladatot a tanulok onalldan, hiszen az el6z6 feladatokban mar rutint
szereztek, milyen méodon kell okoskodni. Ez nem olyan egyszerti feladat, mert megint mas és
mas szogfelezok metszéspontjat kell nézni, és mas szogértékekkel kell szdmolni. Az AOC
sz0g meghatdrozasanak abraja mindenképp keriiljon fel a tablara, €s utana probaljuk
megtaldlni ezen latokoriv darabok (hiszen itt is két AB iven mozog a C pont) hogyan
kapcsolddnak az eldbbi feladatokban megkapott korokhoz! A korivek bels6é pontjai itt is
hozzatartoznak a megoldéashoz, ez az eldbbiekhez hasonldéan igazolhato.

4. Mi az AB oldalhoz hozzairt kor kozéppontjanak a mértani helye, ha C korbefut az
ABC haromszog koré irt korén?

Megoldas: Az eldbb talalt korok hianyzo ivei adjak a megoldast. Az abra kicsit mas, de a
gondolatmenet ugyanaz, mint az el6z6 feladatokban. Ezt a feladatot azért érdemes nézni, mert
az itt kapott mértani helyek ugyan azokon a korvonalakon vannak, amely korok eddig is

szerepeltek. Pontosan a kimaradt korivek adjak a megoldast.

5. Mi a haromszog magassagpontjanak mértani helye, ha az ABC haromszog C cstucsa
korbefut az ABC haromszog koré irhatd korén?

Ennek a feladatnak tobbféle megoldasat érdemes vizsgalni. Célszerl elétte targyalni azt a problémat, hogy ha a
haromsz6g magassagpontjat tiikrozziik a haromszog oldalegyenesére, akkor a tiikorkép a haromszog koré irhato
koron van. Szintén érdemes a kovetkezd tételt megismertetni a tanulokkal: A haromszog koré irt kor
kdzéppontjabol a csticsokba mutatd vektorok osszege a koré irt kor kozepébdl a haromszdg magassagpontjaba
mutat. Ha ezt a tételt id6ben késobb tanitjuk, akkor a mértani hely feladatot érdemes ujra feladni, és a két
megoldast 6sszevetni. Ennek a feladatnak a megoldasa soran végre talalunk a kapott koriven olyan belsé pontot,
amelyik nem tartozik hozza a megoldashoz, ezzel tudjuk igazolni, hogy nem lehet feliiletesen vizsgélni a
megforditast. Erdekes az is, hogy ellentétben az el6z6 feladatokkal, az A és B pont hozzatartozik a megoldashoz.
Ezt konnyebben fel tudjuk fedeztetni a tanuldokkal, és ezutan johet annak a keresése, hogy ha a C pont A-val
vagy B-vel esik egybe és elfajuld a haromszog, ez melyik pontokat dobja ki a mértani helybdl.

|. megoldés:
Az A és B csucsokbol kiinduld magassagok talppontjai a C és M (magassagpont) pontokkal
egylitt hurnégyszoget adnak, mert a magassagok talppontjainal derékszogek vannak. Ezért az
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M pontnal 180-y szog van. Az AMB sz0g ennek a szognek csucsszoge, ezért szintén 180-y.
Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy amig a C a y szogl iven mozog, az M pont az AB szakasz
180-y szogl latokdrivén mozog. Ha a C a kor maésik ivén mozog, akkor a magassadgpont az
AB szakasz y szogl latokorén mozog, mely az elébbi korivet egésziti ki korré. A
megforditdshoz bocsassunk BM ¢és AM-re merdlegest A —bol és B-bol ezek

metszéspontjarol lehet megmutatni, hogy az ABC haromszog koriil irt korén vannak.
Ha AB nem atmérd, akkor A és B hozzatartozik a mértani helyhez. Az A-bdl és B-bol AB-re
emelt merdlegesek ¢€s a latokor metszéspontjai viszont nem, ha AB atmérd, akkor az A és B
pontok nem tartoznak a mértani helyhez.

[1. megoldés:

Vektorok segitségével fogunk okoskodni.

A koré irt kor kdzepébdl az A és B csucsokba mutaté vektorok C pont mozgésa soran nem
valtoznak. Ezek 0sszege egy K pontba mutat a koré irt kor kozéppontjabol. C pont mozgasa
soran az OC vektort minden helyzetében kezddpontjdval a K pontba kell tolni. Innen
egyszerl a feladat, hiszen egy pontbol adott hosszusagl vektort minden iranyban felmérve a
végpontok egy kort adnak, mely A-n €s B-n is 4&tmegy. Ez azért igaz, mert mozgasa soran OC
vektor OA vektornak is és OB vektornak is lesz minusz egyszerese. Hozzatartozik még a
feladathoz, hogy megmutassuk, hogy ez a kor az el6bbi megoldasban talalt korrel azonos.

I11. megoldas:

Kozismert, hogy a haromszog magassagpontjanak az oldalra vett tiilkorképe a haromszog koré
irt koron van. Ezt figyelembe véve C pont mozgasa soran a magassagpont a kor AB egyenesre
vett tiikorképén mozog.

Itt is vizsgaltassuk természetesen a megforditast is, €s ellendrizziik, hogy ugyan azt a kort
kaptuk valaszul, mint az elébb.

6. Mi az ABC hdromszog stlypontjanak mértani helye, ha C korbefut az ABC
haromszog koré irt koron?

Ezt a feladatot mar a hasonlésadg targyaldsa utdn tudjuk feladni. J6 alkalom az eldbbi feladatok ujboli
elészedésére.

Megoldas. Ha az AB oldal felezOpontjabol C csticsot harmadara kicsinyitjik, akkor a
haromszog sulypontjaba jutunk, ezért a sulypont mértani helye a koré irt kor felezdpontjara
vonatkoztatott egyharmados kicsinyitett képe. Az A és a B pontok kicsinyitett képe nem
tartozik hozzéa a mértani helyhez.

Ha ezeket a feladatokat megoldottuk és szamitdégépes animacids program segitségével a képernyon
mozgasban megjelenitjiik, a latvany feledteti a megoldasok nehézségeit. Sokan valojaban ekkor szembesiilnek
latvanyosan azzal, amit idaig bebizonyitottak. Itt nagyon fontosnak tartom a szamitogép szerepét, mert
vizualisan megjelenit nehéz geometriai problémakat.

7. Mi az ABC héaromszog koré irt kore kdozéppontjanak mértani helye, ha C korbefut a
haromszog koré irhatd korén?

Megoldas: A koré irt kor kdzepe nyilvan nem valtozik a mozgas soran, tehat egy pont a
mértani hely.
A feladat arra is jO, hogy vizsgaljuk az osztaly éberségét!

A csatolt abrakon az elkészitett animaciobdl lathatunk abrakat. Hasonl6 tovabbi kérdéseket fel
lehet tenni. Pl. szerepel az abrakon a haromszog Feuerbach korének kézéppontjanak palyaja

1S.
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